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本 书 是 为 理工 科 非 物理 专业 本 科 高 年 级 学 生 和 研究 生 编 写 的 ,适合 材料 科学 、 
电子 工程 .理论 化 学 .自动 控制 等 需要 较 深 物理 知识 的 专业 . 编写 一 年 课程 的 理论 
物理 教材 的 困难 在 于 : 理论 物理 内 容 实在 太 丰 富 了 , 它 包括 四 大 力学 一 经 典 力 
学 .电动 力学 .量子 力学 .热力 学 和 统计 力学 ,而 经 典 力学 中 又 可 以 包括 质点 和 质点 
组 力学 .弹性 力学 .流体 力学 和 分 析 力 学 . 内 容 的 选择 是 本 书 是 否 成 功 的 关键 . 

本 书 虽 名 为 《理论 物理 导论 》, 但 通过 在 内 容 选择 和 方法 讲述 上 下 工夫 , 既 基 本 
保持 了 物理 专业 本 科 理 论 物 理 课 程 的 水 平 , 又 适应 了 非 物理 专业 的 学 时 要 求 . 比 
如 ,在 牛顿 力学 中 ,我 们 完全 放弃 了 运动 学 的 内 容 , 引 力 场 理论 也 完全 放弃 ;在 电动 
力学 中 ,放弃 了 静电 势 求解 方法 的 内 容 ;在 电磁 波 的 散射 方面 ,放弃 了 标量 本 射 理 
论 , 而 代 之 以 光子 晶体 理论 ; 在 统计 力学 中 , 基本 放弃 了 非 平衡 态 统计 理论 . 诸如 
此 类 . 

编写 本 书 的 原则 有 下 列 五 个 方面 . 

1, 作为 单独 的 课程 ,四 大 力学 都 已 经 有 成 熟 和 完整 的 体系 ,我 们 没有 必要 去 
建立 新 的 课程 体系 . 因此 本 书 完全 按 经 典 力学 .电动 力学 .量子 力学 和 热力 学 与 统 
计 力 学 四 大 部 分 来 编写. 

2. 本 书包 含 了 四 大 力学 的 基本 内 容 , 对 新 发 展 的 理论 和 方法 没有 过 多 涉及 ， 
如 量子 干涉 和 重 正 化 群 等 . 这 主要 是 由 本 书 的 性 质 决 定 的 ,在 导论 性 课程 中 ,把 基 
本 的 内 容 讲 透 ,学 透 就 可 以 了 ,没有 必要 用 新 的 东西 来 点 级 . 

3. 四 大 力学 不 是 完全 独立 的 ,而 是 相互 交融 的 . 事实 上 ,物理 学 的 每 一 个 分 支 
都 存在 内 在 的 联系 . 之 所 以 分 成 四 大 力学 ,应 该 理解 为 :这 仅仅 是 为 了 讲述 的 方便 ， 
就 理论 物理 课程 而 言 , Hamilton 力学 是 基础 . 


5. 通过 学 习 本 书 ,首先 是 要 掌握 整个 理论 物理 的 框架 和 体系 ,其 次 是 了 解 各 
部 分 的 组 成 ,最 后 才 是 理解 理论 物理 的 数学 和 逻辑 推理 方法 . 
本 书 的 出 版 得 到 南京 大 学 “985 工程 > 的 资助 . 
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第 1 章 牛顿 力学 


经 典 力学 是 研究 低速 运动 物体 ( 即 速度 远 小 于 光速 (vc)) 和 宏观 粒子 ( 即 约 
化 Planck 常量 可 近似 为 零 (#>0)) 的 机 械 运动 规律 的 力学 . 它 区 别 于 研究 粒子 高 
速 运动 的 狭义 相对 论 ( 第 11 章 ) 和 研究 微观 粒子 的 量子 理论 (第 13 章 ). 牛顿 力学 
是 经 典 力学 的 基础 , 它 是 牛顿 在 前 人 的 科学 成 果 基 础 上 以 及 通过 自己 长 期 的 观察 、 
实验 和 研究 作出 的 科学 总 结 . 一 切 宏观 低速 运动 物体 的 机 械 运动 都 可 以 用 牛顿 力 
学 来 解决 ,所 以 牛顿 力学 在 经 典 力学 中 占有 非常 重要 的 地 位 . 

本 章 主要 介绍 牛顿 力学 的 基本 内 容 , 包 括 质点 和 质点 组 动力 学 、 非 惯性 参考 系 
中 质点 和 质点 组 的 动力 学 . 


1.1 质点 动力 学 :动量 、 角 动量 和 动能 定理 


质点 的 动力 学 规律 由 牛顿 运动 三 定律 描述 . 

第 一 定律 :任何 物体 (质点 ) 如 果 没 有 受到 其 他 物体 的 作用 都 将 保持 静止 或 匀 
速 直 线 运动 状态 . 物体 在 不 受 其 他 物体 作用 时 保持 运动 状态 不 变 的 这 种 性 质 叫 惯 
性 ,是 物质 的 一 种 固有 属性 ,所 以 牛顿 第 一 运动 定律 又 叫 惯性 定律 ; 

第 二 定律 : 当 物 体 (质点 ?受到 外 力作 用 时 ,该 物体 所 获得 的 加 速度 与 外 力 成 正 
比 , 与 物体 本 身 的 质量 成 反比 ,加 速度 的 方向 与 外 力 的 方向 一 致 , 即 

ma 一 下 (1.1.1) 

其 中 下 为 质点 上 的 合 外 力 (包括 主动 力 和 约束 反 力 ) ,表示 物体 之 间 的 相互 作用 ,m 
为 质点 的 质量 ( 称 为 惯性 质量 ) ,是 物体 惯性 大 小 的 量度 ,a 为 质点 的 加 速度 ; 

第 三 定律 ; 当 物 体 A 对 物体 BB 有 一 个 作用 力 下 时 ,物体 BB 对 物体 A 也 有 一 个 
反作用 力 , 且 为 一 F, 即 作用 力 与 反作用 力 大 小 相等 ,但 方向 相反 . 

研究 物体 的 运动 时 ,首先 要 选 定 参考 系 . 在 牛顿 力学 中 ,参考 系 不 能 任意 选择 . 
牛顿 运动 三 定律 成 立 的 参考 系 叫 惯性 参考 系 . 一 个 参考 系 是 不 是 惯性 参考 系 ,依靠 
实验 来 决定 . 实验 表明 :地球 上 的 物体 相对 于 地 球 的 运动 并 不 完全 遵守 牛顿 运动 定 
律 ,所 以 地 球 不 是 惯性 参考 系 . 但 是 ,如 果 把 地 球 当 惯性 参考 系 ,引起 的 偏差 一 般 比 
较 小 ,因此 常常 可 以 把 地 球 看 做 近似 程度 相当 好 的 惯性 参考 系 . 但 在 要 求 精度 很 高 
的 问题 中 ,就 不 能 把 地 球 当 作 惯 性 参考 系 了 . 人 们 发 现 ,以 太阳 为 原点 ,以 指向 任 一 
恒星 的 直线 为 坐标 轴 形 成 的 参考 系 ,在 这 个 参考 系 内 ,所 观察 到 的 许多 天 文 现象 与 . 
牛顿 运动 定律 和 万 有 引力 定律 推出 的 结论 符合 较 好 ,因此 这 个 参考 系 是 一 个 精度 
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很 高 的 惯性 参考 系 ， 

力学 相对 性 原理 :一 个 相对 于 惯性 参考 系 作 匀 速 直线 运动 的 参考 系 , 它 的 内 部 
所 发 生 的 一 切 力 学 过 程 , 都 不 受 这 个 参考 系 本 身 匀 速 直 线 运动 的 影响 ,或 者 说 ,不 
能 通过 任何 力学 实验 来 判断 这 样 的 参考 系 是 静止 还 是 作 匀 速 直 线 运动 . 因此 相对 
于 惯性 参考 系 作 匀 速 直线 运动 的 一 切 参 考 系 都 是 惯性 参考 系 . 力学 相对 性 原理 又 
叫 伽利略 相对 性 原理 . 在 狭义 相对 论 中 , Einstein 推广 了 伽利略 相当 性 原理 , 称 为 
Einstein 相对 性 原理 , 即 一 切 惯 性 参考 系 对 所 有 的 物理 过 程 (包括 电磁 过 程 ) 都 是 
等 价 的 . 以 后 我 们 再 讨论 Einstein 相对 性 原理 . 

下 面 对 牛 顿 运动 定律 作 一 个 简单 的 说 明 . 

1. 方程 (1. 1. 1) 表明 ,加 速度 矢量 与 合力 矢量 的 方向 一 致 . 这 一 结论 表示 : 几 
个 不 同 力 作用 的 加 速度 按 线性 方式 释 加 , 它 是 经 典 动力 学 的 基础 , 称 为 力 的 独立 作 
用 原理 , 即 作用 于 质点 的 每 一 个 力 所 产 生 的 力学 效应 与 其 他 力 无 关 . 在 经 典 力 学 
中 ,由 于 质点 的 运动 速度 远 小 于 光速 , 力 的 作用 即时 传递 ,每 个 力 的 作用 完全 独立 、 
互 不 相干 . 

2. 不 能 认为 方程 (1. 1. 1) 是 力 函 数 下 的 定义 . 事实 上 ,我 们 用 m 来 描述 物体 
的 惯性 ,用 a 来 描述 物体 的 运动 ,而 用 来 描述 物体 与 周 国 其 他 物体 的 相 专 作 肛 ， 
它们 三 者 之 间 存 在 着 方程 (1. 1. 1) 的 关系 . 

3. 当 F=0 时 ,a 王 0, 似 乎 可 以 得 到 第 一 定律 的 数学 表达 式 , 但 第 一 一 定律 的 要 
本 意义 在 于 定义 了 物体 的 惯性 ,因此 第 一 定律 是 独立 于 第 二 定律 的 . 

4. 牛顿 第 三 定律 并 不 是 自然 界 的 一 个 普 适 定律 ,物理 学 中 有 些 力 并 不 符合 这 
个 定律 . 第 三 定律 仅 在 下 述 情 况 才 能 适用 : 即 一 个 物体 作用 于 另 一 个 物体 上 的 力 是 
沿 着 两 物体 的 连 线 方向 ,这 种 力 称 为 有 心力 或 中 心力 . 任何 与 相互 作用 物体 速度 有 
关 的 力 , 具 有 非 中 心力 性 质 ,第 三 定律 不 适用 这 种 情况 ,例如 运动 电荷 间 的 作用 力 
不 遵从 第 三 定律 . 

力 的 基本 类 型 :就 我 们 现在 的 认识 水 平 而 言 , 自然 界 中 存在 的 力 基 本 可 以 分 为 
四 种 , 即 万 有 引力 .电磁 力 、 弱 力 和 强力 . 万 有 引力 存在 于 一 切 质量 不 为 零 的 物体 之 
间 , 是 人 们 最 早 认识 的 力 (牛顿 早 在 17 世纪 就 建立 了 万 有 引力 理论 )， 电磁 力 是 由 
静止 或 运动 的 电荷 产生 的 力 , 它 几乎 是 所 有 宏观 力 的 根源 ,如 各 种 材料 的 内 部 张 
力 . 弹 性 力 .分 子 间 的 结合 力 .物体 与 物体 之 间 的 摩擦 力 , 都 是 电磁 相互 作用 形成 
的 . 弱 力 存在 于 基本 粒子 之 间 ,其 强度 只 有 电磁 力 的 1/10 ,作用 距离 约 为 10 em， 
只 相当 于 原子 半径 的 1/107. 强力 是 核子 之 间 的 相互 作用 力 ,原子 核 稳定 存在 就 是 
因为 强 相互 作用 力 , 它 的 作用 距离 约 为 10~*cm. 因此 , 弱 力 和 强力 是 短程 相互 作 
用 ,而 万 有 引力 和 电磁 力 是 长 程 相互 作用 . 在 本 课程 中 ,我 们 只 考虑 万 有 引力 和 电 

. 磁力 ,主要 考虑 电磁 相互 作用 . 
牛顿 第 二 定律 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 ,用 位 置 矢量 r 一 (x,y,z) 表 示 , 即 为 
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mE = Frsit) (1. 1. 2) 
注意 : 力 下 一 般 是 位 置 矢量 .速度 矢量 和 时 间 的 函数 , 写成 分 量 的 形式 ,在 三 维 直 


角 坐 标 下 即 为 


2 

md 一 F(x YZ;T, Yt) (1, 1, 3) 
dz 

mY 一 F(z,y vi), (1.1.4) 
dz ，。 ， 

m zz = Fez ys st, 3) (1.1.5) 


以 上 三 个 方程 都 是 二 阶 常 微分 方程 ,有 6 个 积分 常数 ,它们 由 粒子 的 初始 位 置 和 初 
始 速度 ( 称 为 初始 条 件 ) 决 定 . 注意 :初始 速度 给 定 了 粒子 的 运动 趋向 , 而 初始 位 置 
反映 了 粒子 的 历史 ,二 者 完全 决定 了 粒子 上 时 刻 的 运动 轨道 . 

如 果 质 点 受到 某 种 约束 ,例如 被 限制 在 某 曲线 或 曲面 上 运动 , 则 质点 为 非 自 由 质 
点 . 此 时 ,该 曲线 或 曲面 称 为 约束 ,而 该 曲线 或 曲面 的 方程 称 为 约束 方程 . 对 非 自 由 质 
点 的 运动 ,一 般 是 将 约束 去 除 而 代 之 以 约束 反作用 力 (简称 约束 反 力 ) ,从 而 把 它 看 成 
是 自由 质点 . 约束 反 力 一 般 是 未 知 的 ,与 普通 力 不 同 , 它 不 完全 取决 于 约束 本 身 ,而 与 
作用 在 质点 上 的 其 他 力 以 及 质点 的 运动 状态 等 有 关 , 而 且 单 靠 约束 反 力 本 身 ,并 不 能 
引起 质点 的 任何 运动 . 所 以 称 约束 反 力 为 被 动力 ,不 是 约束 反 力 的 那些 力 称 为 主动 
力 . 约束 反 力 通常 作用 在 质点 与 曲线 或 曲面 的 接触 点 上 ,在 无 摩擦 的 情况 下 , 它 沿 着 
曲线 或 曲面 的 法 向 . 令 下 为 主动 力 ,R 为 约束 反 力 , 则 质点 运动 的 方程 为 

mF =PF+R (1. 1.6) 

既然 RR 未 知 ,显然 上 式 的 分 量 方程 少 于 未 知 数目 ,所 以 还 要 加 上 约束 方程 才能 求 
解 . 第 5 章 我 们 再 讨论 具有 约束 的 质点 动力 学 问题 . 

例 1.1.1 求 平面 极 坐 标 中 的 牛顿 运动 方程 . 

解 : 在 平面 极 坐 标 中 ,位 置 矢量 、 速 度 矢量 (如 图 
1.1. 1) 和 加 速度 矢量 的 表达 式 为 


二 dr der og 
r= re,; v= er tr 了 a 二 了 (1.1.7) 


其 中 e. 为 径 向 单位 矢量 ,又 由 关系 
de, dyde, dy de» dy9des_ _dy 


gE dd dd’: dd dd dt” 


图 1.1.1 平面 极 坐标 


可 以 得 到 
a = (F—rd)e,t rd 270)e, (1. 1. 8) 
因此 在 平面 极 坐 标 下 ,牛顿 运动 方程 为 
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mi—rd) 一 Fr,0;7,0;t) 
mr 278) = Fo (Cry 0;7,0;1) 
动量 定理 : 当 质 点 的 质量 为 常数 时 ,牛顿 运动 方程 (1. 1. 1) 可 以 改写 成 
d 
~ 一 下 
其 中 矢量 p 二 mw 称 为 质点 的 动量 ( 线 动量 ). 因此 牛顿 第 二 定律 可 描述 成 :质点 动 
量 的 时 间 变 化 率 正比 作用 在 质点 上 的 力 . 上 式 又 称 为 动量 定理 ,积分 形式 为 


p—ps=m—mo =| Fd=1 (1.1.11) 
其 中 矢量 工 称 为 质点 的 冲 量 , 通 常 称 为 冲 量 定理 . 当 了 一 0,p 一 m, 即 动量 守恒 . 


角 动量 定理 : 当 质 点 作曲 线 运动 时 ,可 以 定义 力 矢量 和 动量 矢量 对 空间 某 点 或 
某 轴 线 的 矩 , 对 问题 的 简化 是 有 意义 的 . 力 矢量 下 对 空间 某 点 r 的 力矩 定义 为 


(1. 1. 9) 


(1. 1. 10) 


M=rXF (1. 1. 12) 
其 分 量 形式 为 
er 6ey ez 
M=rxXF=|x yy YX 
F, F, F. 


= (yF,—zFy)es t+ (2zFs— zxF)eyt (xrF,— ye (1.1.13) 
其 中 e,,e,,e: 为 直角 坐标 系 的 单位 矢量 . 同样 ,动量 矢量 p 对 空间 某 点 7 的 矩 定 义 
为 、 


J=rxp (1.1.14) 
称 为 动量 和 矩 ,或 角 动 量 . 由 式 (1. 1. 10) 两 边 叉 乘 ”得 到 
rxP=rxF (1. 1. 15) 
dz 
注意 到 
dp_d -dg 
rx ™— "XP) df xp 
= (rxp-mxv 一 时 rxp) 一 癌 (].1. 16) 
因此 我 们 得 到 动量 矩 定理 ,或 角 动 量 定理 
dj _ 
Tr M (1. 1.17) 
对 上 式 积分 ,可 以 得 到 冲 量 和 矩 定理 
J—J =| Md (1.1.18) 
加 


当 M=0 时 ,J 一 护 , 即 动量 矩 守 恒 , 或 角 动 量 守恒 . 注意 :动量 失 量 或 角 动量 矢量 有 
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可 能 不 守恒 ,但 某 个 分 量 完全 可 能 守恒 . 
例 1.1.2 质点 所 受 的 力 恒通 过 某 一 个 定点 ,证 明 质 点 在 一 个 平面 上 运动 . 
解 : 这 样 的 力 称 为 有 心力 . 取 这 个 定点 为 坐标 系 的 原点 , 则 力 下 与 位 置 矢量 
r 共 线 ,rXF=0, 因 此 角 动 量 守恒 :J 一 CCC 为 常 矢量 ) , 即 
ml O—2y)= OG : 
MKC2zZ 一 访 ) 二 CC， (1. 1.19) 
My 一 人) 一 Cs 
用 xz,y 和 z 分 别 乘 第 一 个 .第 二 个 和 第 三 个 方程 并 相 加 得 
Ciz 十 Coy 十 Csz 一 0 (1. 1. 20) 
由 解析 几何 知 , 这 是 一 个 通过 原点 的 平面 ,质点 只 能 在 这 个 平面 上 运动 . 
动能 定理 :根据 牛顿 第 二 定律 可 以 导出 动能 定理 , 由 方程 (1. 1. 2) ,两 边 点 乘 速 
度 矢量 得 到 


dr 


mF r= Fer (1. 1.21) 
即 
dy 加 dr . 
m 主 .一 下 对 (1.1.22) 
上 式 两 边 乘 dz 并 利用 v。 dv 二 dC(w /2) ,得 到 
dz )=F: dr (1. 1. 23) 


标量 T=mz2 /2 称 为 质点 的 动能 . 因此 质点 动能 的 微分 等 于 外 力 下 做 的 元 功 F。 dr， 
这 一 结论 称 为 质点 的 动能 定理 . 对 (1. 1. 23) 积 分 


1 2 工 2 ， ,Fzdz + Fydy + Fedz (1. 1. 24) 
20720 0 


一 -jr. dr 一 | 
上 式 表 明 ; 质 点 在 力 正 的 作用 下 从 re 运动 到 ~, 如 果 dr 与 F 的 夹 角 5 二 90 , 则 力 
做 正 功 ,女友 ,质点 的 动能 增加 ;反之 ,如 果 中 与 下 的 夹 角 8 盖 90, 则 力 做 负 功 ， 
刀 < 研 ,质点 的 动能 减少 . 

例 1.1.3 一 质点 在 力 下 一 4ye* 十 2ze, 十 e- 作用 下 沿 一 螺旋 线 

X= 4cos8， y= 4sin9， z= 28 ~、 《1.1.25) 

从 5=0 运动 到 9 二 2x, 求 此 力 做 的 功 . 

解 : 该 力 做 功 为 


W= jr “dr = |4ydz + 2zxdy+ de 


(xry, x) 


一 | E16sing 。( 一 4sin9) 十 8cos9。4cos9 十 2]d29 
0 


一 一 28r (1.1.26) 
显然 该 力 做 负 功 ， 
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1.2 保守 力 场 有 心力 和 运动 的 稳定 性 


保守 力 场 : 力 函 数 一 般 与 空间 、 时 间 和 质点 的 速度 有 关 . 当 力 只 与 空间 有 关 , 即 
F 一 F(x,y,z) 时 , 称 为 稳定 力 场 . 力 场 对 质点 做 的 功 为 线 积分 


(ry 2) 


w= F.dr=| ,Fidz + Fydy + Fd (1.2.1) 


(za) 

一 般 W 与 积分 路 线 有 关 ， 当 W 只 与 初始 和 终点 位 置 有 关 时 ,这 样 的 力 场 称 为 保守 
力 场 . 例如 :引力 场 . 电 荷 周 围 的 场 .弹性 力 场 等 都 是 保守 力 场 ,但 电流 周围 的 磁场 
是 非 保守 力 场 . 由 数学 分 析 ,保守 力 场 可 以 用 标量 函数 U(z,y,z) 来 表示 ，, 即 存在 
U(x,y,z) ,使 

F 一 一 VUCzy yz) (1. 2. 2) 
函数 U(xz,y,z) 称 为 势 函 数 . 显然 保守 力 场 的 旋 度 为 零 , 即 V XF= 二 0, 故 保守 力 场 
是 无 旋 的 . 对 保守 力 场 ,方程 (1. 1. 24) 变 成 


lv? 1 3 = | ar tdy+ de 


2 2 (0 OT 
=—— [U(x,y,2) — U(xo, yo ,zo0)] 
一 一 (U 一 Uno) (1. 2. 3) 
即 质点 的 机 械 能 守恒 
Sm +U 3m +Uo =E (1. 2.4) 


这 就 是 机 械 能 守恒 定律 .E 称 为 总 机 械 能 , 它 是 动能 和 势能 U 之 和 . 
对 一 维 的 保守 力 , 机 械 能 守恒 定律 为 


me? 十 UCz) =E (1. 2. 5) 


; 之 一 士 \/ 宇 [已 一 U(z)] (1. 2. 6) 


因此 ,质点 不 可 能 在 E 二 U (x) 的 区 域 运 动 ,如 图 
1. 2. 1, 当 质点 从 左边 人 射 ,运动 到 zi 点 时 ,质点 被 反 
射 回去 ,不 可 能 穿 过 势 件 . 这 是 经 典 力学 的 结论 ,但 在 
量子 力学 中 ,质点 可 以 穿 过 势 又 ,这 一 现象 称 为 隧道 
人 效应 ,我 们 将 在 第 13 章 讨论 . 
0 显然 , 当 质点 处 于 平衡 状态 时 


oU 
图 1.2.1 总 能 量 和 势能 曲线 中 一 0; B30 B70 27 


即 
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故 平衡 点 是 势 函 数 的 极 值 点 , 当 极 值 点 是 极 小 时 ,平衡 是 稳定 的 (如 图 1.2. 1 的 xo 
点 ); 而 当 极 值 点 是 极 大 时 ,平衡 不 稳定 (如 图 1. 2.1 的 zz 点 ). 故 稳定 平衡 的 条 件 
可 以 写 为 AU>>0, 即 


U0 =0; 8U>0 (1. 2. 8) 
例 1.2.1 质量 为 m 的 粒子 在 势 函 数 为 
U(x) =— 竺 - 人 (1. 2. 9a) 


的 保守 力 场 中 运动 ,其 中 c>0,a>0 为 常数 . 求 稳定 
平衡 点 的 位 置 及 在 稳定 平衡 点 附近 作 小 振动 的 角 
频率 . 
解 : 势 函数 形状 如 图 1. 2. 2, 平 衡 点 位 置 满 足 
dU _ cla’—zx’) 


0 (2.9b) 
故 存在 两 个 平衡 点 图 1.2.2 势 函 数 曲 线 
X=a; Xs =—a (1. 2. 9c) 
由 稳定 条 件 
3 。 =— a5 < 0 9 。 一 70 (1. 2.9d) 


故 zi 二 a 是 不 稳定 平衡 点 ,而 zz 二 一 a 是 稳定 平衡 点 . 如 图 1. 2. 2 也 可 见 ,右边 是 
极 大 点 ,左边 是 极 小 点 . 在 平衡 点 附近 , 令 x 二 一 a 十 z ,作用 力 
__d Car zr) 、， c 
fr) 一 本 | a oa ~ da 
故 振动 角 频 率 为 


二 (1. 2. 10) 


罗 Da 


有 心力 场 :下 面 讨 # 人质 点 在 有 心力 场 中 的 运动 由 例 1. 1. 2 ,质点 在 平面 内 运 
动 , 故 用 平面 极 坐标 . 设 有 心力 为 
F = Fe (1.2.11) 
其 中 吸引 力 下 (<0 ,排斥 力 Fr-) 盖 0. 运动 方程 为 
人 一 到 ) = FPO) (1.2.12) 
mm(r 史 十 270) 一 0 
第 二 式 可 以 改写 成 


二 所 一 1. 2. 13) 
m L C79) 0 《 


即 mr?8==h (hh 为 常量 ) ,显然 这 玫 示 角 动 量 守 全 ,与 全 1. 1. 2 的 结论 是 一 致 的 . 可 
以 证 明 Ff==F(Cr)e, 是 保守 力 .事实 上 ,因为 
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W= jr .dr = 上 FO) dr (1. 2.14) 


积分 只 与 初始 和 终点 位 置 的 矢 径 r 有 关 , 而 与 具体 的 路 径 无 关 , 所 以 二 Flr)e, 是 
保守 力 . 利用 角 动 量 守恒 性 质 r==h(h 为 常量 ), 令 x 一 1 那么 


0 = hu’ (1. 2. 15) 
又 
.dr ddd_ d/lydgd_ ds jd 
Tag dd 名 (去 ) 久 六 hy 
,dd/du\_ _, d/du\d9 __ ,2 du 
j= 一 h 训 ( 转 ) 一 一 4 训 ( 式 ) 扫 一 久 
代入 方程 (1. 2. 12) 第 一 式 
du 1 
一 zip2i2( 3 党 十 四 一 下 (二 】 (1. 2. 16) 


故 上 式 给 出 了 r=r(5) 满 足 的 微分 方程 ,从 而 可 求 得 质点 的 运动 轨道 . 考虑 氢 原 子 
核 外 电子 绕 核 的 运动 ,电子 受 核 的 吸引 力 为 F 一 Flr)e,, 其 中 


FQ() = 一 名 (1.2.17) 
r 
式 中 二 gq/(4xeom). 利用 机 械 能 守恒 公式 (1. 2. 4) 更 方便 . 因 下 = 一 VU ,所 以 
U(r) =— | Popdr = | 好 dr (1. 2. 18) 
取 无 限 远 点 为 势 函 数 的 零点 ,那么 
io 
UKr) = | 3 dr 一 = Tne (1. 2. 19) 
于 是 式 (1. 2. 4) 变 成 
Dm + 2) 一 经 =E (1. 2. 20) 
因为 
_dr_drg_ 天 dr 
和 人 
上 和 式 已 利用 了 角 动 量 守恒 :”2b% 一 AP 为 常量 ), 于 是 
2 dr\? ,h: 2k 
上 m| 气 (多) + 往 一 守 |=EE (1. 2. 22) 
即 
hdr 二 dy (1. 2. 23) 


r /E42 he 
m 


两 边 积分 ,最 后 得 到 
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_ hz/k 
1 十 ecos(3— 1) 


< 一 人 /十 下 (全 ) (1. 2. 25) 


所 以 , 当 E<0 时,e 二 1, 轨 道 为 桶 加; 当 玉 ==0 时 ,e= 二 1, 轨 道 为 抛物 线 ; 当 E>0 时 ， 
e>1, 轨 道 为 双 曲 线 . 
例 1.2.2 一 粒子 在 有 心力 作用 下 做 半径 为 R 的 圆周 运动 ,证 明 当 
R /dF 
F(R) < 一 子 ( 宇 ) 
时 轨道 是 稳定 的 ,其 中 F(x) 是 作用 力 的 大 小 . 当 F(7)== 一 k/r ,证 明 稳 定性 条 件 
n<3. 


解 : 由 方程 (1. 2. 12) 


r 


(1. 2. 24) 
其 中 e 定义 为 


(1. 2. 26) 


r=R 


mF—rd) = FOG); rd=h (1. 2.27) 
当 质 点 做 半 答 为 + 二 R 的 圆周 运动 时 ,7 二 0, 上 式 变 成 
mRw’ =— F(R); Rw=h (1. 2. 28) 
假定 存在 一 个 微 扰 
7r( = Ror(); 入 一 w 十 路人 (1. 2. 29) 
代入 方程 (1. 2. 28) 的 第 二 式 , 得 到 
[Rr Fw+t+ S00] = 十 h (1. 2. 30) 
忽略 二 阶 项 及 二 阶 以 上 项 , 且 再 利用 方程 (1. 2. 28) 中 第 二 式 得 到 
89 一直 (6h 一 2Rw87) (1. 2. 31) 


把 式 (1. 2. 29) 代 入 方程 (1. 2. 28) 中 第 一 式 
mlar— (R+aD ta = FR + [ER] ar .2.32) 
忽略 二 阶 项 和 二 阶 以 上 项 ,得 到 


md — 2mRwdd — mw’ dr = [| Br (1. 2. 33) 
把 式 (1. 2. 31) 代 入 上 式 且 利用 式 (1. 2. 28) 
mar— (BE + [a | ar = m0 .2.34) 
当 
3FGR) 十 [2] _ <0 (1. 2. 35) 


时 ,方程 (1. 2. 34) 为 周期 振动 方程 ,于 是 稳定 条 件 为 
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RrdF 
F(R) <— | 了] 时 (1. 2. 36) 
当天 (站 一 一 Am 时 ,上 式 为 
k nk 
Ra > 3 Rx (1. 2. 37) 


故 nn 二 3. 


1.3 质点 组 动力 学 :动量 、 角 动量 和 位 力 定 理 


首先 介绍 内 力 和 外 力 的 概念 :质点 组 中 质点 之 间 的 相互 作用 力 称 为 内 力 ,用 上 
标 (Oi) 表示; 质点 组 以 外 的 物体 对 质点 组 中 任何 一 个 质点 的 作用 力 称 为 外 力 , 用 上 
标 (e) 表 示 . 对 质点 组 中 的 任何 一 组 质点 (i,&) , 设 第 i 个 质点 对 第 & 个 质点 的 作用 
力 为 F ,第 个 质点 对 第 i 个 质点 的 作用 力 为 F 曙 ,内 力 ( 一 般 是 机 械 力 ) 满 足 牛 
顿 第 三 定律 :FR = 一 F. 因此 ,质点 组 的 合 内 力 为 零 

F? = > Dr 一 0 (1.3.1) 


假定 系统 由 x 个 离散 的 质点 组 成 :mm ,rz ，… ,1 ,分 别 位 于 PP ，…P, 点 ,它们 
的 位 置 矢量 为 ri ,rs，,…,r,, 并 假定 外 力 FI? 作用 在 其 中 第 i 个 质点 A 上 ,如 果 质 
点 A 与 其 他 质点 B,C,D,… 等 无 任何 相互 作用 ,那么 A 的 运动 由 牛顿 运动 定律 决 
定 . 如 果 质 点 之 间 存 在 相互 作用 ,那么 A 的 运动 必 改 变 A 与 其 他 质点 的 相互 作用 
力 , 从 而 使 其 他 质点 的 运动 状态 也 随 之 变化 . 就 质点 A 而 言 ,我 们 可 以 单独 写 出 它 
的 运动 方程 

mi 一 有 一 Ff 十 Pr (1. 3. 2) 


因为 F8 其 他 质 吉 的 运动 是 (位 轩 失 量 和 速度 矢量) 有 关 , 必 须 写 出 每 个 质点 的 
运动 方程 , 当 质 点 数目 较 大 时 ,根本 无 法 求解 . 但 如 果 利 用 动力 学 基本 原理 ,就 可 以 
得 到 整个 质点 组 在 外 力作 用 下 运动 的 某 些 特 征 . 
质点 组 动量 定理 : 和 3. 2) 两 边 求 和 得 到 
Dm = Dr + hr = 一 PrP = (1. 3. 3) 


得 到 上 式 , 已 经 入 用 了 式 (lL 3. 1)， 四 大 本 4 因为 
dr dr; 

‘2 -> (m 全 ) 一 二 Dm Wi 

武 中 了 为 质点 组 的 总 动量 ， 于 是 方程 (1. 3. 本 


宁 一 SF (1. 3. 4) 
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上 式 称 为 质点 组 动量 定理 . 注意 :方程 右边 是 合 外 力 , 因 此 整个 质点 组 的 动量 变化 
只 与 外 力 有 关 , 而 与 内 力 无 关 . 
质心 运动 定理 :质点 组 中 的 一 个 特殊 点 天 ,由 下 式 决 定 


fc 一 Dy miri/ Dm (1. 3.5) 
i 二 i 一 1 
上 式 改 写成 
Dmir; = re Dim; (1. 3. 6) 
i 二 ] ,i 一 1 
两 边 对 时 间 求 导 得 到 
> mw; 一 Dm Ye 一 (1. 3.7) 
i=1 i=1 i 
代入 方程 (1. 3. 4) 
ms -Dr (1. 3. 8) 


其 中 m 是 质点 组 的 总 质量 . 上 式 即 为 质心 运动 定理 :质点 组 质心 的 运动 就 好 象 一 
个 质点 的 运动 一 样 , 此 质点 的 质量 等 于 整个 质点 组 的 总 质量 ,作用 在 此 质点 上 的 力 
等 于 作用 在 质点 组 上 所 有 外 力 的 矢量 和 . 
质点 组 动量 守恒 定律 : 若 质 点 组 不 受 外 力 ,或 者 合 外 力 为 零 ,由 方程 (1. 3. 4) 
P= 恒 矢 量 (1.3.9) 
或 者 由 方程 (1. 3. 8) 
v. 一 恒 矢 量 (1. 3. 10) 
在 此 情况 下 ,质点 组 的 总 动量 守恒 且 质 心 作 惯性 运动 . 这 个 关系 称 为 质点 组 动量 守 
恒定 律 . 可 见 内 力 虽 然 可 使 质点 组 中 个 别 质点 改变 动量 ,但 却 不 能 改变 整个 质点 组 
的 总 动量 ,也 不 能 改变 质点 组 质心 的 运动 速度 . 
对 质点 组 ,同样 存在 角 动 量 定理 . 根据 方程 (1. 3. 2) 


mi 一 Bo 十 FT 一 (1. 3. 11) 
其 中 Ff 为 其 他 所 有 质点 对 第 个 质 质点 的 合 内 力 . 上 式 两 边 撩 乘 位 置 矢量 并 对 i 


求 和 


Dm 各 = Dnxre + rx (1. 3. 12) 
于 内 力 成 对 出 现 ,PE 一 一 FD ,对 原点 O 的 力矩 之 和 为 夫 ， 即 
Dr xFP?=0 (1. 3.13) 
和 
rr x 入 一 4 (rx 字 ) (1. 3.14) 
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故 式 (1. 3. 12) 可 写成 


f(r Xm 守 )= Dr x Fe (1. 3. 15) 
定义 质点 组 对 原点 0 的 划 息 和 力 后 分 别 为 和 
1= > (nxm, 于 ); M=— DrxpF (1. 3. 16) 
由 (1. 3. 15) ,我 们 得 到 质点 组 角 动 量 定理 加 
时 一 M (1. 3.17) 


当 M=0 时 ,J 一 常 矢量 . 此 为 质点 组 角 动 量 守恒 定律 . 
由 方程 (1. 3. 11) ,仿照 方程 (1. 1. 23) ,我 们 可 以 得 到 质点 组 动能 定理 


dy (3m7?)= De 。 dr: 十 DSF? 。dr: (1.3.18) 
i=l i=1 i=1 


注意 :由 于 内 力 对 动量 和 角 动 量 的 贡献 相互 抵消 ,质点 组 动量 定理 和 质点 组 角 动 量 
定理 中 不 出 现 内 力 , 但 在 质点 组 动能 定理 中 ,内 力 的 贡献 通常 并 不 能 互相 抵消 , 故 
质点 组 即使 不 受 外 力 ,或 虽 受 外 力作 用 而 互相 平衡 时 ,质点 组 的 动能 并 不 守恒 . 可 
用 两 个 质点 的 情况 说 明 . 设 质 点 1 和 质点 2 所 受 的 内 力 分 别 为 罚 和 f 虽 , 且 2 二 
一 .并 人 
= f/f. dr+f. 0 。(dr 一 dr) = fH .dlri—r) 
而 dm 一 是 两 个 质点 为 相 对 候 重 杰 化 除非 是 刚体 ,一 般 dCri 一 rz) 不 可 能 
例 1.3.1 两 体 问题 :分析 质点 m 在 质点 M 的 引力 作用 下 的 运动 情况 . 
解 : 在 同一 惯性 坐标 系 内 , 设 质 点 m 和 1M 的 位 置 拓 量 分 别 为 rn 和 rw, 那么 
质点 m 和 M 的 运动 方程 为 
M dry__ GMm(ru— rn) 
dz | rw 一 总 | 


(1. 3. 19) 
drn_ GMm (rm — rn) 
dz | ru—r, | 
其 中 G 是 万 有 引力 常量 ,第 一 式 与 第 二 式 相 加 得 到 
Fz Mru + mr) =0 (1. 3. 20) 
而 根据 方程 (1. 3. 5) ,质点 m 和 AM 的 质心 坐标 为 
r. 一 re (1. 3. 21) 
因此 质心 作 惯性 运动 . 方程 (1. 3. 19) 第 一 、 二 式 分 别 乘 m、M 并 相 减 得 
Mn dum) CMm rn — ry) (Mm) (1. 3. 22) 


dz2 | 天 一 rw js 
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而 r 寺 rm 一 rm 是 m 相对 于 M 的 坐标 ,因此 我 们 得 到 m 相对 于 1M 的 运动 方程 


m dr __ GMmr 
FmMD de rT (1. 3. 23) 


如 果 质 点 M 远 大 于 质点 m, 即 m/M 守 0, 那 么 上 式 相 当 于 质点 M 固定 不 动 ,而 质 
点 澡 围 绕 着 质点 M 作 运 动 ,如 果 m/M 有 限 大 ,相当 于 对 质点 m 的 质量 作 一 修正 ， 
上 称 为 折合 质量 


__ m 
4 = TND (1. 3. 24) 


把 GMm 换 成 g:/(4reo) ,方程 (1. 3. 23) 就 变 成 氢 原 子 核 与 核 外 电子 的 相对 运动 方 
程 . 值得 指出 的 是 : 式 (1. 3. 19) 中 的 质量 m( 或 者 MD) 称 为 引力 质量 ,原则 上 区 别 于 
式 (1.1.1) 中 的 惯性 质量 . 但 实践 证 明 二 者 是 相同 的 . 

位 力 定理 :下 面 来 考察 标量 G 的 人 性质 (注意 :不 是 万 有 引力 常量 ),G 定义 为 


G= yp .r (1. 3. 25) 
求 G 对 时 间 的 导数 
和 = Dpiert Dpei (1. 3. 26) 
上 式 右边 的 第 二 项 可 写成 。 
Spi Dm Dm=2T .3.27) 
而 第 -项 为 站 
Di “ri 一 Dr,. (1. 3. 28) 
注意 :上 式 中 的 力 F; 包括 质 点 受到 的 外 力 和 内 力 . 于 是 
守 一 2T+ p31 .rr (1. 3. 29) 
在 时 间 (0,7z) 内 求 平均 
二 | Su = 2T+ DP en [GD 一 G(O)] (1.3.30) 


因为 G 是 p; 和 rr; 的 函数 ,只 要 每 个 质点 的 动量 和 坐标 是 有 限 值 ,那么 G 也 有 限 ， 
因此 足够 长 时 间 后 ,上 式 右边 为 零 . 于 是 


Tor (1. 3. 31) 


称 为 位 力 定理 . 它 表明 ， 在 足够 长 时 间 内 ， 质点 组 的 动能 平均 与 “ 均 功 ” 存 在 着 一 个 
简单 的 关系 . 如 果 为 保守 力 , 则 


16 ”理论 物理 导论 


T= 记 DVD er (1. 3. 32) 
i=1 


其 中 V 算 子 的 下 标 表示 对 第 i 个 粒子 求 梯度 . 如 果 只 有 一 个 质点 且 受 有 心力 的 作 
用 ,位 力 定 理 简 化 为 


T1590 


= 二? (1. 3. 33) 
当 U() 是 7 的 寡 次 函数 , 即 U(r) 一 ar 一 :时 ,上 式 简 化 为 
== 3nt+VD (1. 3. 34) 


对 平方 反比 的 力 ,n 二 一 2, 故 工 = 一 /2. 注意 :位 力 定理 要 求 坐 标 是 有 限 值 . 质点 
受 平方 反比 的 吸引 力作 用 时 ,轨迹 可 能 是 椭圆 .抛物 线 或 者 双 曲线 . 在 后 两 种 情况 
下 ,坐标 不 是 有 限 值 . 故 只 有 当 轨 迹 是 椭圆 的 情况 ,位 力 定理 才 成 立 . 


1.4” 非 惯性 参考 系 : 惯 性 离心 力 和 科 里 奥 利 力 


由 颁 利 略 相 对 性 原理 ,相对 于 惯性 参考 系 作 匀 速 直 线 运 动 的 一 切 参 考 系 都 是 
惯性 参考 系 ,牛顿 运动 定律 只 有 在 惯性 参考 系 中 才 成 立 . 问题 是 ;如 果 有 一 个 参考 
系 (用 S 表示 ) 相 对 于 某 个 惯性 参考 系 ( 用 S' 表 示 ) 作 加 速 运动 时 ,牛顿 第 二 运动 定 
律 又 如 何 表达 呢 ? 

平 动 参考 系 :假设 在 惯性 参考 系 S 和 非 惯 性 参考 系 S 中 ,物体 的 位 置 矢量 分 
别 为 "和 r,S 的 原点 O 在 S$’ 中 的 坐标 为 及, 显然 有 关系 :r 二 r 十 R, 因 此 在 惯性 参 
考 系 S 中 ,物体 运动 的 速度 为 


dr dr ,dR 
= dg (1. 4. 1) 
而 加 速度 为 
dr ddr, dqR 
dd dr (1.4.2) 
对 惯性 参考 系 S ,牛顿 第 二 运动 定律 成 立 
gr _ dr, ER 
m9 =F=m( 2 ) (1. 4. 3) 
即 
dr __ TR rm 
mm 一 十 人 mr)=F (1.4.4) 


因此 在 非 惯 性 参考 系 S 中 ,形式 上 ,牛顿 第 二 运动 定律 仍然 成 立 ,但 力 的 项 需 作 修 
正 ; 附 加 的 力 (一 ”站 ) 称 为 惯性 力 . 当 参 考 系 S 相对 惯性 参考 系 S 作 匀 速 直线 运动 
时 ;总 =0. 牛顿 第 二 运动 定律 回 到 原来 的 形式 ,参考 系 S 变 为 惯性 参考 系 . 
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例 1.4.1 质点 组 对 质心 的 角 动 量 ， 

解 : 设 质点 组 的 质心 为 天,S 为 固定 在 质心 上 的 坐标 系 且 原点 为 质心 ,一 般 
质心 作 变 速 运动 ( 平 动 ), 故 质心 坐标 系 为 非 惯性 参考 系 ,质点 组 中 任 一 质点 的 运动 
方程 为 

上 = 
式 中 右边 最 后 一 项 为 惯性 力 ,r; 是 质点 在 质心 坐标 系 中 的 位 置 矢 量 . 将 上 式 左 又 乘 
r; 并 求 和 ,得 到 


全 [mr x = Drx pe tx Dm (1.4.6) 


这 里 ,我 们 已 利用 了 内 力 成 对 出 现 , 合 内 力 逢 为 零 的 条 件 因 在 质心 坐标 系 中 ,质心 
即 为 原点 坐标 ,所 以 


(1. 4. 5) 


Dmir: 一 0 (1.4. 7) 
i=1 
故 (1.4. 6) 式 简化 为 


ED xs |= 3 x Ff (1.4.8) 


上 上 起 左边 括 导 内 为 质点 组 对 质心 的 角 动量 之 和 (用 J 表示 ) ,而 右边 则 为 所 有 的 外 
力 对 质心 的 力矩 之 和 (用 M. 表示 ) ,因此 对 质心 的 角 动 量 定理 为 


djJ. 
dt 


(1. 4. 9) 式 与 方程 (1. 3. 17)( 即 质点 组 相对 于 惯性 参考 系 的 角 动 量 定理 ) 有 相同 的 
形式 ,但 角 动 量 J。 和 力矩 M. 是 在 质心 坐标 系 中 相对 
于 质心 定义 的 . 

平面 转动 参考 系 : 下 面 讨 论 较 复 杂 的 情况 , 即 非 惯 
性 参考 系 S 相对 于 惯性 参考 系 S 有 转动 的 情况 . 首先 
考虑 平面 转动 参考 系 . 如 图 1. 4. 1, 非 惯 性 参考 系 S 以 
角速度 绕 z 轴 ( 或 xz 轴 ,因为 z 与 x 轴 重 合 ) 旋 转 . 质 
点 位 置 矢 量 在 非 惯性 参考 系 S 和 惯性 参考 系 S 中 分 别 
为 r 和 ,而 S 与 S' 的 原点 重合 , 故 r 一 r. 在 平面 转动 “2 
参考 系 S 中 , 它 的 分 量 形式 为 r 一 ze* 十 yey 因此 ,质点 ”图 1.4.1 平面 转动 参考 系 
对 惯性 参考 系 S 的 速度 为 


，，_ dr _ dr ， de- 
v=- tt 


一 M. (1. 4. 9) 


de 
—> 1.4.10 
二 y dt ( ) 


注意 ;如 果 是 求 质点 相对 于 非 惯性 参考 系 S 的 速度 ,那么 6: 一 e, 二 0, 因 在 S 中, 它 
们 是 常 矢量 . 在 S 以 角速度 w 绕 z 轴 旋 转 的 情况 下 
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de, _ de d9 de de,d9 _ 


Od a 于 一 ex (1. 4. 117) 
于 是 
Y 一 (之 一 ay)e: 十 (十 az)e， (1. 4. 12) 
把 w 写成 矢量 形式 :wo 一 we:( 关 于 角速度 的 矢量 特性 将 在 2. 1 节 中 讨论 ) ,于 是 
Y 一 (ze 十 知 )) 十 (一 ayer 十 ozey) 一 ?十 @Xr (1.4.13) 
质点 对 惯性 参考 系 S 的 加 速度 为 


4a 一 亿 = (Ei— 2 — wr)est ($+2wt — wy)e, 


—wyer ore,y 
= (jiez + Wy) — ow rez ye,) 
十 (一 ayes 十 azrey) 十 (一 2oyez 十 2wzey) 
一 一 o2r 十 OXr 十 20 Xr (1.4. 14) 
分 析 上 式 各 项 :第 一 项 为 质点 对 非 惯性 参考 系 S 的 相对 加 速度 ;由 于 非 惯性 参考 
系 S 以 @ 转动 ,因此 第 二 项 为 向 心 加 速度 ;第 三 项 是 由 于 非 惯 性 参考 系 S 以 变 角 
速度 转动 而 引起 的 切 向 加 速度 ,第 二 和 三 项 都 是 由 于 非 惯 性 参考 系 S 相对 惯性 参 
考 系 S" 转 动 引 起 的 ,所 以 称 为 牵引 加 速度 ; 第 四 项 的 物理 意义 是 什么 呢 ? 显然 
20X#7 为 位 于 zxOy 平面 内 的 矢量 , 称 为 科 里 奥 利 加 速度 , 它 在 平 动情 况 下 是 不 存在 
的 ,2w Xr 是 由 于 转动 wm 与 相对 运动 r+ 相互 作用 而 产生 的 . 
在 惯性 参考 系 S 内 ,牛顿 第 二 定律 成 立 , 故 ma 一 王 , 即 
mr 一 下 十 oo27 一 2720 Xr—me Xr (1. 4. 15) 
因此 在 平面 转动 的 非 惯性 参考 系 S 内 ,惯性 力 有 三 种 ， 
惯性 离心 力 mw?r, 科 里 奥 利 力 一 2mew Xr, 以 及 由 于 变 
角速度 运动 引起 的 惯性 力 一 mw Xr. 显然 惯性 离心 力 的 
方向 在 径 向 ,而 科 里 奥 利 力 的 方向 指向 速度 的 右 侧面 ， 
如 图 1. 4. 2. 
图 1.4.2 惯性 离心 力 和 空间 转动 参考 系 :考虑 一 般 的 空间 转动 问题 . 假定 角 
科 里 身 利 力 速度 矢量 @ 任意 ,并 且 非 惯性 参考 系 S 与 惯性 参考 系 S 
的 原点 不 重合 , 即 S 系 相对 于 S 系 还 有 平 动 . 在 惯性 参考 系 S 内 ,质点 的 位 置 矢量 为 
r 一 十 玉 (1.4.16) 
其 中 7 为 质点 在 非 惯 性 参考 系 S 内 的 位 置 矢量 ,R 为 S 系 的 原点 在 S 系 中 的 坐 
标 . 上 式 求 导 得 到 惯性 参考 系 S 内 观察 到 的 质点 速度 
/dr dr ， dR 
Yd dT dt 
在 非 惯性 参考 系 S 内 "一 ze* 十 yey 十 ze-, 故 


(1.4.17) 


第 1 章 牛顿 力学 19 


于 一 各 -十 3 十 总 -十 工 忆 下 十 y ts Se (1. 4. 18) 
在 S' 系 中 观察 ,e, .e, 和 e。 相当 于 转动 的 位 置 矢量, 利用 2. 1 节 中 式 (2. 1. 3) 
d d 
de oxo, Ce 一 中 Xe oxe. (1. 4. 19) 
式 (1. 4. 18) 成 为 
"一 和 7 十 oXr (1. 4. 20) 
其 中 
d*r __. 。 。 
di = Ye; yey Ze (1. 4. 21) 


事实 上 ,可 证 明 对 非 惯性 参考 系 S 内 的 任 一 矢量 G 一 Gz ez 十 Gy ev 十 Ge e-, 在 惯性 
参考 系 由 的 这 化 率 为 


Gd LG oxG; de- Ge 十 Ge, 十 Goe。 (1.4.22) 
因此 加 速度 矢量 为 
drto x+ 后 (1.4. 23) 
式 (1.4.20) 代 入 上 式 
a (rtoxr)tox (Ftoxr 站 +9 
= + Xr wx (oxnD+2mxdr+R .4.2 


又 利用 等 式 
do _ 5 Oe d*w 
> -一 
dt ToxXwo— gg (1. 4. 25) 
wxX op = W@W: rT) — wr 


代入 方程 (1. 4. 24) 


4 = +[ 记 Xr+oco . 门 一 or 站 zx 生生 
三 Q& 十 ak 十 .十 an (1. 4. 26) 
其 中 
_dr 
a = ~ (1. 4.27) 
代表 质点 相对 于 非 惯性 参考 系 S 的 加 速度 , 即 相 对 加 速度 ; 
dm 


a = xriow nn) — or (1. 4. 28) 
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为 牵引 加 速度 ;而 
a。 = 20x SF (1. 4. 29) 
为 科 里 奥 利 加 速度 ; 至 于 最 后 一 项 a ,显然 为 平 动 加 速度 ,因为 它 的 存在 不 增加 新 
的 物理 内 容 , 故 在 下 面 的 讨论 中 忽略 en. 
同样 在 惯性 参考 系 S' 内 ,牛顿 第 二 定律 成 立 :ma 二 下 , 即 
mr = F—ma—ma.。 (1. 4. 30) 
或 者 . 
mr =F—me Xr—mo on) —owrl 2mo Xr (1. 4. 31) 
因此 ,在 一 般 空间 转动 的 非 惯性 参考 系 S 内 , 惯性 力 同样 有 三 种 :惯性 离心 力 
m[wzr 一 w(w*7)], 科 里 奥 利 力 一 2mw Xi, 以 及 由 于 变 角速度 运动 引起 的 惯性 力 
—mo@ Xr. 
当 质 点 在 非 惯性 参考 系 S 内 固定 不 动 时 , 即 r=0 
下 一 mo Xr 一 mm[Lo(Co .rm 一 or 站 一 0 (1. 4. 32) 
即 当 质点 在 非 惯性 参考 系 S 中 处 于 平衡 时 ,作用 力 (包括 主动 力 和 约束 反作用 力 ) 
下 与 牵引 运动 产生 的 惯性 力 的 矢量 和 为 零 . 这 种 平衡 称 为 相对 平衡 . 
例 1.4.2 地球 的 自转 ， 
解 ; 我 们 知道 地 球 不 是 严格 意义 上 的 惯性 参考 系 , 地 球 有 公转 和 自转 ,公转 
的 角速度 很 小 ,自转 的 角速度 为 7. 3X10-;rad/s; 虽 然 也 较 小 ,但 可 对 地 球 上 物体 
的 运动 产生 影响 . 如 果 质 点 相对 地 球 的 运动 速度 为 零 , 则 仅 需 要 考虑 惯性 离心 力 的 
影响 . 由 于 惯性 离心 力 的 作用 ,使 重力 小 于 引力 ,引力 的 
作用 线 通 过 地 球 的 球 心 , 而 重力 的 作用 线 一 般 并 不 通过 
地 球 的 球 心 . 
当 质点 相对 地 球 运动 时 ,必须 同时 考虑 惯性 离心 力 
和 科 里 奥 利 力 ,但 质点 离 地 轴 的 距离 变化 一 般 不 是 很 
大 ,可 把 惯性 离心 力 包含 到 重力 里 去 ,而 只 考虑 科 里 奥 
利 力 的 效应 . 如 图 1. 4. 3, 质 点 了 的 纬度 为 和 ,单位 矢量 
i,j ,kk 固定 在 地 球 上 , 且 i 的 水 平 向 南 ,j 水 平 向 东 ,k 坚 
直 向 上 , 仅 考 虑 科 里 奥 利 力 的 运动 方程 为 
mr = F—mgk—2meo Xr (1. 4. 33) 
其 中 下 为 重力 以 外 的 其 他 作用 力 . 因为 
i j k 


图 1.4.3 地 球 自转 的 影响 


四 Xr 一 | 一 acos 0 wsinA 
之 之 


=—— wy sinAi 十 (ozcosA + wt sinA)j — wy cosak (1. 4. 34) 
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分 量 方程 为 

mi = 五 2mwysina 

my = F,— 2mw(zcosA + ZsinA) (1. 4. 35) 

1 人 之 一 下。 — mg 十 2wy cosA 
我 们 不 严格 求解 上 述 方程 , 仅 以 一 例 定 性 说 明科 里 奥 利 力 的 效应 . 由 上 式 可 见 ,在 
北半球 科 里 奥 利 力 的 水 平分 量 总 是 指向 运动 的 右 侧 ,例如 当 质 点 自 北 向 南 运动 时 ， 
科 里 奥 利 力 则 指向 西方 . 这 种 长 年 累 月 的 作用 ,使 得 北半球 河流 右岸 的 冲刷 甚 于 左 
岸 ,因而 比较 陡峭 . 双轨 单行 铁路 的 情况 也 是 这 样 ,由 于 右 轨 所 受到 的 压力 大 于 左 
轨 , 因 而 磨损 较 大 . 南半球 的 情况 相反 . 


习 题 1 


1.1 一 个 质量 为 m 的 质点 在 光滑 的 水 平面 上 以 角速度 w 做 匀速 率 圆周 运 
动 . 其 向 心力 是 通过 一 劲 度 系 数 为 & 的 弹 得 提供 的 . 使 质点 突然 有 一 个 很 小 的 径 向 
速度 分 量 , 求 所 引起 的 径 向 振动 角 频 率 . (提示 :用 公式 (1.2.12), 令 r 二 RAr， 
由 二 w 十 AV, 求 Ar 满足 的 振动 方程 ) 
答案 :ww 一 V3w 十 kf/m. 
1.2 三 个 点 源 等 距离 固定 在 一 个 半径 为 a 的 圆周 上 ,每 个 点 源 对 质量 为 x 
的 质点 的 吸引 力 为 
五 ; =—k(r—r) (i= 1,2,3) 
其 中 r 为 质点 m 的 位 置 矢量 ,r; 为 三 个 点 源 的 位 置 矢量 ,&>0 为 常量 . 求 质 点 的 运 
动 方程 . (提示 :因为 r; 等 距 分 布 , 故 1 十 rs 十 rs 二 0) 
答案 : 简 谐 运动 , 角 频 率 为 WwW V3k/m. 
1.3 质量 为 mm 的 质点 在 力 F= 一 &r 作用 下 运动 (>0 为 常量 ). (1) 证 明 粒 
子 在 平面 内 运动 ;(2) 初始 条 件 为 x 二 a,y 一 0, 这 二 0,3 王 vw, 求 粒子 运动 轨迹 .( 提 
示 : 先 证 明 角 动量 J 二 rXp 守恒 ,然后 证 明 ~，J 一 0. ) 
1.4 已 知 作用 在 质点 上 的 力 为 
下 一 anzxawyt az 
F,= azl 工 十 G22 儿 十 Q23 之 
下 .一 aai 工 十 aszy 十 assz 
其 中 oa 都 是 常量 . (1) 什么 条 件 下 作用 力 是 保守 力 ? 〈2) 当 作 用 力 满 足 保守 力 条 
件 时 , 求 势 函数 . (提示 :用 V XF 是 否 为 零 判 断 ) 


答案 :U= 一 方 (all 十 azz 3 十 qas 2? 十 2a1z XY 十 2a23 YZ 十 2aa1 XZ). 
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1.5 判断 下 列 力 场 是 否 为 保守 力 , 如 果 是 保守 力 , 求 势 函数 . 

(1) F 二 a Xr,a 为 常 矢量; 

(2) 二 ar ,a 为 常量 ; 

(3) 了 一 a(a。r) ,a 为 常 矢量 . 

(提示 :用 V XF 是 否 为 零 判 断 ) 

答案 :(1) 非 保守 力 ;(2) 保守 力 ,U(r7) 二 一 ar?/2; (3) 保守 力 ,U (7) 一 
—(a*。 r)’/2. 

1.6 一 个 质量 为 m 的 质点 受到 两 个 力 的 作用 :二 f(r)e,,F 一 一 iw( 常 量 
4 之 0),v 是 质点 的 速度 . 车 该 质点 初始 时 刻 对 原点 的 角 动 量 为 J,, 求 以 后 对 原点 的 
角 动 量 . (提示 : 取 z 轴 为 J。 方 向 ,质点 在 zy 平面 内 运动 ) 

答案 :J 二 Juexp( 一 At/m). 

1.7 质量 为 m 的 质点 ,受到 的 作用 力 为 
rxr 


r3 


F =—k 


证 明 :(1) 动能 守恒 ;C2) 证 明 世 一 J 二 如 /守恒 ,其 中 JJ 一 "XpP;5(C3) 粒子 运动 轨迹 
在 一 个 半 顶 角 为 a 二 arccos(&/1|L|) 的 圆锥 面 上 . (提示 :考虑 rr ，L=r|L|cosa) 

1.8 一 个 质量 为 m 的 质点 束缚 在 线性 势 U 二 kr(k 为 常量 ) 之 中 . (1) 当 能 
量 、 角 动量 为 多 大 时 ,轨道 是 半径 为 R 的 圆 ? (2) 如 果 质 点 稍微 偏离 圆 轨道 ,小 振 
动 的 角 频 率 是 多 少 ? 

答案 :(1) E=3kR/2, J 二 mvR 二 VmkR’; (2) w= V3k/ (mR) 

1.9 如 果 作 用 于 质点 系 的 力 F; 二 Fi 十 fi, 其 中 Fi 是 非 摩 擦 力 ,f; 是 正比 于 速 
度 的 摩擦 力 ,证 明 “ 均 功 ” 与 摩擦 力 无 关 . (提示: 直接 用 位 力 定理 ) 

1.10 质量 为 m 的 质点 受到 有 心力 


(Er 
F= mm 人 (名 十 7 ) 
的 吸引 ,其 中 y 和， 为 常量 . 证 明 运 动 轨道 具有 形式 


”了 十 Zouk 
(提示 :用 方程 (1. 2. 16)) 
1.11 一 个 质量 为 m 的 质点 在 一 个 以 Q (对 称 方向 的 恒 角 速度 ) 旋 转 的 半球 
形 碗 (半径 为 RR) 的 内 表面 上 运动 ,粒子 与 硫 表 面 的 摩擦 力 为 F 二 一 kp. (1) 以 碗 心 
为 原点 , 写 出 球 坐 标 中 的 运动 方程 ; (2) 除 碗 底 外 , 求 还 存在 一 个 平衡 位 置 的 条 件 . 
(提示 : 球 坐 标 中 的 速度 和 加 速度 为 
y 二 fe, 十 rdey 十 rpsindes, 


第 1 章 牛顿 力学 23 


4 一 (i—rd: —rp’sind)e,t (rd 2780 — rg’sindcosd) eo 
二 (rpsind 27 9sind 2rdgcosd)e,) 
答案 : (2) cos9 二 g/(ROQ:)<1 
1. 12 一 个 物体 在 北纬 40* 的 地 球 表面 上 方 高 h= 二 100m 处 落下 ,计算 由 于 地 
球 自转 引起 的 横向 位 移 . (提示; 用 方程 组 (1. 4. 35); 因 六 过 ,3y, 略 去 有 关 之 和 ?3 
的 项 ) | 
答案 :向 东 偏 离 0. 017m. 


第 2 章 刚体 的 定点 运动 


一 切 宏观 物体 都 可 以 看 作 是 由 许多 质点 组 成 的 集合 体 , 刚 体 是 特殊 的 质点 组 . 首 
先 给 出 刚体 的 定义 ;质点 组 中 任何 两 点 之 间 的 距离 不 因 力 的 作用 而 发 生 改变 的 物体 
称 为 刚体 . 对 ”个 质点 组 成 的 物体 ,有 3n 个 自由 度 ,但 对 于 刚体 , 因 和 任意 两 质点 的 距 
离 不 变 , 所 以 只 要 确定 了 刚体 内 不 在 一 直线 上 三 点 的 位 置 ,刚体 的 位 置 就 能 确定 . 这 
是 因为 如 果 固 定 了 刚体 中 两 点 的 位 置 ,刚体 还 可 绕 着 连接 这 两 点 的 直线 转动 ;如 果 在 
刚体 中 把 不 与 这 条 直线 共 线 的 另 一 点 的 位 置 固定 ,那么 刚体 就 不 能 作 任 何 运动 了 , 既 
然 决定 刚体 的 位 置 需要 3 个 点 ,似乎 刚体 的 运动 有 9 个 自由 度 . 其 实 不 然 ,因为 3 个 
点 的 相对 位 置 不 能 变化 ,给 出 了 3 个 约束 方程 . 因此 刚体 的 运动 具有 6 个 自由 度 . 


2.1 刚体 运动 的 描述 :角速度 矢量 和 Euler 角 


刚体 的 运动 分 五 类 . 

平 动 :刚体 运动 的 每 一 时 刻 ,刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 相同 ,这 样 的 运动 与 
质点 运动 类 似 , 只 要 研究 刚体 质心 就 可 以 了 ,因此 有 3 个 平 动 自 由 度 ; 

定 轴 转 动 :刚体 运动 中 有 一 条 直线 始终 不 动 , 这 条 直线 称 为 转动 轴 , 有 1 个 转 
动 自 由 度 ; 

平面 平行 运动 :刚体 运动 时 ,刚体 中 任意 一 点 始终 在 平行 于 某 一 固定 平面 的 平 
面 内 运动 ,显然 ,刚体 的 运动 可 分 解 二 部 分 : 某 一 平面 内 任意 一 点 A 的 平 动 ( 有 2 
个 平 动 自由 度 ) ;及 绕 通过 A 点 且 垂直 于 固定 平面 的 固定 转轴 的 转动 (有 一 个 转动 
自由 度 ). 因此 共有 3 个 自由 度 ; 

定点 转动 :刚体 运动 时 ,有 一 点 始终 不 动 ,整个 刚体 围绕 着 通过 这 点 的 某 一 瞬 
时 轴线 转动 ,必须 用 2 个 自由 度 ( 轴 上 取 任意 一 点 ,有 3 个 自由 度 ,加 上 两 点 间距 离 
不 变 这 个 约束 条 件 ,因此 只 要 2 个 自由 度 ) 才 能 确定 这 条 轴线 在 空间 的 取向 ,再 用 
1 个 变量 确定 刚体 绕 这 条 轴线 的 转动 ,因此 共有 3 个 转动 自由 度 . 我 们 主要 讨论 这 
种 情况 ; 

一 般 运 动 :刚体 不 受 任何 约束 ,可 以 在 空间 任意 运动 ,分 解 为 质心 的 平 动 (3 个 
平 动 自 由 度 ) 与 绕 通 过 质心 的 某 一 条 直线 的 定点 转动 (3 个 转动 自由 度 ), 共 有 6 个 
自由 度 . 

角速度 矢量 :首先 介绍 描述 刚体 转动 特性 的 物理 量 , 即 角速度 矢量 . 设 刚体 绕 通 
过 定点 O 的 某 轴线 转动 一 微小 角度 A3, 在 转动 轴 上 截取 一 有 方向 的 线段 An 来 表示 
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A5 的 数值 和 方向 : |An| = 二 A3, 其 指向 则 由 右手 螺旋 法 则 决定 
《如 图 2. 1. 1). 设 > 为 刚体 内 任 一 质点 已 在 转动 前 的 位 置 矢 
量 , 转 动 后 变 为 r 十 Ar, 因 为 Ar 是 无 限 小 量 , 故 Ar 必 与 包含 
和 An 的 平面 垂直 ,并 且 |Ar|=|r|sinp。A9, 或 者 写成 |Ar| 王 
|r| 。|Anz| sinp, 式 中 p 为 > 与 An 的 夹 角 . 因此 


Ar 一 An Xr (2.1.1) 
定义 角速度 
jm An dn 图 2.1.1 角速度 矢量 
0 三 lim 乱 一 凶 (2. 1. 2) 
由 式 (2. 1. 1) 可 以 得 到 质点 PP 的 线 速度 矢量 为 
一 下 一 axr (2.1.3) 


dz 
可 证 明 w 是 一 个 矢量 , 即 证 明 w 满足 平行 四 边 形 加 法 规则 . 事实 上 ,如 果 质 点 了 绕 
定点 O 转动 ,同时 具有 角速度 ok 和 es ,那么 质点 P 同时 具有 线 速度 六 一 ol Xr 和 
% 二 ws Xr, 而 线 速度 是 矢量 ,因此 质点 已 的 总 线 速度 为 
v= 十 =o Xrio Xr= (mio) Xr (2. 1. 4) 

即 质点 P 绕 定 点 O 转动 以 角速度 (ok 十 os) 转动 ,同样 可 以 得 到 质点 了 绕 定 点 O 
转动 以 角速度 (o: 十 ol ) 转 动 , 因 此 (ol 十 oz) 一 (os 十 oi) , 故 om 是 一 个 矢量 , 它 就 
是 刚体 在 瞬时 上 绕 O 点 转动 的 角速度 矢量 . 但 必须 指出 :角速度 矢量 与 位 置 矢量 不 
同 , 它 在 空间 反 演 变换 下 不 改变 方向 , 故 称 为 履 矢量. 

必须 注意 ;A9->0 是 一 个 无 限 小 的 转动 ,可 以 定义 矢量 @, 但 有 限 转 动 不 能 定 
义 一 个 矢量 . 我 们 用 图 2. 1. 2 来 说 明 : 在 图 2.1,.2(a) 中 ,长 方形 物体 绕 x 轴 转 动 
r/2, 再 绕 y 轴 转 动 x/2 后 变 成 最 后 的 位 形 ,期 间 的 两 次 转动 操作 可 用 A 十 B 表示 ; 
在 图 2. 1. 2(b) 中 , 先 绕 y 轴 转 动 x/2, 再 绕 z 轴 转 动 x/2 后 变 成 最 后 的 位 形 , 显 然 
两 次 转动 操作 可 表示 为 B 十 A. 由 图 可 见 ,最 后 的 位 形 完 全 不 同 , 故 A 十 B 隆 B+A. 

Euler 角 : 为 了 确定 刚体 的 位 置 和 空间 方向 , 取 空 间 静 止 的 参考 系 (zo,yoyzo)， 


一 一 
A 
2 一 一 一 —> 

(a) 


》 
ez 
“CAD 
(b) 


2.1.2 刚体 的 有 限 角 转动 
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原点 为 Q; 取 固定 在 刚体 上 的 坐标 系 (z,y,z) ,原点 为 定点 OC 原则 上 ,可 取 刚 体 上 
的 任意 一 点 ) ,注意 ;由 于 刚体 的 转动 ,Cx,y,x) 是 非 惯性 转动 坐标 系 ,也 称 为 本 体 
坐标 系 . 定点 O 〇 在 坐标 (zo ,yo ,zo) 中 的 位 置 矢量 R 表示 刚体 的 空间 位 置 ;空间 方 
向 可 由 坐标 轴 zx、y 和 xz 在 坐标 系 (zo, yo,zo) 中 的 方向 决定 . 但 取 三 个 Euler 角 
(gp,9, 四 更 方便 . 如 图 2. 1. 3. 


图 2.1. 3 刚体 的 运动 


为 了 说 明 Euler 角 的 几何 意义 ,平移 Czxo, yo,zo) 至 刚体 形成 坐标 系 (x ,yy ， 
xz) ,原点 也 为 定点 O, 平 面 (x ,y ) 与 平面 (zx,y) 交 线 的 直线 称 为 节 线 (图 2.1.3 中 
ON). 注意 ;: (x ,y ,x ) 的 空间 方向 固定 . 于 是 三 个 Euler 角 为 ; 节 线 与 轴 x 的 夹 角 
9p; 节 线 与 轴 z 的 夹 角 y; 极 轴 z 与 极 轴 xz 的 夹 角 3( 如 图 2.1.3). 以 地 球 绕 太阳 运 
动 为 例 ; 原 点 O, 为 太阳 ,定点 O 为 地 心 , 地 球 绕 太 阳 旋 转 的 轨道 平面 (x ,y ) 称 为 
黄道 面 ;地 球 的 极 轴 为 轴 z, 地 球 上 垂直 于 极 轴 的 平面 (x,y) 称 为 赤道 面 ;黄道 面 与 
赤道 面 的 交 线 为 节 线 . 8 是 黄道 面 法 向 与 地 球 极 轴 zx 的 夹 角 ,y 就 是 地 球 的 自转 角 ， 
2 表示 地 球 对 称 轴 绕 黄道 面 法 向 的 转动 . 2 和 9 随时 间 的 变化 分 别称 为 章 动 和 进 
动 ,是 由 于 太阳 引力 产生 的 力矩 引起 的 ,下 面 进一步 讨论 . 

如 果 R。 关 0, 则 固体 既 有 平 动 ,又 有 转动 ,有 6 个 自由 度 ;如 果 Ro 二 0, 则 刚体 绕 
定点 O 转 动 ,只 有 3 个 自由 度 , 即 三 个 Euler 角 . 欧 拉 角 (8g,5, 办 可 由 下 列 三 次 坐标 
转动 生成 ,如 图 2. 1. 4. 


图 2.1.4 定义 Euler 角 的 三 次 转动 
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(1) 如 图 2. 1. 4(a) ,第 1 次 旋转 是 绕 x 逆 时 针 转 动 p 角 , 形 成 新 的 坐标 系 (x ， 
,zz ) ,坐标 变换 矩阵 为 


cosp sing 0 
R,= | 一 Sinp cosp | (2.1.5) 
| .1 0 0 1 


角 go 称 为 进 动 角 , 进 动 角 随时 间 的 变化 率 ? 称 为 进 动 角速度 ; 
(2) 如 图 2. 1. 4(b) ,第 2 次 旋转 是 绕 x 道 时 针 转 动 3 角 , 形 成 新 的 坐标 系 
(zx? ,YY ,x ) ,坐标 变换 矩阵 为 


1 0 0 
R, = l coswoQ 加 (2.1.6) 
0 一 sin9 cosw 
角 9 称 为 章 动 角 , 章 动 角 随 时 间 的 变化 率 必 称 为 章 动 角速度 ; 
(3) 如 图 2. 1. 4(c) ,第 3 次 旋转 是 绕 六 ( 即 淘 二 >) 逆 时针 转动 yy 角 , 形 成 新 的 
坐标 系 (z,y,z) ,坐标 变换 矩阵 为 


cosm sing 0 
R, = - sing cosy | 〈2. 1. 7) 
0 0 1 


角 y 称 为 自转 角 , 自 转角 随时 间 的 变化 率 y 称 为 自转 角速度 
显然 由 坐标 系 (x ,yy ,zx ) 到 (x,y,z) ,任意 矢量 a 的 变换 为 


a=R,a” = RRya’) = RyR,(R,a’) (2.1. 8) 
故 整个 转动 矩阵 为 
R= R,R,R, (2. 1. 9) 
Euler 角 的 变化 范围 
0 委 pg 委 2r 0 委 0 委 Ti 0 委 V 委 2 (2. 1. 10) 


设 刚 体 绕 通过 定点 O 的 某 一 轴线 以 角速度 w 转动 ,而 @ 在 固定 于 刚体 上 的 转 

动 坐标 系 的 分 量 为 wav ya，* 则 
四 一 aer 十 ovey 十 ozez (2. 1. 11) 

其 中 evevye。 是 转动 坐标 系 的 单位 矢量 . 在 本 体 坐 标 系 中 研究 刚体 的 动力 学 最 方 
便 ,希望 用 刚体 在 空间 取向 的 Euler 角 (p,9, 内 表示 本 体 坐 标 系 中 角速度 w 的 分 
量 . 显然 从 (x ,y ,z ) 系 到 (zx,y,z) 系 的 转动 角速度 情况 为 

9: 沿 之 轴 , 即 wo 一 yes(e: 是 z' 轴 方向 的 单位 矢量 ); 

站: 沿 宅 轴 , 即 ws 二 es (是 x 轴 方 向 的 单位 矢量 ); 

: 沿 鸡 轴 , 即 6 一 ge?(e 是 xz” 轴 方 向 的 单位 矢量 ). 

总 的 角速度 为 @ 二 ge! 十 9e’ 十 pe”, 写成 分 量 形式 且 通 过 转动 矩阵 统一 到 (zx， 
yyz) 系 
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wz 0 9 0 
wu, |= RI0 Hom (2. 1. 12) 
w: 9 0 y | 


oz 一 psin9sing + dcosy 
一 singcosy — dsing, (2. 1. 13) 
一 pcosd++y 
通常 称 为 Euler 运动 学 方程 , 它 用 描述 刚体 在 空间 取向 的 Euler 角 (9p,9, 急 来 表示 
本 体 坐 标 系 中 的 角速度 矢量 (因为 刚体 动力 学 方程 与 本 体 坐 标 系 中 的 角速度 矢量 
有 关 , 见 2. 3 节 ). 如 果 (p,9, 内 随时 间 变 化 的 规律 已 知 , 电 此 容易 求 出 角速度 矢量 
在 本 体 坐 标 系 中 的 分 量 . 


2.2 惯量 张 量 、 转 动 惯量 和 转动 动能 


我 们 主要 讨论 刚体 的 定点 转动 问题 ,首先 求 出 动量 矩 了 用 本 体 坐 标 (z,y，,z) 
表示 的 表达 式 . 为 了 方便 , 设 定点 O. 本 体 坐标 原点 和 空间 坐标 原点 三 者 重合 (图 
2.1. 3 中 R=0 情况 ), 刚 体 中 第 i 个 质点 在 本 体 坐 标 和 空间 坐标 的 位 置 矢量 分 别 
为 r; 和 r!, 因 两 个 坐标 系 原点 重合 , 故 地 一 六 .刚体 对 O 点 的 动量 矩 为 


本 一 袜 (cxm 学)- 袜 (=xmm 宇 ) 


= Pmtr x @Xr)] = Dmlor? —ri(@* ri) | (2. 2. 1) 
对 质量 连续 分 布 的 刚体 ， 动量 矩 为 
了 一 | [er 一 r(o mr]dm (2. 2. 2) 


上 式 表 明 动 量 矩 的 方向 一 般 与 角速度 的 方向 不 一 致 . 了 在 本 体 坐 标 系 中 的 分 量 形 
式 为 


上 式 给 出 


JJ 一 Toz 十 Lywy 十 Tow: 
,= Lrwz TT Lywy + Tow (2. 2. 3) 
J :一 Tw 十 Tywy 十 Twz 

其 中 


(ydm; L, = | ,C2 + 2)dm 


| 


= 
=| yx)dm; T= TI, =—| yzdm (2. 2. 4) 
了 


IT. = 一 | zzdm; T = Lr = 一 | zydm 
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写成 统一 的 表达 式 


3 
万 = |[6; D3 — ziz; Jdm (2. 2. 5) 
k=1 
显然 ,刚体 中 任 一 点 到 xz、y、z 轴 的 距离 分 别 为 (yy 十 z2)、《z? 十 愉 ) 和 (yy 十 xX), 故 


I 、Ty 和 Ts 分 别称 为 对 x、y、z 轴 的 转动 惯量 . 交叉 项 I. 、1, 和 I 含有 坐标 的 乘 
积 , 故 称 为 惯量 积 . 由 I 可 以 组 成 实 对 称 和 矩阵 


TI, I I 
一 | 了， 四 (2. 2. 6) 
I» I, I 
称 为 惯量 张 量 . 利用 上 式 ,方程 (2. 2. 3) 可 表示 为 简单 的 形式 
本 一 工 。 orT (2. 2.7) 


由 上 式 可 知 :J 与 @ 的 方向 不 一 致 由 二 个 因素 导致 :(1) 工 中 的 非 对 角 元 素 不 为 零 ; 
(2) 对 角 元 素 不 等 . 问题 是 能 否 找到 一 个 本 体 坐 标 系 ,使 刚体 绕 坐 标 轴 转 动 时 J 与 
0 方向 一 致 呢 ? 即 

JJ 一 To 一 107 (2. 2. 8) 
显然 上 式 是 一 个 矩阵 特征 值 问题 ,分 量 形式 的 方程 即 为 


了 了 了 Ur Wz 
kb Ty, | 轩 轩 国 (2. 2. 9) 
了 _ 了 了 Cz CUz 


因为 I 是 实 对 称 和 矩阵 ,存在 三 个 实 特征 值 Ma, 和 Xs, 以 及 相应 的 特征 矢量 ol ,az 
和 ws. 这 三 个 特征 矢量 满足 方程 (2. 2. 8) , 即 如 果 刚 体 绕 这 三 个 方向 的 转动 轴 转 
动 , 则 J 与 @ 同 向 ,我 们 称 这 三 个 方向 为 惯量 主轴 方向 , 沿 这 三 个 方向 的 轴 称 为 惯 
量 主轴 . 我 们 选 此 三 个 方向 为 坐标 轴 的 x,y 和 2 z 方向 ,这 个 坐标 系 称 为 (惯量 ) 主 
轴 坐 标 系 . 在 主轴 坐标 系 内 


T 0 0 A1 0 0 
ik 了 -| A2 | (2. 2. 10) 
0 0 I 0 0 Ms 
因此 在 惯量 主轴 方向 ,J; 与 w;G 一 z,y,z) 成 正比 
JJ 一 Twr; J, 一 Twys J: = Tw (2. 2. 11) 
注意 ;如果 刚 体 不 绕 惯量 主轴 方向 转动 ,J 与 w 还 是 不 在 同一 个 方向 ,除非 天 一 


I»,=1,. 
例 2.2.1 求 边 长 为 a 的 立方 体 的 惯量 张 量 . 
系 内 
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[= 中 | C+) drdyde = 2pa: — Sma? = I» =— I 


1 =— 中 | zydrdyde 一 一 十 pas 一 一 1 mag? = JT. = I 
因此 惯量 张 量 为 
2/3 一 1/4 一 1/4 
一 中 1/4 2/3 -4 (2. 2. 12) 


一 LI/4 —1/4 2/3 
其 中 8 一 ma ;m 王 pa’, 假定 立方 体 绕 = 轴 旋 转 ,w 一 we-，, 则 动量 矩 为 


2/3 ”一 1/4 一 1/4T「0 
i 2/3 -mn 9 
—1/4 —1/4 2/3 Low 
一 人 生生 和) 
显然 wm 二 we: 与 了 不 在 同一 个 方向 , 为 了 找到 三 个 惯量 主轴 , 首先 求 工 的 三 个 实 特 
征 值 41 ,> 和 4;, 即 解 特征 方程 


/3—A/B —1/4 一 1/4 
ml 2/3 一 MB ~—1/4 - 0 (2. 2. 13) 
—1/4 —1/4 2/3—A/B8 
容易 得 到 上 式 的 三 个 解 为 
二 ,1 
Al 一 6p， A2 一 As 一 128 (2. 2. 14) 


故 主轴 惯量 为 1 = 二 8B/6; 1 二 1 二 118/12. 第 二 步 求 三 个 特征 矢量 ok ,os 和 os ,由 
外 一 B/6 代 人 方程 (2. 2. 9) 得 到 

2/3 一 1/6 一 1/4 一 1/4 wz 

—1/4 2/3—1/6 一 1/4 |- 0 (2. 2. 15) 

一 L/4 —1/4—1/6 2/3 一 L/6 lw, 
由 这 个 方程 推 得 :w,:w,:w. 二 1 : 1: 1, 即 立方 体 在 绕 主 轴 惯 量 为 I = 二 8/6 的 主轴 
旋转 时 ,角速度 矢量 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 相等 . 可 见 这 个 主轴 就 是 立方 体 的 对 角 
线 . 由 于 1, 二 1 , 另 二 个 主轴 只 要 位 于 垂直 立方 体 对 角 线 的 平面 内 就 可 以 了 . 
刚体 转动 动能 :刚体 定点 转动 时 的 动能 为 


T= 二 | dm 一 站， 。(mw Xr)dm = |).0 。 (r XV dm 


_1,. _1,. 
= | ,rx Wam yo J 


2 
一 六 (Tw + Low? + Taw? + 2Lwws + Zotwews + 2Tywsw,) 


(2. 2. 16) 


第 2 章 刚体 的 定点 运动 ”31 


如 果 取 坐标 系 为 主轴 坐标 系 , 则 
T= (Taw? + low + [awd) — (二 + + 去 ) (2.2.17) 
动能 也 可 以 用 绕 转 动 轴 的 转动 惯量 (标量 ) 来 表示 : 设 角 速度 矢量 与 C(z,y,z) 
轴 的 夹 角 为 (a,B,7) (注意 :在 刚体 的 定点 运动 中 ,转动 轴 与 时 间 有 关 , 为 瞬时 转动 
轴 ) ,转动 轴 的 方向 为 a 二 (cosa,cosB, cosy) 
四 一 arer 十 wyey 十 wser = wlcosaezs cosBe,yt cosye:) (2.2.18) 


代入 式 (2. 2. 16) 得 到 
T= Fo (Tacosiat TycosB+ Lecos’y 


十 2TycosBcosy 十 21;.cosacosy 


十 2Ta cosacosp) 三 方 I (2. 2. 19) 
其 中 了 为 绕 转动 轴 的 转动 惯量 
I= Lcosiat Lycos:B Tacos:y 
二 21,cosBcosy 十 21cosacosy 十 21,cosacosp (2. 2. 20) 
上 式 写 成 矢量 形式 为 
T=n.T.n (2. 2. 21) 


如 转动 轴 为 zx 轴 :m 一 (1,0,0) ,T= 二 1 ;对 I, 和 I 可 得 到 同样 的 结论 . 因此 转动 惯 
量 张 量 的 对 角 元 素 为 绕 坐 标 轴 转 动 的 转动 惯量 . 
我 们 也 可 以 直接 从 定义 导出 式 (2. 2. 20). 绕 转 动 轴 有 
的 转动 惯量 定义 为 
1= [fam (2. 2. 22) 


其 中 po 为 刚体 内 一 点 卫 到 转动 轴 的 垂直 距离 ,如 图 2. 2. 1. 6 
设 刚体 内 任 一 点 的 位 置 矢量 为 /7 


r= Ze yey ze (2. 2. 23) 
显然 0 
ne*r= ZCOSa 十 ycosB zcosy = rcosd 图 2.2. 1 了 到 转动 轴 的 
其 中 83 是 r 与 n 的 夹 角 , 把 垂直 距离 


0 = (rsin9)2 = 7 —r cos 9 
代 人 式 (2. 2. 22) 得 到 
[一 | — rcos:d) dm 


一 | 一 (zcosa 十 ycos8 十 zcosy)? Jdm (2. 2. 24) 
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利用 关系 央 王 妇 十 光 十 于 ,cosza 十 cos28 十 cos27y 一 1, 立 即 可 得 到 式 (2. 2. 20). 
坐标 变换 : 设 ( 却 ,7, 妈 是 固定 在 刚体 上 的 另 一 套 本 体 坐 标 . 
1. 坐标 转动 :惯量 张 量 满足 张 量 的 变换 规则 , 即 


1 Dan, 人 
其 中 4=[as ] 是 坐标 变换 和 矩阵, 即 
元 = Doz, (2. 2. 26) 
或 者 写成 矩阵 的 形式 
1 = 4I4T (2. 2. 27) 


2. 坐标 平移 :z; 二 x; 十 R; ,在 (元 ,了 J,z) 系 中 


T= |[s DE Ti zj; |dm 一 |[s > (zx Re)? — (zi Ri) (x + R)) |dm 
k=1 k=1 


3 
一 也 +|(6; pj —RR,)dm+ |[28; DU Rex 一 CRizi 十 Rizi) |dm 
k=1 k=1 


(2. 2. 28) 
假定 (z,y,z) 坐 标的 原点 为 质心 (注意 这 个 条 件 ), 即 
[zdm=0 G=12,3) (2. 2. 29) 
于 是 
3 
1; = 1 + | (0; DR — RR;)dm (2. 2. 30) 
k=1 
令 
3 
M= |dm, DRi=R’ (2. 2. 31) 
天 一 1 
式 (2. 2. 30) 简 化 成 


称 为 广义 平行 轴 定 理 . 
例 2. 2.2 原点 为 质心 的 坐标 系 z 轴 在 xy 平面 内 平移 距离 4 成 为 z, 已 知 绕 
z 轴 转动 的 惯量 为 1, 求 绕 z 轴 转动 的 惯量 T. 
解 : 因 平 移 在 之 了 平面 内 :R;=0,R? 二 +R 一 及 :一 性 , 故 
T= 7 = + MR — RR;) = I+Ma’ (2. 2. 33) 
即 为 平行 轴 定理 . 
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2.3 刚体 动力 学 方程 ;动量 矩 定理 和 Euler 方程 


刚体 是 特殊 的 质点 组 ,那么 刚体 的 运动 也 遵循 质点 组 的 运动 规律 ,与 一 般 的 质 
点 组 不 同 的 是 ,在 本 体 坐 标 系 内 ,每 个 质点 的 位 置 矢量 不 变 . 根据 刚体 的 运动 情况 
和 本 体 坐标 系 原点 的 选择 ,分 三 种 情况 讨论 . 

1. 本 体 坐 标 系 原点 为 质心 :描述 刚体 的 一 般 运动 ,可 分 解 为 质心 的 平 动 与 绕 
通过 质心 的 某 一 条 直线 的 定点 转动 . 由 方程 (1. 3. 8) ,刚体 质心 的 运动 方程 为 


mS = Dre = 下 (2. 3. 1) 
式 中 m 是 刚体 的 总 质量 ,对 质量 连续 分 布 的 刚体 ,质心 坐标 
六 一 二 | rdm (2. 3. 2) 


式 中 质量 元 dm 二 p(n) dr,p(7) 是 刚体 的 密度 分 布 . 由 方程 (1. 4. 9) ,刚体 对 质心 的 
动量 矩 定理 为 


Y= (2. 3. 3) 
式 中 J。 和 M, 分 别 是 相对 于 质心 的 动量 矩 和 外 力 甜 
1. Dnxps M. = Dr x pp (2. 3. 4) 


2. 本 体 坐 标 系 原点 为 定点 O， 描述 刚体 的 定点 转动 ， 如 图 2.1. 3, 取 空间 坐标 
系 (x'，y ,xz ) 与 本 体 坐 标 系 (x,y,z) 的 原点 重合 且 为 定点 O, 则 式 (2. 3. 3) 同 样 成 
立 , 只 要 把 J. 和 M. 改 成 相对 于 定点 O 的 动量 矩 和 外 力矩 M. 事实 上 ,由 式 
《1.4. 26) ,刚体 上 第 ;个 质点 在 空间 坐标 系 (z ,y ,z ) 中 的 加 速度 为 
xn teow nm 一 or (2. 3. 5) 
得 到 上 式 , 已 经 利用 了 刚体 的 特殊 性 , 即 在 本 体 坐 标 内 ,质点 的 位 置 矢量 不 变 ;二 
人 一 妆 一 0， 于 是 第 i 个 质点 的 运动 方程 为 
ma ‘= ms [ 秘 xr Fo 。r) —o r: |= Fe 十 PP (2.3.6) 
两 边 矢 乘 r; 并 且 对 所 有 质点 求 和 得 到 
Dmir xX@Xr) trXo (lw. 7)]= Dr.x xF® 二 =M (2.3.7) 
注意 : 已 利用 了 合 内 力矩 为 零 的 条 件 . 上 式 可 改写 成 


Dimer? 4 Goer) Cr Xo) — Cr .wo)r]=M (2. 3. 8) 
i=1 


了 
di 二 
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另 一 方面 ,由 式 (2. 2. 1) ,在 空间 固定 的 惯性 坐标 系 (x ,y ,> ) 内 ,动量 矩 矢量 
本 的 时 间 变 化 率 为 


Y= mo 一 电 ， ri) ri(w. 门 一 nr(o， 和)] 


一 =- Dmlir? + (0. rr Xo) — (Oe rr 0 (Xr)r] (2.3.9a) 
利用 矢量 恒等式 四， (@Xr;) 二 r;，(@mXw) 二 0, 上 式 简化 成 
于 一 Dymor: + wr) Cr Xo) 一 (@ .rr] (2. 3. 9b) 
注意 ;刚体 中 地 不 随时 间 变 化 ,但 相对 于 空间 坐标 ,由 式 (1. 4. 20) 或 (2. 1. 3) 


到 一 mxr (2.3.10) 
比较 式 (2. 3. 8) 和 (2. 3. 9b) ,显然 有 关系 
也 一 M (2. 3.11) 


但 上 式 中 J 和 M 是 相对 于 定点 O 的 动量 和 矩 和 外 力矩 . 因为 
o XJ= 证 mm[Coxo)r —(@ Xri) (wr) | 


， (2. 3. 12) 
= >)mai[(r Xoo) (wr)] 
i=1 
式 (2. 3. 9b) 也 可 以 写成 
= Dmbor?i 一 (oO rm] 十 >277a[(o ri) Cr Xew)] 
1 一 1 i=1 
一 所 了 ToxyJ (2. 3. 13) 
其 中 
“= 。 工 
ma (@ .mr 一 工 o (2. 3. 14) 


是 由 于 角 二 度 失 量 随时 间 各 化 引起 的 动量 短 时 间 变 化 率 . 式 (2. 3.13) 与 式 
(1. 4. 22) 是 一 致 的 . 

3. 本 体 坐 标 系 原点 为 刚体 内 任意 点 A: 本 体 坐标 系 与 空间 坐标 系 的 原点 不 重 
合 , 相 对 于 空间 坐标 系 ,任意 点 A 有 一 个 加 速度 ea, 由 式 (1.4.26) ,刚体 上 第 ;个 
质点 在 空间 坐标 系 (x ,y ,zx ) 中 的 加 速度 为 


a= 和 exnto@ er) rt (2. 3. 15) 


式 (2. 3.8) 变 成 
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Dmileor? 十 (ov rr Xo) — (ri: Wr = M— mr， Xaa 
i=1 i=1 


(2. 3. 16) 
邯 方 程 右边 的 力 插 为 外 力 抢 与 惯性 力矩 之 和 . 相应 地 , 式 (2. 3.11) 变 成 
=M- Drm, xm (2. 3. 17) 


显然 当 A 点 取 质 心 时 ，>)yrari 二 0, 上 式 回 到 式 
(2. 3. 3). 

必须 注意 :作用 在 刚体 上 的 诸 外 力 可 能 是 不 共 点 
的 ,但 可 把 它们 平移 到 质心 (或 者 定点 DO) ,然后 求 合 
力 . 如 图 2. 3. 1 ,假定 作用 在 刚体 上 任 一 点 忆 的 外 力 
为 五 ,在 质心 C( 或 定点 DO) 添加 两 个 外 力 Fi 和 Fi, 两 
外 力 的 大 小 与 一样, 但 方向 相反 . 因为 FI 和 严实 
际 上 相互 抵消 ,所 以 这 种 添加 是 可 以 的 . 因此 作用 在 
刚体 上 任 一 点 已 的 外 力 下 可 看 成 作用 在 刚体 上 的 三 
个 力 ;F, 相当 于 由 下 平移 而 来 ;而 和; 大 小 相等 且 方 向 相反 ,形成 力 偶 ,对 质 
心 C( 或 定点 O) 的 力矩 为 rXF. 

所 以 作用 在 刚体 上 的 一 个 外 力 可 以 等 效 成 :作用 在 质心 C( 或 定点 .O) 的 外 力 
与 相对 于 质心 C( 或 定点 O) 的 一 个 力 偶 . 当 F=0 和 M=0 时 ,刚体 处 于 平衡 状态 . 
注意 :刚体 的 平衡 必须 同时 满足 这 两 个 条 件 . 

在 主轴 坐标 系 内 


图 2.3.1 刚体 上 任 
一 点 的 作用 力 


T= Liwz ex Lywy ey Taw: € 
四 一 ws Ez 十 oyey ws x (2. 3. 18) 
M= M, ej + M, ey M.,e: 
代入 方程 (2. 3. 11) 得 到 刚体 定点 转动 的 动力 学 方程 
Laz — Cy — Ta)wywz = Ma 
Tywy — (Ta — Tr)wwr = M, (2. 3. 19) 
Ta — (Tr — Ty ) wwy = M. 
称 为 Euler 动力 学 方程 . 注意 : Euler 方程 是 非 线 性 方程 ,知道 MM 求 w 是 非常 困难 
的 . 反 过 来 ,已 知 @, 求 M 比较 容易 . 如 刚体 作 久 角速度 转 到 
Wz = Wy 二 Wz 一 (2. 3. 20) 
则 力矩 为 
M,= (Tz — Ty )wywr 
M,= (TT — La) wvr (2. 3. 21) 
= (1 — Lz )wrwy 
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例 2.3.1 如 图 2.3.2, 均 匀 薄 圆 盘 质量 
为 m, 半 径 为 RR, 薄 圆 盘 法 向 应 该 与 转动 轴 一 
致 .但 安装 时 ,有 一 个 小 误差 ,使 薄 圆 盘 法 向 与 
转动 轴 有 小 夹 角 5, 机 器 转速 为 w, 轴 承 相 距 
/. 求 转动 轴 两 端 轴承 对 轴 的 作用 力 . 

解 : 取 圆 盘 法 向 为 = 轴 , 主 转动 惯量 为 
人 -一 mR2:/2, 圆 盘 上 过 圆心 且 与 转动 轴 垂 直 
图 2.3.2 薄 圆 盘 法 向 与 转动 轴 不 一 致 ” 的 方向 为 y 轴 , 转 动 惯量 为 


I = 1, = mR (2. 3. 22) 
角速度 矢量 w 在 (zx,y,z) 坐 标 内 为 
四 一 一 wsint9ev 十 0ey 二 wcosVe (2. 3. 23) 
由 方程 (2. 3. 21) 
M,= (I — Ty)wyxwz = 0 
mR’w . 
M,= (Ts — Ls)wuwz 一 一 sint9cost9 (2. 3. 24) 


4 
M,.= (Ty,— Lz)wrwy 一 0 
力矩 M, 由 两 端 轴 承 对 轴 的 作用 力 产 生 , 故 


M 2 
F, = 7 一 一 Zu?singcosg (2. 3. 25) 


取 9=1°,w 二 400x/s;R 二 0.2m,m 一 40kg, 和 和 /二 1m,F, 一 一 11022N, 这 是 一 个 很 
大 的 数字 ， 


2.4 ”刚体 的 定点 运动 、 动 平衡 的 稳定 性 


在 重力 作用 下 ,刚体 的 定点 运动 方程 在 下 列 两 种 情况 下 比较 简单 :DEuler 情 
况 ,刚体 因 惯 性 而 运动 ,重力 通过 定点 O, 即 刚体 的 重心 G 与 定点 O 重合 ( 故 重力 
对 O 点 的 力矩 为 零 ), 刚 体 在 无 外 力矩 作用 下 , 依靠 惯性 转动 , 称 为 动 平 衡 ; 
@Lagrange 情 况 , 刚 体 的 重心 位 于 对 称 轴 上 ,但 不 与 定点 O 重合 ,这 种 在 重力 作用 
下 迅速 绕 对 称 轴 转 动 的 刚体 叫 回转 仪 或 陀螺 ,也 称 为 重 刚体 . 

Euler 情况 :在 无 外 力矩 作用 情况 下 ,刚体 的 转动 轴 和 角速度 也 会 变化 ,除非 转 
动 轴 恰 好 是 惯量 主轴 . 当 M 二 0 时 ,J 二 常量 ,但 不 能 说 @ 也 是 常量 ,因为 了 与 @ 的 
方向 一 般 不 一 致 . 

首先 考虑 对 称 刚体 的 情况 , 设 刚 体 具有 通过 定点 的 对 称 轴 , 取 对 称 轴 方 向 为 z 
方向 ,与 对 称 轴 垂 直 的 所 有 直线 都 是 惯量 主轴 ，, 任 取 相互 垂直 的 两 条 直线 为 和 ?》 
轴 . 由 于 对 称 性 I 二 了 ,三 了 ,于 是 欧 拉动 力学 方程 (2. 3. 19) 简 化 为 
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7 Los—(D—l)ww—=0 


Toy— (Ts—T)wwr 一 0 (2. 4. 1) 
Tw = 0 
其 中 工 志 I. 由 第 三 式 . 
ws 二 人 (0 为 常量 ) (2. 4. 2) 


即 o 在 对 称 轴 上 的 投影 为 常量 . 又 由 第 一 ,二 式 得 到 
， Ls 有 五 _ 。 Ls 一 五 
we 十 ( I )oo， 一 0; 一 人 I 
容易 得 到 上 式 的 解 为 


)Q%: =0 (2. 4. 3) 


五 
五 
Wy 二 wsin| (2 i LD )0 +e| 

式 中 w。 和 8 是 积分 常数 ,由 初始 条 件 决定 . 因此 总 角速度 VY 十 wi 是 常量 且 角 速 
度 矢 量 在 xz 方向 的 投影 保持 不 变 , 故 总 角速度 的 方向 绕 对 称 轴 Oz 作 人 匀速 转动 , 瞬 
时 转轴 在 空间 描 出 一 个 圆锥 ,如 图 2. 4. 1. 

此 外 ,由 于 刚体 的 重心 G 与 定点 O 重合 ,势能 没有 变化 ,又 不 存在 其 他 外 力作 
功 , 故 刚体 的 动能 不 变 , 由 式 (2. 2. 16) 


T 一 记 w J 一 常量 (2. 4. 5) 


因 J 了 = 常量 , 设 方向 为 空间 坐标 的 zx 轴 方向 , 则 上 式 要 求 角速度 矢量 在 J 方向 的 
投影 也 为 常量 ,而 总 角速度 的 大 小 不 变 , 故 w 围绕 J 也 在 空间 描 出 一 个 圆锥 . 因 
此 ,一 方面 w 围绕 刚体 的 对 称 轴 Oz 转动 ,在 空间 描 出 一 个 圆锥 , 称 为 本 体 圆 锥 ; 另 
一 方面 ,w 又 围绕 J 也 在 空间 描 出 一 个 圆锥 , 称 为 空间 圆锥 . 两 个 圆锥 的 切线 方向 
即 为 中 方向 .注意 :空间 圆锥 固定 不 动 ,本 体 圆 锥 在 空间 圆锥 的 锥 面 上 无 滑动 滚 
动 , 如 图 2. 4. 2. 


)o; +e] 


ee 人 (2. 4. 4) 


0 0 
图 2.4.1 瞬时 转轴 围绕 对 称 轴 描 出 一 个 圆锥 图 2.4.2 空间 圆锥 和 本 体 圆锥 
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一 个 有 实际 意义 的 例子 是 地 球 的 自转 ;地球 是 扁平 球体 ,定点 为 地 球 的 中 心 . 
忽略 太阳 和 月 球 的 引力 产生 的 力矩 ,外 力矩 为 零 . 取 地 球 中心 为 坐标 原点 ,地 球 的 
对 称 轴 为 z 轴 . 由 以 上 讨论 ,地 球 的 自转 轴 , 即 @ 的 方向 (也 叫 天 文 地 轴 ) 并 不 与 对 
称 轴 ( 叫 地 理 地 轴 ) 重 合 ,天 文 地 轴 轩 绕 地 理 地 轴 转 动 的 周期 为 

2xh 
(1;— I)0 
地 球 的 I/(JD 一 卫 ) 守 300, 而 2x/0==1 天 , 故 T2300 天 . 
对 非 对 称 刚 体 , 设 坐标 系 方向 为 惯量 主轴 方向 ,Euler 动力 学 方程 为 
re ee 
Ly — (Ta — Ts)wws 一 0 (2.4.7) 
Tus — (Ts — Ty)wawy = 0 
以 上 三 式 分 别 乘 wa， 站 并 且 相 加 得 


2 二 全 [To + Lyews + Law2] — 一 0 (2. 4. 8) 


T= (2. 4. 6) 


妈 
二 [Tow2 十 Tos 十 Iw2] 二 了 (T 为 常量 ) (2.4.9) 


上 式 实际 上 表示 刚体 的 动能 守恒 . 
另 一 方面 ,方程 (2. 4. 7) 三 式 分 别 乘 Lxws ,Tywy 和 了 sw: 并 相 加 得 


记 SLL) + (Tw) + (Taw)] =0 (2. 4. 10) 


即 
(os)2 十 (Tywy)? 十 (Jaxwz)? 二 J (J? 为 常量 ) (2. 4. 11) 
实际 上 表示 刚体 的 动量 矩 守 恒 . 由 上 式 和 方程 (2. 4. 9) 可 解 出 w. 和 wy 
» Tals — TL) +t2l,T— 
We 天 (及 一 元) 
2 TT — Tw +2 T— 1 
Oy L, (CT, — 1) 
上 二 式 代 入 方程 (2. 4. 7) 第 三 式 , 就 可 以 得 到 关于 w- 的 微分 方程 ,而 且 这 个 方程 是 
可 分 离 的 . 我 们 不 进一步 讨论 ,只 是 指出 ; 非 对 称 刚体 的 运动 比 对 称 刚 体 的 运动 更 
复杂 一 点 而 已 ,没有 本 质 上 的 区 别 . 这 时 瞬时 转轴 在 空间 描 出 的 锥 面 不 是 一 个 简单 
的 圆锥 . 
动 平衡 的 稳定 性 :下 面 我 们 来 分 析 刚 体 在 无 外 力矩 作用 下 , 绕 惯量 主轴 转动 的 
稳定 性 问题 . 设 刚体 绕 惯 量 主 轴 z 以 w。 转动 ,但 有 小 的 偏 移 , 即 wowy< 科 ws，*Euler 
方程 为 


(2. 4. 12) 


Tw@z — (Ty, — La)wywz = 0 
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Toy — CT — Tis) wwr 一 0 (2.4.13 
Lo 一 (上 一 Ts)woy 一 0 “413) 


因 wj,w, 是 小 量 ,由 第 三 式 Taw 0, 因此 w.02C0 为 常量 ). 由 第 一 和 第 二 式 


s+ | ele)ge],, ~0 ca 
Ti 区 
(Ts — 1,) (1 一 也 
wy 十 [0 | 一 0 (2. 4. 15) 
Tr yy 


因此 ,如 果 I >1, ,1 ,转动 是 稳定 的 ;如 果 1, 过 1 ,1 ;转动 也 是 稳定 的 ;但 如 果 
I 不 大 不 小 ,在 I 和 1 之 间 , 上 式 括 号 内 为 负 ,w 和 w。 的 解 存在 指数 发 散 项 , 转 
动 就 不 稳定 . 

同样 可 得 :如 果 刚 体 绕 惯量 主轴 z 以 wz=<s*2(0 为 常量 ) 转 动 , 稳 定性 条 件 为 
I 之 了 ,1 或 者 1 二 1, ,1 ;如 果 刚 体 绕 惯 量 主轴 y 以 wy 和 QC0 为 常量 ) 转 动 ， 
稳定 性 条 件 为 1» 记 1 ,Is 或 者 1 二 1 ,Tz. 因此 得 到 结论 : 主 转动 惯量 最 大 或 者 
最 小 的 惯量 主轴 是 稳定 转动 轴 . 

Lagrange 情况 :刚体 的 重心 位 于 对 称 轴 上 ,重心 到 定点 O 的 距离 为 /. 在 空间 
坐标 系 (x ,y ,z ) 内 ,重力 的 表达 式 为 

F ~—— mge’ (2. 4. 16) 
因此 在 本 体 坐 标 系 内 重力 的 分 量 表达 式 为 
下 一 一 mgRe“ 一 一 mg 及 (0,0,1)7 = Ry,R; R,(0,0,1)" 


=—— mg (sindsing, sin9gcosWycos9) (2. 4. 17) 
故 重力 矩 为 
M= rXF =— mg (0,0,)) X (sindsing, sindcosy, cosd) 
=— mgl(— sin9cosy, sind9sinyg, 0) (2. 4. 18) 


由 Euler 动力 学 方程 (2. 3. 19) 且 考虑 对 称 情况 I 一 Iw 二 和 1 一 Tw, 得 到 
Tw — (Dh — J)wywws = mglsindcosy. 


Ti@,y— (Ts — 1)wwz =—=— mglsindsing (2. 4. 19) 
Tswz 一 0 
第 三 式 积分 并 利用 式 (2. 1. 13) 得 到 : 
Jsw 一 Tecos9 十 委 二 J]。 J: 为 常量 ) (2. 4. 20) 


这 表明 刚体 对 称 轴 方 向 的 角速度 分 量 不 变 , 动 量 矩 分 量 J- 守恒 . 分 别 用 wz 和 w， 
乘 式 (2. 4. 19) 的 前 二 个 方程 ,然后 相 加 且 利 用 式 (2. 1. 13) 得 到 

Los Twoy 十 有 os = mgld sind (2. 4. 21) 
上 式 积 分 


去 (8 + Tw + Tow)+mglcosd = E (2. 4. 22) 
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其 中 下 是 积分 常数 . 这 实际 上 是 刚体 的 能 量 守恒 方程 . 把 式 (2.4. 20) 代 入 上 式 且 
利用 式 (2. 1. 13) 得 到 

LO ++ osind) + /ls = 2(E— mglcosd) (2. 4. 23) 
上 式 和 式 (2. 4. 20) 就 是 求 得 的 二 个 运动 积分 . 从 方程 (2. 4. 19) 还 可 以 得 到 另 一 个 
运动 积分 ,但 可 直接 从 物理 条 件 上 求 得 . 事实 上 ,重力 的 方向 与 空间 坐标 x 平行 ， 
因此 在 空间 坐标 中 ,J 应 该 守恒 . 在 本 体 坐 标 中 


J = Dwr es Dw, ey Tw e: (2. 4. 24) 
则 在 空间 坐标 中 
J =R7 J = RoRy Ro TT (2. 4. 25) 
由 此 不 难 求 得 另 一 个 运动 积分 (习题 2. 13) 
J 二 gsin?9 十 J .cosy 一 常量 (2. 4. 26) 


顺便 提 一 下 ;在 例 5. 3. 3 中 ,我 们 很 容易 就 得 到 了 这 三 个 运动 积分 . 

我 们 不 进一步 对 方程 (2. 4. 20) (2.4.23) 和 (2. 4. 26) 求 解 . 仅 指出 :@5 角 随 
时 间 变 化 ,但 限制 在 某 一 区 域 (% 志 9 志 91) ,刚体 对 称 轴 的 这 种 “纬度 ”变化 称 为 章 
动 (z 轴 上 下 颠 动 );@o 角 随 时 间 变 化 ,刚体 对 称 轴 的 这 种 “经 度 ” 变 化 称 为 进 动 (z 
轴线 空间 坐标 z 轴 转 动 ). 可 见 外 力矩 不 为 零 将 引起 刚体 的 进 动 和 章 动 (只 要 了 和 
M 不 在 同一 直线 上 ). 


习 题 2 


2.1 某 瞬 时 刚体 绕 通过 坐标 原点 的 某 轴 转 动 , 刚 体 上 一 点 M (1,0,1) 的 速度 
大 小 为 一 4m/s, 它 与 x+ 轴 所 成 的 角 a 一 45"; 另 一 点 Mi(3,4,0) 的 速度 ww, 它 与 
工 轴 所 成 的 角 ws 且 cosas 王 一 0. 8. 求 此 刚体 的 角速度 矢量 . 


答案 :w 一 /2 (eey 二 0:). 


2.2 一 个 力 系 由 三 个 力 组 成 : 

本 一 3e- 十 2e, 十 cev 作用 于 原点 ; 

于 一 一 es 十 3e, 一 2e. 作用 于 (2,1,0) 点 ; 

;二 2e; 一 ey 十 5e; 作用 于 (0, 一 1, 一 2) 点 ， 
求 e 使 三 个 力 可 等 效 于 一 个 单 力 , 该 等 效 的 单 力作 用 点 在 何 处 ?〈 提 示 :考虑 对 原 
点 DO 的 力矩 , 设 单 力作 用 点 Of 的 位 置 矢量 为 r, 它 对 原点 O 〇 的 力矩 为 M 二 rXF, 既 
然 要 三 个 力 的 合力 等 效 于 一 个 单 力 F, 那 么 下 与 M 一 定 垂直 (注意 :有 多 个 力作 用 
时 ,合力 矩 方向 与 合力 方向 不 一 定 垂直 ), 即 M ' 了 一 0) 

管 案 :a 二 1,F 作用 点 O 的 位 置 矢量 为 + 二 3(e: 一 2ey 十 e:)/4. 

2. 3 证 明 刚 体 上 任何 两 点 的 速度 在 它们 连 线 上 的 投影 相等 . (提示 :刚体 上 任 
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何 一 点 的 速度 为 v= 二 vy. 十 @X7) 

2.4 两 个 均 质 金属 圆 盘 具 有 相同 的 质量 M 和 相同 的 厚度 i, 密度 分 别 为 p， 
和 ps. 如 果 p, 之 p, ,哪个 圆 盘 的 转动 惯量 大 ? 〈 提 示 : 比较 三 种 情况 :(1) 转动 轴 通 
过 圆心 且 垂 直 于 盘面 ;(2) 转动 轴 通 过 一 条 半径 之 中 点 的 垂直 轴 ; (3) 转动 轴 与 通 
过 圆心 的 垂直 轴 有 来 角 ,方向 矢量 为 n= (sin3cosg, sin9sing, cos9)) 

答案 : 一 7 

2.5 已 知 一 个 均 质 立方 体 对 于 通过 其 质心 和 一 个 面 中 心 的 轴 的 转动 惯量 为 
玉 , 求 对 通过 质心 和 一 个 角 的 轴 的 转动 惯量 . (提示 : 取 坐 标 原 点 位 于 质心 ,通过 三 
个 面 中 心 的 轴 为 xz,y,z 轴 ,考虑 通过 质心 的 任意 轴 ) 

答案 :I 二. 

2.6 一 个 系统 由 3 个 质点 组 成 ;位 于 (4, 一 a,a) 的 质点 的 质量 为 4m; 位 于 
(一 ayaya) 的 质点 的 质量 为 3m; 位 于 (a,a,a) 的 质点 的 质量 为 2m. 设 定点 为 原点 . 
求 惯量 张 量 的 表达 式 ; 求 通过 原点 、 单 位 方向 矢量 为 n 一 (ez 十 e,)/V2 的 轴 的 转动 
惯量 . 


18 5 一 3 
答案 :I 二 ma? | 5 18 -1 ; T=n* T° n'=23ma’. 
一 3 一 1 18 


2.7 四 个 质量 为 m 的 质点 位 于 zOy 平面 ,坐标 分 别 为 (a,0)、( 一 a,0)、 
(0,24) 和 (0, 一 24). 它们 分 别 通过 质量 可 以 忽略 不 计 的 轻 杆 连接 . 定点 为 原点 . 
求 :(1) 惯量 张 量 ; (2) 绕 通 过 原点 且 与 x,y 和 xz 轴 夹 角 都 相等 的 轴 的 转动 惯量 ; 
(3) 某 时 刻 转 动 轴 为 (2) 的 轴 , 求 此 时 刚体 对 原点 的 角 动量 以 及 与 转动 轴 的 夹 角 . 


(提示 :nm 一 cosae, 十 cos6be, 十 cosyes,cos?za 十 cos:8 十 cos 7 一 1,a 一 有 一 mo 一 广 (ez 十 


ey+e.),Jcosd=J » n) 


0 0 10 
2. 8 “对 于 三 个 相互 垂直 的 轴 ;(1) 证 明 对 任 一 个 轴 的 转动 惯量 都 不 能 超过 对 
另 两 个 轴 的 转动 惯量 之 和 ;《2) 如 果 刚 体 是 位 于 zOy 平面 的 薄板 ,证 明 [一 1 十 
1. (提示 :用 1 ,1» 和 T- 的 定义 ) 
2.9 在 空间 有 一 刚体 ,所 有 外 界 影响 可 忽略 (包括 重力 ). (1) 用 牛顿 力学 证 
明和 角 动 量 守恒 ;(2) 假定 刚体 的 质心 在 一 个 惯性 系 中 静止 , 它 的 旋转 轴 一 定 要 有 一 
个 国定 的 方向 吗 ? (提示 :牛顿 方程 为 mi 9 于 一 2 F9 ,第 三 定律 :PP 一 一 FY ) 
ji 
答案 :J 一 般 不 与 @ 同方 向 . 只 有 绕 惯量 主轴 转动 时 ,J 与 @ 同方 向 ,此 时 因为 


8 0 0 
答案 :(1) I=ma’ | 2 ,| (2) I[=n* TT。 = 名 ma’, 
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J 守恒, 故 转动 轴 有 固定 方向 . 

2. 10 ”均匀 长 方形 薄板 <eXD, 质 量 为 思 , 以 匀 角 速度 wm 绕 其 对 角 线 AB 转动 ， 
求 A 和 B 处 轴承 上 的 动 反作用 力 . (提示 ;与 例 2. 3. 1 类似) 

2.11 对 称 刚体 作 无 外 力矩 定点 运动 ,证 明 : 动 量 矩 J 角速度 矢量 w 和 对 称 
轴 三 者 共 面 . 提示 :到 对 称 轴 为 = 方向 ,只 要 证 明 JXe: 与 wXe: 方向 相同 ) 

2. 12 ”一 个 刚体 围绕 其 质心 做 定点 自由 转动 , 主 转动 惯量 之 三 > 五. 若 开 始 
时 wo>>0,we<0, 且 天 一 27T, 其 中 了 是 对 固定 点 的 角 动 量 , 工 是 动能 . (1) 证 明 
角速度 矢量 的 三 个 分 量 为 


一 一 天 [bls — 1) 一 -+ /一 1 
cz Leh = .sechri wz 一 Lt Tsebr 


1 也 ,J 


= Ltanh 
wy 二 六 Trt; T= DE 


(2) 当 t>co 时 ,将 发 生 什么 请 况 (提示 ;由 动能 和 动量 矩 守恒 方程 (2.4.9) 和 
(2.4. 11) ,从 二 2I, 荆 得 到 w, 与 w。 的 关系 ;再 从 方程 (2. 4. 9) 得 到 w, 与 w。 的 关 
系 ,代入 方程 (2. 4. 7) 第 三 式 , 得 到 we 满足 的 方程 ) 

答案 : 当 1->co 时 ,ws 一 0,w. 一 0,w, 习 J/Iz 刚体 绕 主 转动 惯量 居中 的 轴 以 恒定 
角速度 J/I 转动 . 

2. 13 ”由 方程 (2. 4. 25) ,证 明 式 (2. 4. 26). (提示 :注意 利用 式 (2. 1. 13)) 
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在 前 两 章 中 ,研究 的 是 质点 和 刚体 组 成 的 系统 . 质点 和 刚体 是 实际 物体 的 抽象 
模型 , 如果 问题 不 涉及 转动 ,就 可 以 把 实际 物体 抽象 成 质点 ,如 果 涉 及 转动 ,但 可 以 
忽略 物体 的 形状 变化 以 及 由 于 物体 形状 变化 引起 的 物体 内 部 作用 力 的 变化 ,仅仅 
研究 物体 的 整体 运动 ,那么 把 实际 物体 抽象 成 刚体 , 但 如 果 物 体 的 形状 变化 不 能 忽 
略 ,就 必须 把 它 作 为 变形 体 来 处 理 . 变形 体 有 二 类 :一 类 具有 保持 一 定 大 小 和 形状 
的 趋势 ,在 力 的 作用 下 发 生 形变 ,外 力 撤消 后 又 恢复 原状 ,这 一 类 叫 弹 性 体 ; 另 一 类 
完全 没有 固定 的 形状 , 叫 流体 ,我 们 将 在 下 章 讨论 . 本 章 主要 讨论 弹性 体 的 描述 方 
法 和 基本 性 质 . 


3.1 弹性 体 中 的 应 变 和 应 力 张 量 


我 们 知道 a 个 质点 最 多 有 3n 个 自由 度 ,刚体 只 有 6 个 自由 度 ,但 对 弹性 体 , 质 
点 是 连续 分 布 的 ,必须 用 无 限 多 个 自由 度 才能 描述 . 原则 上 ,我 们 可 以 用 质点 组 力 
学 的 描述 方法 ,但 已 经 没有 实际 意义 了 . 因此 必须 寻 
找 新 的 方法 来 描述 弹性 体 的 运动 . 

应 变 张 量 :考察 弹性 体 中 相 邻 二 点 M( 位 置 矢量 
为 r) 和 N( 位 置 撩 量 为 r 十 dr), 当 弹性 体 在 外 力作 用 
下 发 生 形 变 时 ,M 和 N 点 分 别 移动 到 M' 和 NN 点 ,二 
点 分 别 移动 un 和 ww 十 du, 如 图 3. 1. 1, 相 邻 二 点 的 位 移 
差 为 du. 显然 du 是 空间 各 点 的 函数 , 即 


3 
du = 六 dz 图 3.1.1 相 邻 两 点 的 位 移 矢 量 
Ei Gzx 
或 者 利用 Einstein 求 和 规则 


du; = Si dx, (3.1.1) 
OXk 


du 称 为 微分 位 移 . 但 是 微分 位 移 与 弹性 体 的 形变 不 是 一 一 对 应 的 . 一 个 例子 是 : 当 
刚体 转动 时 ,微分 位 移 不 为 零 , 但 形变 为 零 . 研究 表明 :弹性 体内 无 限 邻 近 两 点 在 形 
变 前 后 距离 变化 与 弹性 体 的 形变 一 一 对 应 ,因而 将 它 作为 弹性 体形 变 的 度量 是 可 
以 的 . 显然 形变 前 后 的 距离 变化 为 

A= MN” —MN 


2 
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一 | (r 十 gr 十 & 十 do 一 人 十 四 | 一 | dr |? 


一 | dr 十 de | 一 | dr|: = 2dr. dut| du|? (3. 1. 2) 
由 式 (3. 1. 1) ,上 式 变 成 
9 Oui Qu: Aus 
A=2 2drdr + Se 3 dzedz; (3. 1. 3) 


当 考 虑 小 形变 时 ,上 式 第 二 项 可 以 忽略 


A 一 2 总 dzdm 一 (有 全 十 亿 全 ]dzidz (3.1.4) 
上 式 写 成 
A 一 2exdzidzx (3. 1. 5) 
其 中 
= 工 (/9 9 
ox 一方 (于 十 如 ) (3.1.6) 
如 果 令 和 矩阵 形式 
dr 一 [Laqzi ,dzs ,dzs ]; dIr 一 [Ldzi ,dzs ,dzs 二 (3. 1.7) 
Ou 1 /Ou | Ou 1 /Ou , Ous 
OX1 2 (3 3 ) 2 (总 十 :) 
一 | 工 (9 Ou uz 1 (du + Ous 
2 一 2 ( 梁 + ) ez 2 ( 癌 + 半 ) (3.1.8) 
l/s uy 1/o% | ou Ous 
2 ( 当 十 3 人 2 (各 3 ) Oxs 
式 (3. 1.5) 可 写成 
A 一 2dr。e。drr (3. 1. 9) 


e 称 为 应 变 张 量 . 显然 ,应 变 张 量 的 元 素 en，ezz 和 ess 分 别 表示 2Z1y7a 和 zs 坐标 轴 
方向 的 相对 伸缩 形变 ,而 ezs 二 esz ,es 一 el 和 es 一 ez 分别 代 表 xzx3,Zzixs 和 zzs 
平面 内 的 剪 切 形变 . 由 定义 (3. 1. 8) ,应 变 张 量 是 对 称 的 , 即 ex 一 en. 考虑 弹性 体内 
边 长 为 5z1 王 6xz 二 6x 二 5z 的 正方 体 元 ， 在 形变 过 程 中 , 体 膨胀 为 


(az 十 3 az) (sz 十 3 ix) (sz 十 0x)— SZ8Z8Z 
GZSZGZ 


9 Ouz OuUs 
Ou | Sa 一 V。 3.1.10 
Ear drs Brs Mi (3. 1.10) 


因此 V 。w 表示 体 膨 胀 . 

主 方向 和 主 应 变 : 一 般 应 变 张 量 的 非 对 角 元 素 不 为 零 . 是 否 存在 一 个 坐标 系 ， 
在 这 个 坐标 系 内 ,应 变 张 量 的 非 对 角 元 素 为 零 ? 由 于 e 是 实 对 称 矩 阵 , 存 在 矩阵 "， 
使 e 对 角 化 
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A1 0 0 
0 2 0 

. 0 0 Ms 
因此 ,在 以 * 为 变换 矩阵 的 新 坐标 内 ,应变 张 量 只 有 对 角 元 素 ,) 称 为 主 应 变 ,新 坐 
标的 三 个 垂直 方向 称 为 主 方向 . 根据 线性 代数 ,4 是 矩阵 e 的 本 征 值 , 即 满足 方程 


e' 一 cecT 一 (3.1.11) 


A— en 一 612 一 ei3 
一 el 一 ez —exs | 一 蜡 一 五 时 十 有 一 瑟 王 0 (3. 1. 12) 
一 63l 一 632 人 一 ess 


显然 Ai(i 二 1,2,3) 与 坐标 变换 无 关 , 因 此 天 (一 1,2,3) 为 坐标 变换 的 不 变量 ,由 三 
次 方程 根 与 系数 的 关系 


= eu 十 ez 十 e33 二 1 十 hz 十 As (3. 1. 13a) 
厂 一 El1 612 十 EC22 EC23 十 E33 631 
€21 E22 €32  €33 €13 €1l 

一 AiAz 十 AzX3 十 AiAs (3. 1. 13b) 


El1 E12? 13 


1;= 一 AAsAs (3. 1. 13c) 


E21 E22 223 


€3l €32 €33 


注意 :空间 各 点 的 应 变 不 同 ,所 以 每 点 的 主 方向 也 不 同 . 求 出 三 个 主 应 变 后 ,由 


特征 方程 
ell elz e131 Pa 721 
@22 ” 日 二 入 加 (3.1.14) 
31 €32 €33 3 3 ， 


其 中 7 二 [Ln ,nz ,723 ,可 以 求 出 三 个 特征 矢量 ,它们 的 方向 即 为 三 个 相互 垂直 的 
主 方向 . 

应 力 张 量 :弹性 体 在 力 的 作用 下 发 生 形变 ,外 力 撤消 后 又 恢复 原状 ,说 明 物 体 
内 部 存在 一 种 内 力 ,也 正 是 由 于 存在 这 种 与 形变 有 关 
的 内 力 , 物 体 才 具有 弹性 . 通常 将 弹性 体内 任 一 截面 上 
某 点 处 单位 面积 所 受 的 内 力 称 为 应 力 . 考察 弹性 体内 
任 一 小 六 面体 ,如 图 3. 1. 2, 以 平行 于 zizs 平面 的 小 面 
c 为 例 , 它 的 法 向 为 m 但 应 力 的 方向 与 # 并 不 一 
致 .下 可 表示 成 

F; = olsel 十 ozses 十 033€3 

式 中 :下 标的 第 一 个 指标 表示 力 的 三 个 方向 ,第 二 个 指 ”图 3.1.2 弹性 体内 小 六 
标 表示 c 面向 上 ;同样 ,对 小 面 5 和 a 上 的 力 可 以 写成 面体 的 应 力 
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F;, 一 aizel 十 azzez 十 aazes 

五 :一 onei Tone 十 asles ‘3,18) 
至 于 其 他 的 三 个 面 ,与 上 述 三 个 面 上 的 应 力 大 小 相等 .方向 相反 . 由 此 ,只 需 引 和 上 
面 的 9 个 应 力 分 量 就 可 以 完全 描述 小 六 面体 的 受 力 情况 . 当 小 六 面体 缩小 为 一 个 


点 时 ,这 9 个 应 力 分 量 完全 描述 弹性 体内 一 点 的 应 力 分 布 . 9 个 应 力 分 量 可 以 写成 
和 矩阵 的 形式 
oil O12 O13 
一 = 022 ”| (3. 1. 16) 
31 O32 033 
代称 为 应 力 张 量 . 对 空间 任 一 法 向 为 n 二 《ni ,n,n3) 的 面 ,应 力 为 
F=T.n’ (3.1.17) 
一 般 , 面 上 的 应 力 下 与 法 向 n 不 可 能 一 致 , 称 靖 方向 的 力 为 正 应 力 ,垂直 于 严 方向 
的 力 为 前 应 力 . 显然 正 应 力 是 下 在 n 方向 的 投影 , 即 正 应 力 和 前 应 力 为 
5 一 下 .Ti r 一 V 严 一 到 (3. 1. 18) 
应 力 张 量 的 对 称 性 :考虑 点 PP 为 中 心 的 小 六 面体 ,对 P 点 的 力矩 的 平衡 ,由 
2 方向 合力 矩 为 零 得 


Oosz dzz dxz _ Oo dzz dzz 
(0 + 3 )dzdzs 2 + (ow 2 2 )dzadzs 2 


2 ox 
_ Bozs drs dz (,, — do dzs dzs _ 
CS 


即 cs 一 cz ,同样 可 以 证 明 oz 二 oz 和 coal 一 cs， 即 应 力 张 量 是 对 称 的 . 
主 坐 标 和 主 应 力 :与 应 变 讨论 类 似 ,存在 坐标 变换 矩阵 ,使 
oO0 0 
0 o 0 
0 0 cs 
与 上 式 相应 的 坐标 系 称 为 应 力 张 量 的 主 坐 标 系 ,显然 因为 空间 各 点 的 应 力 不 同 , 主 
坐标 系 也 不 同 . c (i 一 1,2,3) 称 为 主 应 力 . 应 力 张 量 的 三 个 不 变量 为 

太一 on 十 az 十 aas 二 a1 十 02 十 03 


O11 O12 


T’ = cIeT = (3. 1. 19) 


O22 O23 O33 031 


J :二 十 


O21 O22 O32 033 
= oilos 二 0203 十 aics (3. 1. 20a) 


O11 O12 O13 


O13 O11 


一 O010203 (3. 1. 20b) 


Ja 一 |ol az 023 


O31 0932 033 


求 出 三 个 主 应 力 0; 后 ,由 特征 方程 
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Oil m2 9013 | 1n1 了 1 
= G22 | 日 一 从 日 (3. 1.21) 
31 O32 . 033 3 3 
可 以 求 出 三 个 特征 矢量 ,它们 的 方向 即 为 三 个 相互 垂直 的 主 方向 . 


3.2 弹性 体 的 本 构 关 系 : 几 种 特殊 的 弹性 体 


在 弹性 体 中 ,应 力 与 应 变 存在 一 一 对 应 关系 . 一 般 应 力 是 应 变 的 函数 , 即 T= 
T(e) ,或 者 写成 分 量 的 形式 oi 二 oi (em). 在 平衡 点 (应 变 为 零 ) 附 近 作 Taylor 展开 


1/ don 
Gik OK (0) 十 ( 识 ) Cim 十 2 (so ) -seven 十 (3. 2 1) 
在 应 变 为 零 的 点 mx (0) 一 0, 故 在 一 阶 近似 下 
0 一 Cikim€ im (3. 2.2) 
其 中 
一 (Go 
cam 一 (a) (3. 2. 3) 


称 为 弹性 模 量 ,上 式 称 为 广义 Hooke 定律 . 因应 力 和 应 变 都 是 2 阶 张 量 , 因 此 弹性 
模 量 为 4 阶 张 量 ,有 3 二 81 个 分 量 , 由 于 应 力 和 应 变 张 量 的 对 称 性 , 即 Ta 二 Ts 和 
Cim ™— Eml ,所 以 弹性 模 量 当 交换 i 和 或 者 1! 和 mm 时 应 保持 不 变 , 即 cum 一 cam 和 
ca 三 ca 事实 上 ,可 以 证 明 弹 性 模 量 是 完全 对 称 的 四 阶 张 量 , 即 满足 cum 一 
Chm 一 Cikml ™— Clmik 这 样 弹性 模 量 一 般 只 有 21 个 独立 的 分 量 . 

由 于 应 力 或 应 变 张 量 只 有 6 个 独立 分 量 , 常 把 这 6 个 独立 分 量 写成 6X1 算 
阵 ;S 一 [Si ,S: ,S: ,Se 55 ,Ssj" 和 T=[T,Tz, Ts, Ts ,Ts ,Te Jj. 与 应 力 或 应 变 张 
量 分 量 的 关系 为 


Si 一 el 9: = ew»; Ss 一 ess 


. (3. 2. 4) 
Ss 一 e233 Ss =es; Se = el 
Ti 一 an; Ta 一 azz; T3 一 ass 
(3. 2. 5) 
Ts = o%; Ts = os; Te = or 
于 是 本 构 方 程 (3. 2. 2) 简 化 成 
1 Cl Ci Cl3 CH4 C5 C16 Si 
了 > C21 C22 C23 C24 C25 C26 S; 
了 Ts Cal C32 C33 C34 C35 C36 Ss 
一 (3. 2. 6) 
Ts Cal C42 C43 C4 C45 C46 Ss 
Ts C51 C52 C53 C54 C55 C56 Ss 
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或 者 写成 分 量 形式 


T = Dj caSe (i = 1,2,..,6) (3. 2.7) 
对 称 性 关系 为 cx 二 cs. 由 于 弹性 体内 部 结构 的 对 称 性 , 弹性 模 量 独立 个 数 往往 小 
于 21 个 . 常用 材料 的 独立 弹性 模 量 个 数 为 ， 
(1) 各 向 同性 弹性 体 :独立 的 弹性 模 量 为 2 个 ,可 以 证 明 弹 性 模 量 张 量 为 


Cypg 一 Mj0 pa 二 jp(6p0 十 66;p ) (3. 2. 8) 
， 而 应 力 - 应 变 关系 简化 成 
oik 一 Aeuda 十 2peein (3. 2. 9) 
写成 矩阵 的 形式 

Ti AT2 4 A 0 0 01fsS 

Ts A 42x 和 0 0 0||Ss 
Ts A 人 人 十 2 0 0 0|iIs (3. 2. 10) 

T, 0 0 0 2 0 01lSs 

Ts; 0 0 0 0 2x 01|S 

Ted L 0 0 0 0 0 2Lss 


弹性 模 量 X 和 称 为 Lamé 常数 ,w 也 称 为 剪 切 模 量 . 经 常用 的 二 个 独立 弹性 模 量 
为 杨 氏 模 量 EE 和 泊 松 比 o, 与 Lame 常数 的 关系 为 


_-_ _E  _E 
4 一 FN) £20 二 0o) (3. 2. 11) 


(2) 正 交 各 向 异性 材料 :弹性 体 中 的 每 一 点 具有 三 个 垂直 的 对 称 面 , 取 坐 标 轴 
方向 为 三 个 垂直 对 称 面 的 法 向 ,本 构 方 程 为 


T Cl C2 C3 0 0 0 Si 
Ts C21 C22 C23 0 0 0 9S2 
Ts __ C3l C32 C33 0 0 Ss (3. 2. 12) 
TT, 0 0 0 Cad 0 0 Ss 
Ts 0 0 0 0 Cs55 0 Ss 
[7 0 0 0 0 0 cls 
显然 有 9 个 独立 弹性 模 量 分 量 . 工程 上 也 经 常 表示 成 应 变 -应 力 关系 
ei 一 了 工 (on 一 yyI2022 一 yi3033) 
11 E 
1 yg, 0) 
eC22 一 天 (92 V21011 V23033 
? (3. 2. 13) 


1 
€33 一 E (G33 一 ys1011 一 ys2022 ) 


1 1 1 
el12 一 Go 223 一 Gna 6E31 一 Ga! 
12 


第 3 章 弹性 体 中 的 场 和 波 ”49 
12 个 常数 中 有 三 个 方程 


Mz ll, YY, MU Ys 


党 = 知 ， 和 爸 = 佑 ， 兰 = 将 (3. 2.14) 
(3) 横向 各 向 同性 材料 :弹性 体 中 的 每 一 点 具有 一 根 对 称 轴 , 取 坐标 轴 = 方向 
为 对 称 轴 方 向 ,本 构 方 程 为 


全 cl cz C3 0 0 071rS 
Ts C21 Cl C3 0 0 0 S» 
Ts C3l C13 C33 0 0 0 Ss (3. 2. 15) 
TT 0 cd 0 011S94 
Ts 0 0 0 0 cu 0||Ss 
Te 0 0 0 0 0 ceej LSe 


并 且 有 关系 ces 二 (cn 一 C12)/2. 显然 有 5 个 独立 弹性 模 量 分 量 . 工程 上 也 经 常 表 示 
成 应 变 -应 力 关系 


1 vy 
€11 一 翅 (on — yg2z2) EO 


/ 
_ 1 y 
222 一 于 (aza 一 on) TE” 


， | (3. 2. 16) 
2E33 一 一 让 Co 十 ozz ) 十 Eo 


2 十 切 
Eo! 


] 1 
ei2 一 2; €23 一 Ge e3l 一 Go 


3.3 弹性 体 的 平衡 .应 力 张 量 对 称 性 和 能 量 密度 


设 P 点 位 于 弹性 体内 , 取 包 含 P 点 的 小 体 元 D,D 的 边界 为 9D, 假 定 弹性 体 
处 于 静 平 衡 ,那么 9D 上 的 面 力 合力 与 D 内 的 体力 构成 一 个 平衡 力 系 


pT 。 mrdS 十 | fdr =0 (3.3.1) 
其 中 六 为 卫 内 的 力 密 度 , 上 式 面积 分 利用 Gauss 公式 ,可 得 
| cv.r+Pdr=o (3.3.2) 
由 了 的 任意 性 ,我 们 得 到 弹性 体力 的 平衡 方程 , 即 
V.T+f/=0 (3. 3. 3) 
对 原点 O 的 力矩 平衡 条 件 为 


b rx(r.n ds+| (rxHdr=0 (3. 3.4) 
ap D 
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把 力 f=fie 十 fsez 十 fses 与 r 一 Xiei 十 Xx2@z 十 Xx3e3 的 力矩 写成 分 量 形 式 
M,= zfj— xf; (jk =1,2,3, 且 i1 关 j 关 &) (3. 3. 5) 
故 方 程 (3. 3. 4) 中 第 一 个 面积 分 的 分 量 为 


M; = 中 ovz — Zziow)npdS 一 | -9_(onri 一 2 )dsr 


Oxp 
Oo; Oo:; Ax: Ox; 
一 py py < 
| va ax 二 op Br 3 )d 7 


得 到 式 (3. 3. 4) 的 一 个 分 量 方程 为 
| [(a 十 方 jzi Es + fi)z; 十 (ap6a 一 oopz) [dr 一 0 


Oxp 
由 力 的 平衡 方程 (3. 3. 3) ,积分 号 中 前 两 项 为 零 ,于 是 
| was — op6 jp dr 一 0 (3. 3. 6) 
即 得 
oi = 0 (3. 3.7) 


因此 力矩 平衡 条 件 要 求 应 力 张 量 是 一 个 对 称 张 量 ,没有 给 出 新 的 条 件 . 故 弹性 体 的 
平衡 条 件 即 为 式 (3. 3. 3). 对 各 向 同性 的 弹性 体 ,应 变 和 应 力 的 关系 由 式 (3. 2. 9) 给 
出 ,写成 张 量 形式 即 为 


T=AC(V .ID 十 ACEV Vu) (3. 3. 8) 
取 散 度 得 到 
V. T= VV. [DAVe WIV VA)] 
一 QQ 十 DOVCV DO 十 [2 (3. 3.9) 
因此 力 的 平衡 方程 为 
Viut VV +i 0 (3. 3. 10) 
一 元 5 
其 中 利用 了 关系 
和 十 wp 一 ] 元 (3. 3. 11) 
A — Zo 
当 外 力 为 零 , 即 f=0 时 ,由 方程 (3. 3. 10) 有 
V5a+i VV =0 (3. 3. 12) 
L060 
上 式 求 散 度 
Vi(V.u) =0 (3. 3. 13a) 


因此 体 膨 胀 V，u 为 调和 函数 ,方程 (3. 3. 12) 两 边 用 Laplace 算 子 作用 ,再 利用 上 
式 得 到 

ViViu=0 (3. 3. 13b) 
即 在 无 外 力作 用 下 ,弹性 体 的 位 移 矢 量 满足 双 调 和 方程 , 双 调 和 算 子 的 具体 形式 为 
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VV = 人 + 人 4292S 2 
ox: Oy ox 5 Or Oy EE 3 EE 


边界 条 件 : 弹 性 体 一 般 是 有 限 的 ,在 与 其 他 物体 交界 面 存在 边界 条 件 ,边界 条 
件 分 三 类 , 即 
1. 位 移 边界 条 件 : 在 部 分 边界 上 ,弹性 体 的 位 移 给 定 w= 二 wo ; 
2. 应 力 边 界 条 件 : 在 部 分 边界 上 ,弹性 体 的 边界 应 力 给 定 
下 。1I 一 加 (3. 3. 14) 
3. 混合 边界 条 件 :在 边界 上 , 除 给 定位 移 和 应 力 外 的 边界 条 件 , 如 在 边界 切 向 
给 定位 移 , 而 法 向 给 定 外 力 等 . 最 常见 的 如 给 定 关系 
Tent+i+hu = ito (3. 3. 15) 
其 中 上 为 任意 函数 . 
弹性 体 中 的 能 量 密度 :在 弹性 体内 取 小 体 元 D,D 的 边界 为 8D, 设 由 于 应 力 
场 了 作用 而 存在 应 变 场 ex ,如 果 新 产生 一 微小 形变 5e ,在 此 过 程 中 ,D 的 表面 应 
力 做 的 功 为 


W= br .nmT) » dudS = 中 rimduds 
一 | (Bad) er 一 | ,Ba tad 人) | 


假定 弹性 体 在 这 个 微小 形变 过 程 中 处 于 平衡 状态 ,于 是 在 没有 外 力 情 况 下 V， T= 
0, 即 上 述 积分 的 第 一 项 al 


Su 十 
W= | osd ( 襄 ) r 一 了 |， 0 dl 3 ) 
-| adeyrdsr (3. 3. 16) 
因此 在 弹性 体 作 无 限 小 形变 过 程 中 ,单位 体积 应 力 做 的 功 为 
dW 一 一 Gik deix (3. 3, 17a) 
即 为 
dW = Oil16ell 十 azz Se22 十 ass 8ess 
十 2023 Sezs 十 2013 Gel3 十 2012 Se12 (3. 3. 17b) 
当 弹 性 体 从 零 应 变 状态 到 应 变 状态 ex ,应 力 做 的 功 为 
w=] Oi dein (3. 3. 18) 


其 中 荆 和 TT 分 别 表示 零 应 应 变 状态 和 应 变 状态 eu. 对 线性 弹性 体 , 上 述 积分 与 从 零 
应 变 状态 T 变化 到 应 变 状 态 卫 的 路 径 无 关 , 因此 可 以 选 最 简单 的 成 比例 路 径 , 即 

Len Jr, = tLea jr (3. 3. 19) 
于 是 
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WwW 一 | Oik deix 一 | onentat 一 owea | (3. 3. 20) 
这 是 线性 弹性 体 应 变 能 量 密度 的 一 般 关 系 . 对 各 向 同性 的 固体 
WS= FACen)? + 2peuen] 《3. 3. 21) 


例 3.3.1 证 明 在 条 件 
之 0 和 (3X 十 21) 之 0 (3. 3. 22) 
下 ,应 力 场 是 唯一 的 . 
解 : 应 力 场 满足 下 列 边 值 问 题 , 即 平衡 方程 .边界 条 件 和 本 构 方 程 
V. T+f=0; TenT=t 


T=A(V.，. wWItuvV + Va) (3. 3. 23) 
要 证 明 解 的 唯一 性 , 即 证 明 下 列 零 边 值 问题 只 有 零 角 
V.T=0; T。1iI 一 
(3. 3. 24) 


T=ACV .WITp(uV++ Vu) 
对 应 变 能 量 密 度 在 弹性 体 上 作 体 积分 


= 也 | ovesdrr 二 去 | ,ovuisdsr 一 二 | ay， a lg 
Ww 5 ,csge5dr SIU rT 3 EA Ui 3 Jar 


= [$avends—| oudr]| 
= 二 Cr) .uds—| (VD utr]=0 
另 一 方面 ,利用 本 构 方 程 
w= 让 [ACen)? 二 2peses] 一 去 [ACen 十 om 十 ea) 
十 2uleh 十 晚 十 e) 十 20(e 十 es 十 es)] 
二 十 [Q 二 21) (8 十 绚 十 的 ) 十 24(eb 十 后 十 霹 ) 


十 2A(enezz 十 elless 十 ezzess)]] (3. 3. 25) 
在 条 件 式 (3. 3. 22) 下 ,上 式 是 正定 的 二 次 式 (见习 题 3. 5). 因此 如 果 es 二 0, 则 恒 有 
ox 二 0, 故 应 力 场 是 唯一 的 . 


3.4 弹性 体 中 的 波 、 弹 性 算 子 的 完备 性 和 声 子 晶体 


弹性 体 中 由 于 存在 弹性 恢复 力 , 当 弹 性 体 的 某 一 部 分 受到 小 的 扰动 ,扰动 以 波 
的 形式 传播 . 在 无 界 空间 ,弹性 波 只 有 三 个 传播 模式 , 即 一 个 纵波 和 二 个 横 波 模式 . 
但 在 有 限 空间 ,弹性 波 还 存在 其 他 模式 或 类 型 . 典型 的 有 :半空 间 上 的 表面 波 模式 、 
板 中 的 Lamb 波 模 式 波 以 及 固体 界面 传播 的 Stonely 波 模 式 ( 界 面 波 ). 
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设 己 点 位 于 弹性 体内 , 取 包 含 P 点 的 小 体 元 也 , 的 边界 为 3D, 小 体 元 的 运 
动 由 牛顿 第 二 定律 决定 , 即 


全 ,pidr = 中 Tmds+|, fdsr (3.4. 1) 


考虑 弹性 体 的 小 应 变 , 全 导数 与 偏 导数 一 致 ,立即 可 得 弹性 体 的 动力 学 方程 (注意 ; 
小 应 变 条 件 ) 


pV T+ (3.4. 2) 
对 各 向 同性 的 弹性 体 ， 和 3. 8) 或 者 (3. 3. 9) ,上 式 可 写成 形式 
pa = Qt VV utuViutf (3. 4. 3) 
或 者 分 量 形式 
pl: 一 AT pw,s 二 pu tt fi (1 = 1,2,3) (3. 4. 4) 
利用 矢量 恒等式 
Viu=V(V:W—VX(VXw (3.4.5) 
方程 (3. 4. 3) 变 成 
pa = QT20VC DVX VXD+T (3. 4. 6) 
为 了 讨论 方便 ,定义 弹性 算 子 
L(W) =V: T= QT VV DD — VX (VX (3. 4.7) 
或 者 分 量 形式 
[GOT = 人 = Qt ws pues (3. 4. 8) 
另外 ,对 有 限 的 弹性 体 , 一 般 边 界 为 应 力 边 界 , 即 
T, nT 一 让 
(3. 4. 9) 
了 一 XCV .IDTI 十 ACEV 十 Va) 
写成 边界 弹性 算 子 的 形式 即 为 
BG) =AV WtuuV+i Vn = (3. 4. 10) 
或 者 分 量 形式 
[BOQ]; = Tasn; = Mini pu T wj) nN; 一 ti (3. 4. 11) 


进一步 ,定义 弹性 算 子 的 本 征 值 问题 , 即 求 下 列 齐 次 问题 的 非 零 解 以 及 存在 非 零 解 
的 本 征 频率 w 
LOD) +powu=0, Bu)=0 (3. 4. 12) 
那么 工 和 B 具有 性质: 
1. 所 有 的 本 征 角 频率 w 为 实数 . 
在 证 明 这 一 结论 前 , 先 介 绍 广义 Green 公式 :对 位 移 场 & 和 ， 
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| [LGD sy— LO) .四 dr 一 | ee ,jar 


=|, Es Lo; (六 一 or (Vuij — [os GD 全 二 二 一 部 ] | 


= [oy GQ) v; — os (Vui nj;dS— | [ss (wu) 和) 3 3 dr 


应 力 场 是 位 移 场 的 函数 ,所 以 为 了 避免 混淆 ,上 式 中 写 明 了 应 活力 张 量 依 央 于 位 各 
利用 本 构 关 系 oi 《w) 二 Aus6i 十 p(w 十 wii) ,容易 证 明 上 式 体 积分 内 函数 为 
零 . 于 是 广义 Green 公式 的 形式 为 


| ELD ,一 Co dr = [oy Dw —os Wunds (3.4.13) 
取 方 程 (3. 4, 12) 的 复 共 斩 
LO) +pw uu =0; Bu*)=0 (3. 4. 14) 
广义 Green 公式 (3. 4.13) 中 取 v==w* ,于 是 
(0w*? 一 o)| pu “udr = 中 [Ben ‘su*—Blu).ujJdS=0 (3. 4. 15) 
即 w* 一 w, 因 此 本 征 角 频率 wo 为 实数 . 


2. 所 有 的 本 征 角 频 率 w 非 负 . 
方程 (3. 4. 12) 第 一 式 点 乘 & 并 积分 


2 op* 3 一 一 x* Ooy 3% | Oloyu? ) _ Ow 3 
oo wdr jw az dr 一 ,| Oz; 对 er 


Em ,Our gs =| Oui js 
= orn ds 二 | m Bz, dr OY Bz dr 
=| aurad su T+ plu Tt ui ui dr 


-| [A | wr | +H put; + pu ddr 


上 式 积分 中 前 二 项 显然 大 于 零 ,而 最 后 一 项 是 实 对 称 的 ， 积分 必 大 于 零 ， 所 以 史 >0， 
3. 对 应 于 不 同 本 征 角 频率 的 非 零 解 ( 称 为 本 征 函数 ) 正 交 . 
假定 ww 和 w; 分 别 是 对 应 于 wu 和 w 的 本 征 角 频率 ,方程 (3.4. 13) 中 取 w= 
un 和 v 二 wu; ,于 是 
(oz 一 | pum * WU dir=0 (3. 4. 16) 
而 ww 和 co ,只 有 体积 分 为 零 . 
4. 函数 系 um 二 1,2,3,…) 构 成 完备 系 . 本 结论 的 证 明 比 较 复杂 , 故 略 . 因此 
下 列 边 值 问题 
0 a =L(D+/f; BCGo 一 5 (3.4.17) 
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的 解 可 用 函数 系 wm 二 1,2,3,…) 作 广义 Fourier 展开 


u(r,t) 一 >0, (1) un C7) (3. 4. 18) 
注意 ;指标 是 一 个 指标 集 且 至 多 可 能 有 3 个 . 上 式 中 广义 Fourier 系数 为 
po0。CD 一 | put CD arpDder (3. 4. 19) 
得 到 上 式 , 已 假定 归 一 化 条 件 
| ou sus Wer=1 (3. 4. 20) 


式 (3. 4. 19) 对 时 间 求 导 两 次 ,并 利用 方程 (3. 4. 17) 
dz (2) > 2uCr, 
2 一 | ux (7) dr 


一 | or Cr。[EL(Ce) + fr 


=| ,pus Loddrt) pus rfdr (3.4.21) 

上 式 第 一 个 积分 利用 广义 Green 公式 (3. 4. 13) 
| pws » Ld dr | on » LO dsr 
+ [os Gass —o5 Cu Yui lnsdS 
一 一 oz (1n th ux)dS (3. 4. 22) 
上 式 已 利用 了 边界 条 件 BC(w) 二 bb 和 BCw: ) 一 0. 于 是 
SD 0, — 了 uw)dS+ | pus  » far= fl) 

假定 位 移 场 满足 零 初始 条 件 , 那 么 

Qn = | Csin[wnd 一 9]d (3. 4. 23) 


形式 上 ,我们 已 求 得 了 边 值 问题 (3. 4. 17) 的 解 ,但 事实 上 , 求 函 数 系 uw 是 非常 困难 
的 . 目前 只 有 几 种 情况 可 求 得 解析 的 解 ,如 弹性 板 和 球 . 
无 界 空 间 : 一 个 矢量 函数 可 表示 成 一 个 标量 函数 的 梯度 与 一 个 零散 度 矢量 函 
数 的 旋 度 , 即 
u=VB+VXA, V.A=0 (3. 4. 24) 
代入 方程 (3. 4. 6) 


Vata Vv: 6 一 o99 2 | vx [uv'A—o ds 4 |=—/ (3. 4. 25) 
另 一 方面 ,把 上 也 表示 成 一 个 标量 函数 的 梯度 与 一 个 零散 度 矢 量 函 数 的 旋 度 
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f=Vf,+YVxf. (3. 4. 26) 
于 是 方程 (3. 4. 人 


2 
po Pro VD= f,; pA -VA (3. 4. 27) 


上 式 是 两 个 波动 方程 :标量 波 瑟 称 为 纵波 ,而 矢量 波 4 称 为 横 波 . 我 们 来 看 一 下 纵 
波 和 横 波 的 意义 . 假定 无 外 力作 用 , 即 /一 0. 如 果 4 二 0,G$ 取 平 面 波 形式 
Br,1) = GoexpLi(KE。r 一 of)] (3. 4. 28) 
代入 方程 (3. 4. 24) 
u = VG = ikB r,t) (3. 4. 29) 


其 中 = 二 w/c 为 波 数 ,cl 二 VQ 十 2p)7p 为 纵波 速度 . 上 式 表明 ;位移 方 向 与 波 传播 
方向 一 致 , 故 称 为 纵波 (或 者 L 波 ). 另 一 方面 ,如 果 $B 二 0,A 取 平 面 波形 式 
Alr,t) = Aoexp[iCk »r— wit)] (3. 4. 30) 
代入 方程 (3. 4. 24) 
u=VXA=iXA(r,t) (3. 4. 31) 


其 中 二 w/c 为 波 数 ,c 一 Vp/p 为 模 波 速 度 . 上 式 表明 :位移 方 向 与 波 传播 方向 天 
垂直 , 故 称 为 横 波 (或 者 工 波 )，. 

故 在 无 界 空间 中 可 以 传播 两 类 弹性 波 :纵波 和 横 波 . 而 横 波 有 2 个 独立 的 偏振 
方向 :平行 于 传播 面 的 偏振 ( 即 与 在 同一 个 平面 内 ), 称 为 SV 波 ; 垂 直 于 传播 面 
的 偏振 , 称 为 SH 波 . 为 了 更 清楚 说 明 纵波 和 横 波 的 物理 意义 ,对 方程 (3. 4. 6) 两 边 
求 散 度 得 到 


POT = AFD VV WHYf (3. 4. 32) 
而 V。 wu 是 体 膨胀 , 故 纵波 实质 上 是 体 膨 胀 的 传播 ,因此 也 称 为 体 膨胀 或 压缩 波 
( 即 P 波 ); 对 方程 (3. 4. 6) 两 边 求 旋 度 得 到 


2 
OYE py VX VX (3. 4. 33) 


故 横 波 实质 上 是 扭曲 的 的 传播 ,因此 也 称 为 扭曲 或 切 变 波 ( 妈 S 波 ). 
以 上 我 们 讨论 的 是 各 向 同性 介质 ,对 各 向 异性 介质 ,把 本 构 方 程 (3. 2.2) 代 入 
弹性 波动 方程 (3. 4. 2) 并 且 假 定 体力 为 零 
Ou ax _1 Ou | dum \ Ou, 
?or Ee cium (有 3 ) 一 iim Sr, drm 
最 后 一 个 等 号 利用 了 弹性 模 量 的 对 称 性 . 注意 :此 时 不 能 引入 标量 势 和 矢量 势 . 设 
平面 波 解 为 


(3.4. 34) 


wu; = Uiexp[i(kiri —wi)] (i= 1,2,3) (3. 4. 35) 
代入 式 (3.4. 34) 得 到 
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(pw’6m — camkk Us =0 (i=1,2,3) (3. 4. 36) 
显然 上 式 存 在 非 零 解 的 条 件 为 系数 行列 式 等 于 零 
det(pc’6im — Tin) = 0 (3.4.37) 
称 为 Christoffel 方程 ,其 中 Christoffel 张 量 定义 为 
Ti = cam (im = 1,2,3) (3. 4. 38) 


单位 矢量 定义 为 二 kn, ,ki 王 kn; 相 速 度 为 c= 二 w/k. 显然 相 速 度 c 与 波 传播 方向 有 
关 , 而 且 也 没有 纯粹 的 纵波 和 横 波 ,只 有 在 特殊 的 方向 ,才能 传播 完全 解 耦 的 纵波 
半 无 限 空间 的 表面 波 : 在 半 无 限 空间 的 固体 表面 传播 的 弹性 波 , 其 特点 是 位 移 
随 深度 指数 衰减 ,只 能 沿 固体 的 表面 传播 . 方程 (3. 4. 6) 仍 然 成 立 ,为 了 简单 ,假定 : 
体力 为 零 ( 只 考虑 波 的 传播 问题 ,而 不 考虑 波 的 激发 );@ 二 维 问题 , 波 沿 x 方向 
传播 ,z 方向 指数 衰减 ,矢量 势 只 有 一 个 分 量 A4 二 AC(x,x,t)e,. 于 是 对 各 向 同性 的 
固体 
po 时 一 Q 二 20? 更 一 0 p3 人 一 MY2A 一 0 (3.439) 
在 固体 -空气 界面 上 满足 应 力 自由 的 边界 条 件 :T. n'|.-。 二 0, 写成 分 量 形式 上 且 用 
势 函数 来 表示 , 则 
[2 +] (和 
薄板 中 的 Lamb 波 : 实 际 上 半 无 限 厚 的 介质 是 不 存在 的 ,以 板 为 例 ,只 要 弹性 
波 波 长 远 小 于 板 厚度 ,就 可 认为 介质 是 半 无 限 的 . 但 当 弹 性 波 波长 与 板 厚度 在 同一 
个 数量 级 时 ,必须 同时 考虑 上 下 表面 的 边界 条 件 . 这 时 弹性 波 的 传播 更 为 复杂 . 基 
本 方程 仍然 是 方程 (3. 4. 6) ,上 下 边界 假定 是 应 力 自 由 的 , 即 了， |:…0,4 一 0 这 里 
假定 板 的 厚度 为 a). 在 薄板 中 传播 的 弹性 波 称 为 Lamb 波 . 
界面 波 : 设 半 无 限 大 固体 1 和 半 无 限 大 固体 2 完全 接触 组 成 一 个 弹性 空间 ,分 
界面 为 z 二 0. 则 在 界面 存在 另 一 种 波 型 , 称 为 Stonely 波 ,或 界面 波 . 其 特点 是 位 移 
分 布 集中 在 界面 附近 很 小 的 距离 内 , 波 只 能 沿 固体 的 界面 传播 . 在 分 界面 * 一 0 必 
须 满足 的 边界 条 件 为 : Ny ;界面 的 法 向 应 力 连续 , 即 
(a —uw) =0; (TT—T)n =0 (3. 4. 40) 
当 一 个 半空 间 是 液体 时 ， 在 界面 传播 的 波 和 你 为 Scholte 波 . 
周期 结构 中 的 波 :由 两 种 以 上 材料 周期 排列 而 组 成 的 弹性 结构 . 弹性 波 在 这 种 
结构 中 传播 呈现 出 有 趣 的 特性 . 如 果 z,y 和 z 方向 的 周期 分 别 为 ai ,as 和 as ,那么 
Lamé 常数 和 密度 也 都 是 空间 坐标 的 周期 函数 , 即 
A =ACrTR), p= pr Rr), plr) = plr + Ram) 
其 中 Rw 二 maiei 十 nazez 十 lases(m,n,L 二 0, 土 1 , 土 2,…). 定义 局 部 纵波 速度 和 构 
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an = /PFD = /CD (3. 4. 41) 
plr) plr) 


应 力 -应 变 关系 式 (3. 2. 9) 变 成 
oi = 2octes + plc? — 2c?)endsy (3. 4. 42) 


波 速度 如 下 


相应 的 波动 方程 为 
2 
3 一 V， (CoctVai) 十 V，。 [ee :型 片 怒 [oci 一 2pocb Y， 四 


oe 3 
(3. 4. 43) 
由 于 纵波 和 横 波 速度 以 及 密度 是 空间 的 函数 ,上 式 再 也 不 能 分 解 成 纵波 和 横 波 了 . 
但 是 由 于 空间 上 的 周期 性 ,pCr) ,ci(r) 和 ci(7) 可 以 展开 为 Fourier 级 数 


Xr) = >JX(G)exp(iG .六 (3. 4. 44) 
G 
其 中 X 表示 olr) ,Cu Cr) ocl (7 和 Ca Cr) 一 一 pc 1(7) ,G 为 倒 格 矢 
G = 2r(20 + Le + es) (3. 4. 45) 
al Qs» Q3 
而 周期 性 位 移 矢 量 uCr,z) 满 足 Bloch 定理 
u(r,t) = exp[iCk sr — wt)] Du (GexpliG 。r) (3. 4. 46) 
G 


其 中 是 角 频 率 ,k 是 波 矢 . 上 式 代 入 方程 (3. 4. 43) 可 以 得 到 
2 {Cu(G— Gu(G) k++) » (ki) 
人 


Ca(G—GOu(G). (k++O (Ko) (3.4. 47) 
十 [CCG 一 GD) —2C4(G—G) uCG) : (KO k++O) 
—wpG—GuG)}=0 
显然 上 式 是 关于 wu《G) 的 齐 次 线性 方程 . 如 果 G 取 倒 格子 空间 所 有 的 矢量 值 ,那么 
上 式 是 关于 wuw《G) 的 无 限 线 性 联 立方 程 组 ,存在 解 的 条 件 为 系数 行列 式 等 于 零 . 给 
定 上 的 值 ,就 可 求 出 相应 的 w(k) ,从 而 求 出 k~w 关系, 即 弹 性 波 的 色散 关系 . 在 无 
限 空间 中 ,k~w 一 般 是 线性 关系 ,但 对 周期 结构 ,在 某 一 频率 范围 里 上 式 无 解 , 即 
存在 所 谓 禁 带 . 与 晶体 中 电子 的 能 带 结构 类 似 , 故 称 弹性 周期 结构 为 声 子 唱 体 . 


习 题 3 
3.1 用 坐标 变换 矩阵 直接 证 明 主 应 变 之 和 E11 十 ez2z 十 eas 是 不 变量 . (提示 : 利 
用 坐标 变换 的 正 交 条 件 3 CikC 记 =6;) 
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3.2 一 点 的 应 力 分 量 为 区 1 二 二 Tz 二 Ts 二 0, Ti 二 Ty 二 Ts 二 6. 求 :(1) 过 这 
点 上 且 法 向 为 | 
n= 方 @ 十 @ 十 es) 
的 平面 上 的 正 应 力 和 前 切 力 ;(2) 主 应 力主 应 we 
3.3 已 知 一 点 的 主 应 力 为 rm ,os 和 o;, 求 与 三 个 应 力主 轴 成 等 角 的 倾斜 面 上 
的 正 应 力 co 和 剪 切 力 rm ,并 证 明 o。 和 zo 是 全 标 恋 换 的 不 变量 (提示 ;a 二 B= 7， 


"= 后 (ate 十 es)) 


3.4 证明: 各 向 同性 弹性 体 的 Hooke 定律 
08 一 Me 人 CH 十 21er 


3 
在 坐标 变换 下 形式 不 变 ， (提示 : 令 他 一 >») CikCAON ,把 上 式 代入 Hooke 定律 ) 
k,l=1 
3.5 证 明 二 次 型 
二 去 [Q 十 21)( 抽 十 的 十 斤 ) 十 2p( 所 十 咯 十 唤 ) 


十 2(eilezs 十 eness 十 ezzess)] 
在 条 件 
wm>0 和 3A 十 2x 盖 0 
下 正定 . (提示 :用 二 次 型 正定 的 充 要 条 件 , 即 代数 子 式 大 于 零 ) 
3.6 设 方程 (3.4. 39) 具 有 表面 波形 式 的 解 
B= Boexp(— az)exp[iCwt — kr)] 
A= Aoexp(— Bz)exp[Li(wt — kr)] 
(1) 证 明 
a =k—k; B=Ek—kt 
其 中 /ak t=—w/Cts 
(2) 令 c==w/k.g 二 《ec/c)? 和 一 (ct/cD)2 证明 c 满足 方程 
8 一 8g2 十 8(3 一 2q)g 十 16(q 一 1 二 0 
上 式 即 为 表面 波 速度 满足 的 方程 ; 
(3) 设 泊 松 比 c=1/4, 证 明 cs*0.919c. (提示 : (1) 把 表面 波 解 代入 方程 
(3. 4. 39) ;(2) 把 表面 波 解 代入 边界 条 件 ) 


第 4 章 流体 的 运动 


流体 与 固体 最 大 的 不 同 就 是 流体 完全 没有 固定 的 形状 ,具有 一 定 的 流动 性 . 由 
于 流体 流动 性 , 它 的 输 运 性 质 也 区 别 于 固体 . 例如 ,宏观 上 表现 为 黏 滞 现象 的 动量 
输 运 过 程 , 当 层 流 的 各 层 速 度 不 同时 , 层 与 层 之 间 将 相互 施加 作用 力 , 阻 碍 各 层 流 
体 之 间 的 相对 运动 ;宏观 上 表现 为 扩散 现象 的 质量 输 运 过 程 , 当 流 体 的 密度 分 布 不 
均匀 时 ,流体 的 质量 会 从 高 密度 区 移动 到 低 密度 区 . 因此 流体 运动 的 描述 方法 和 动 
力学 特性 与 固体 有 较 大 的 区 别 . 流体 力学 的 内 容 非常 丰富 ,运动 形式 多 样 ,如 流体 
涡流 、. 层 流 和 汕 流 等 . 本 章 将 介绍 流体 运动 的 描述 方法 和 基本 的 动力 学 方程 ,并 对 
流体 的 运动 作 一 些 基 本 的 讨论 . 


4.1 流体 中 的 应 变 、 应 力 张 量 和 本 构 方 程 


首先 介绍 流体 运动 的 描述 方法 . 通常 采用 二 种 方法 来 描述 流体 的 运动 :La- 
grange 坐标 和 Euler 坐标 . 

Lagrange 撕 述 :以 流体 质点 的 初始 坐标 (a,5,c) 来 识别 一 个 特定 质点 ,在 时 刻 
2 该 质点 的 位 置 矢量 是 r 一 r(a,p,c,b) ,而 该 质点 的 速度 矢量 为 


i rlasb,c,t tt AD — rla,b,c,t) 一 or 
vla,b,c,t) = lim A (4. 1. 1) 


显然 ,该 流体 质点 不 管 什么 时 候 运动 到 哪里 , 它 的 Lagrange 坐标 (a,65,c) 是 不 变 
的 . Lagrange 描述 比较 适合 于 流体 质点 作 大 幅度 振动 的 情况 ,但 更 常用 的 是 Euler 
描述 . 
Euler 描述 :与 Lagrange 描述 不 同 ,Euler 描述 是 在 空间 建立 坐标 系统 (zi ,zx ， 
Zs) ,所 有 的 物理 量 是 (xi ,zz ,zs) 和 时 间 的 函数 . 当 某 时 刻 1, 流 体 流动 到 点 (zi ,x2， 
zs) 时 , 即 具有 该 点 在 时 刻 t 的 一 切 特征 . 若 以 f 表示 流体 的 一 个 物理 量 ,其 Euler 
描述 的 数学 表达 式 为 
f= Frziyzzyzayti flr,t) (4. 1. 2) 
如 流体 速度 的 Euler 描述 是 
”一 VCZ1 Ta ,Ts ,1) (4. 1. 3) 
它 表 示 在 空间 点 (Cz,z2,zs) 上 ,在 时 刻 t 的 流体 速度 , 即 在 时 刻 2 不 管 是 娜 个 质 
点 ,运动 到 点 (zl ,zs ,Z3) 就 具有 速度 "一 PCZi yzz yzsy， 因此 v 二 v《zi ,zz ,ZX3,l) 实 
际 上 是 一 个 速度 场 . 考察 时 刻 1 位 于 r 二 (zi,xz ,zs) 的 流体 质点 ,在 it 十 At 时 刻 运 
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动 到 r 十 Ar, 如 图 4. 1.1, 那 么 这 个 质点 的 加 速度 为 Ar 


a= Yo limYr 十 Ar 十 At) — vr,t) 
dt At—0 Ar - r 
一 垩 二 lim (Ar。W )v(r,t) r+Ar 
At 


At-»0 
图 4.1.1 流体 质点 的 运动 


_Ov 。 
一 BY Vv (4. 1. 4) 


可 见 加 速度 不 仅仅 是 速度 场 的 偏 导 数 . 在 流体 运动 的 Euler 描述 中 ,物理 量 的 全 导 
数 与 偏 导数 都 有 关系 


d_9 
3 i Cv V) (4. 1.5) 


第 二 项 称 为 对 流 项 . 我 们 主要 介绍 Buler 描述 . 
应 变 率 张 量 :下 面 来 分 析 流体 场 中 一 点 邻 域 的 相对 运动 . 设 时 刻 i, 在 流体 场 
中 取 一 点 Pu(Cr) 的 邻 域 中 的 任 一 点 PCr 十 57) ,那么 该 点 的 速度 为 


vr 十 56r) 一 Cr) 十 Sy 一 YCr) 十 a 十 2 十 2 


显然 8y 是 忆 点 相对 于 P。 点 的 相对 运动 速度 “上 式 林 以 成 生 阵 的 形式 
[Sw du ou 
ox: erz ezrs | 


SU GZi 
OU» OvU> Ov 
|- 3 a 四 (4.1.6) 
am ow| 
Lezl ar xs 
而 矩阵 可 分 解 成 对 称 和 反对 称 和 矩阵 的 和 , 即 
du Ou ou 
QZz1l Qxzz Oxs 
9 9 Ov 


二 一 . .7 
2 |=S+4 (4.1.7) 
Ov Ou vs 
OX1 OZ? Qzs 
其 中 矩阵 $ 和 A 的 元 为 
1 oY, 一 (Tip 工 (3u 395 1.8 
s; 一 二 (种 十 种 放 4 一 CD? 去 (各 一 3) (18) 


式 中 , 若 这 六 则 p= 二 0; 若 i<j, 则 p= 二 1. 显然 矩阵 5 的 意义 与 弹性 体 类 似 , 表 示 流 
体 的 变形 . 我 们 来 分 析 一 下 反对 称 张 量 的 意义 . 矩阵 A 只 有 3 个 独立 的 元 素 , 令 为 
Wl1 9 CU2 和 3 


.人 


dx: dx/ 机 Bzxs Br 人 OX: x2 
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显然 有 


w= FVXr (4. 1. 9) 
并 且 


0 一 03 CO2 GZzi (Uz Sx3 ws Sx2 
A. dr' 一 CU3 0 -| |- en on -exw 
一 2 CU1 0 GZs CJ1 SX» 一 Co02 Sx1 


因此 反对 称 部 分 表示 流体 绕 过 Po 点 的 瞬时 转动 轴 转 动 而 在 PP 点 引起 的 速度 . 由 
方程 (4. 1. 6) ,结合 以 上 各 式 , 我 们 得 到 


vr or) = wm 十 By = vr) + 广 Vxvxdri+Ss.6r (4.1.10) 


即 ; 流 体 在 P 点 的 速度 可 分 为 三 部 分 :Po 点 的 平 动 速度 ;流体 绕 Po 点 转动 在 已 点 
引起 的 速度 ; 因 流 体 变 形 在 P 点 引起 的 速度 . S 称 为 应 变 率 张 量 ,而 4 称 为 旋转 张 
量 . 注意 :在 弹性 体 的 变形 中 ,引入 对 称 张 量 已 经 足够 了 . 因为 反对 称 张 量 部 分 仅仅 
描述 了 弹性 体 作为 刚体 的 转动 ,变形 部 分 由 对 称 张 量 描述 ,而 在 流体 中 ,流体 运动 
包括 旋转 (如 涡 旋 ) ， 因此 必须 包括 友 对 称 张 部分 

例 4.1.1 证 明 流 体 的 相对 体积 膨胀 率 为 V。 

解 : 设 流体 微 元 为 边 长 等 于 5xi 一 5xz 二 5x 一 6x 的 正方 体 ,经 At 时 间 后 , 边 
长 5x1、8zx; 和 zs 分 别 变 成 


B71 + oonAt; dr + dE8rAt; dzs + zsAt 
GZl Qzz Ox 
于 是 相对 体积 膨胀 率 为 
3 Ovz Ovs 一 
(az 十 Bx 3zAr) (az 十 Bo 8zAt ) (az 十 Ee SXAt ) Sx6x6x 
SZSZzSzA 


~ Ov | Ovs 
~ Sz 十 az 十 az 一 =Ve*v 
故 结论 得 证 . 
应 力 张 最 : 当 考 虑 流体 的 黏 灌 效 应 时 ,流体 中 任意 一 个 面 元 上 的 应 力 与 面 元 的 


法 向 n 不一致, 因此 流体 中 的 应 力也 必须 用 应 力 张 量 来 表示 


Pu pbs ps 
ee Pz Pzs 4,1. 11) 
31 Paz pss 
面 元 上 的 应 力 为 
p=P*n (4. 1. 12) 


与 固体 一 样 ,应 力 张 量 P 是 一 个 对 称 张 量 . 
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例 4.1.2 求 静止 流体 和 无 竺 性 流体 的 应 力 张 量 . 
解 : 因 静 止 流体 不 能 承受 切 向 应 力 , 故 流体 中 任何 一 个 面 元 上 的 力 都 在 法 向 
且 相 同 ,否则 流体 不 可 能 静止 . 分 别 取 二 (0,0,1) ,nz 二 (0,1,0) 和 ns 二 (1,0,0)， 
那么 这 三 个 面 元 上 的 力 为 
P. nl = pe pases psses = pses 
Pnl = piseit pes + pao€s = po Es2 (4. 1. 13) 
Peni = pie pet paes = pe 
由 于 只 有 法 向 应 力 , 而 要 求 切 向 应 力 为 零 , 故 非 对 角 元 素 全 为 零 :ps 一 pss 王 0、 
pis=p3s =0 和 p, = ps 一 0; 又 要 求 所 有 面 元 上 的 法 向 应 力 相 等 :加 一 加 :一 加 :一 
一 p( 负 号 表示 流体 受到 压力 ) ,p 为 压强 . 于 是 静止 流体 的 应 力 张 量 为 


轧 0 0 1 0 0 
P =— 。 p ek 1 nn (4.1.14) 


0 0 pp 0 0 1 
或 者 写成 Pu 一 一 pz6x (一 1,2,3). 无 黏 性 流体 不 能 承受 切 向 应 力 ,因此 它 的 应 
力 张 量 与 静止 流体 相同 . 

本 构 方程 :与 固体 类 似 ,应 力 张 量 与 应 变 率 张 量 也 存在 一 一 对 应 的 关系 ,这 个 
关系 反映 了 流体 的 基本 性 质 , 称 为 本 构 方程 ,就 像 固体 中 应 力 张 量 与 应 变 张 量 存在 
广义 Hooke 定律 . 

假设 :@ 应 力 张 量 是 应 变 率 张 量 的 线性 函数 ; @ 流 体 是 各 向 同性 的 ,流体 的 性 

质 与 方向 无 关 ;@@ 当 流体 静止 时 ,应 变 率 为 零 ,流体 中 的 应 力 就 是 流体 的 静 压 强 , 根 
据 这 三 个 基本 假定 ,下 面 导出 本 构 方 程 . 
由 假设 1, 应 力 张 量 可 以 写成 
P=aS+ol (4.1.15) 
为 了 决定 系数 a, 考 虑 特殊 情况 :流体 沿 zi 方向 流动 ,在 zz 方向 有 速度 梯度 ,两 层 
流体 间 的 切 向 应 力 由 牛顿 黏 滞 定 律 决定 


pz=k 2 一 2uS12 (4. 1. 16) 


其 路 为 黏 滞 系数 . 比较 (4.1.15) 和 (4.1.16) 二 式 可 见 :a 二 2p. 又 由 方程 
(4. 1. 15) 得 到 
Ovi 3 
pu 一 2p Br + bs pz 一 2p De +b pss — 2p 3 十 0 
把 以 上 三 个 式 子 相 加 得 到 
OU! OU» OvUs 
pnt patps— p(t +t)+ 3 
一 20V。y 十 3 (4. 1. 17) 
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即 
_1 2 
6 一 村 (加 十 加 十 bo) 一 4 (4. 1. 18) 
因此 
P—2nS+|[ 误 (pi + pos + pss) — SV: » | (4. 1. 19) 


当 流 体 静 止 时 ,P 为 式 (4.1.14), 故 (4.1.19) 式 中 (pi 十 py 十 ps,)/3 一 定 包 含 
一 p. 另 一 方面 , (pi 十 pys 十 pss) 是 应 力 张 量 的 不 变量 ,根据 各 向 同性 假设 , 它 应 该 
与 应 变 率 张 量 的 不 变量 Su 十 Sz 十 Ss 二 V 。 vv 有关 ， 因此 令 


CPi + po + pas) =—p+tp Vr (4. 1. 20) 


于 是 

P=2uS+[—p+aAV. vI (4..1. 21) 
其 中 4 一 (一 2p/3). 因为 V，v 为 相对 体积 膨胀 率 , 故 4 称 为 体 膨 胀 医 度 系数 ,有 
时 也 称 为 第 二 猎 度 系数 . 上 式 就 是 应 力 张 量 与 应 变 率 张 量 的 关系 . 它 是 在 牛顿 黏 滞 
定律 的 基础 上 ,引入 了 三 个 假设 而 得 到 的 . 该 公式 对 多 数 的 流体 适用 . 满足 以 上 本 
构 关系 的 流体 称 为 牛顿 流体 . 


4.2 动力 学 方程 .守恒 定律 和 流体 中 的 波 


流体 的 运动 必须 遵守 的 基本 定律 包括 :质量 守恒 定律 ,动量 守恒 定律 动量 甜 
守恒 定律 .能 量 守恒 定律 (热力 学 第 一 定律 ) 和 信 不 等 式 ( 热 力学 第 二 定律 ), 其 中 前 
三 个 是 力学 定律 ,后 两 个 是 热力 学 定律 (网 第 19 章 讨 论 ). 由 于 流体 运动 常常 有 热 
过 程 参 与 ,涉及 到 热力 学 量 , 故 要 用 到 后 两 个 定律 . 另外 ,为 了 从 这 些 基 本 定律 求 出 
流体 的 状态 ,还 必须 增加 描写 具体 流体 特性 的 方程 , 即 本 构 方 程 和 状态 方程 . 当然 ， 
对 不 同 的 流体 运动 ,不 一 定 需 要 所 有 的 定律 . 例如 对 不 可 压缩 流体 、 无 热效应 的 流 
动 ,前 两 个 定律 就 足够 了 . 

质量 守恒 方程 :在 流体 中 任 取 体 积 VC( 如 图 4. 2. 1) ,体积 V 中 总 质量 的 变化 率 
应 该 等 于 流出 的 流体 , 即 


其 中 j 为 质量 流 矢量 :j 二 pv ,利用 Gauss 公式 , (4. 2. 1) 
2 式 变 成 
Q Ng 
|,(¥+v er=0 (4. 2.2) 


图 4.2.1 流体 中 的 体 元 。 由 体积 V 的 任意 性 ,得 到 质量 守恒 方程 
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让 十 Yo 一 0 (4. 2. 3) 

动量 守恒 方程 :假定 流体 受到 外 力作 用 ,单位 质量 的 力 密 度 为 ,体积 元 的 总 
动量 变化 率 应 该 等 于 流出 的 动量 与 合力 (外 力 和 表面 S$ 上 的 应 力 ) 之 和 

| prar——$e.dst[| ofar+P .mrds] G4.2.4 


式 中 右边 第 三 项 面积 分 为 体积 V 的 流体 表面 S 上 的 应 力 ,号 为 动量 流 张 量 :SS= 
pw ,写成 矩阵 形式 ， 它 的 元 素 为 (3)。 一 0OTiU (i,k 一 1,2,3). 注意 :标量 的 流 为 矢 
量 , 矢 量 的 流 一 定 是 张 量 , 张 量 的 这 一 形式 也 称 为 并 矢 . 上 式 面 积分 化 成 体积 分 


akoz) ym, , 
[| 人 2 +y slar | er tv Pdr (4. 2. 5) 
由 体积 V 的 任意 性 ,得 到 动量 守恒 方程 

Se +Y 3 一 ATY:P (4. 2.6) 


利用 张 量 运算 恒等式 V 。(owy) 一 (*。V ) 《pv) 十 ovrV。v 和 方程 (4. 2. 3), 上 式 可 改 
为 


po 平一 af 十 Y.P (4.2.7) 
如 果 外 力 f==0, 式 (4. 2. 6) 改 写成 标准 的 守恒 形式 
Se y=0 (4. 2. 8) 
其 中 也 为 包括 了 表面 应 太 的 动量 流 窗 度 张 量 开 二 8 十 P. 由 式 (4. 1. 21) 
V.P 一 V. C25)+[— Vp+V OAV ] (4. 2.9) 
于 是 方程 (4. 2. 7) 变 成 
po 里 一 MY pS) + Vp+V AV w] C4. 2. 10) 
称 为 Navier-Stokes 方程 . RRA 为 常数 ,利用 V， S 二 V *v/2, 上 式 简化 成 
p= —Vptpvvtav (Ve (4. 2. 11) 
如 果 py 和 4 都 为 零 ,上 式 变 成 
ptpr "Vr = pf — Vp (4. 2. 12) 
利用 Gy。V Dv 二 V (ww/2) 一 vyX(V Xr) 得 到 
ti vt (sr) XV/ (4. 2. 13) 


称 为 流体 动力 学 的 Euler 方程 . 注意 :由 于 存在 非 线 性 对 流 项 "。V ,Navier-Stokes 
方程 和 Euler 方程 都 是 非 线性 方程 . 一 个 特殊 情况 是 流体 处 于 平衡 状态 ,此 时 "一 
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0, 于 是 方程 (4. 2. 10) 简 化 为 


ef = Vp (4. 2. 14) 
动量 矩 守恒 方程 :体积 元 的 总 动量 答 变 化 率 应 该 等 于 流出 的 动量 矩 与 合力 (外 
力 和 表面 S 上 的 应 力 ) 的 动量 矩 ( 相 对 于 原点 ) 之 和 
人 | ,er X vdzr = 下 s。 。dS 十 [| ,er x Jdr 十 中 X (了 P。 nz)dS | 
其 中 号 。 为 动量 矩 流 张 量 :;So 一 (rXwovr, 同 样 上 式 可 化 成 
| or xX 下 de 一 |, or Xx fdrihr x (P.n')dS (4. 2. 15) 
A 
= piie 十 加 es + pises 
bp; 二 Del 十 py,e2 十 pys€3 (4. 2. 16) 
Ps 一 paei paze2 十 psses 
可 以 验证 式 (4. 2. 15) 的 面积 分 可 化 成 体积 分 ,于 是 


dy 3 BCrXp) BacrXxp) acrXP) 
je(rx 吕 rXy)dr |,[ Oxi 十 Qzz 十 OXxs Jer 
由 体积 V 的 任意 性 ,得 到 动量 矩 守恒 方程 
d 
prX 时 一 or Xf= 计 XpD+ XP) + Xp,) (4. 2.17) 


dt 
由 于 


了 xD) 十 训 - -CrXPo) 十 5 Crx ps) 


一 op oop, ops 
rx (2 十 Ba + a)+ xX pi) + (es Xp,) + (es X ps,) 


=rX(V.P)+(e Xp) (ee Xp,) (es X p,) 
代入 方程 (4. 2. 17) 


rx (pp VP)= Ce Xp) te Xp) + (es Xp,) (4. 2. 18) 


左边 利用 动量 守恒 方程 (4. 2. 7) 为 零 ,右边 要 求 应 力 张 量 具有 对 称 性 ， :Pax 一 Pn. 因 
此 动量 矩 守恒 方程 并 没有 新 的 内 容 . 

能 量 守恒 方程 :如 果 一 个 实际 问题 有 热 过 程 参与 运动 ,能 量 守恒 方程 就 不 必 可 
少 . 而且 除了 求 流体 的 速度 场 外 ,还 必须 求 温度 场 的 分 布 . 流体 元 的 能 量 密度 包括 
三 部 分 :单位 质量 的 内 能 e、 单 位 质量 的 动能 /2 和 单位 质量 的 重力 势能 gxs ,这 
里 ,我 们 用 zs 表示 流体 元 的 高 度 . 体积 元 的 总 能 量变 化 率 应 该 等 于 :中 面 上 流出 的 
能 量 ;@ 合 力 (外 力 和 表面 S 上 的 应 力 ) 作 功 ;@ 由 于 热 辐 射 增加 的 能 量 ;@ 热 传导 
从 面 上 流出 的 热量 , 即 
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全 ,eedr= 一 中 7 ， ds+h (Pp .四 .ds 十 | .or .rdr 
二 | ear 一 “dS (4. 2. 19) 
其 中 
ee 六 十 gz (4. 2. 20) 


为 单位 质量 外 力 合 力 ( 除 重力 ) ,j. 二 per 为 能 量 流 密度 矢量 ,q 为 单位 时 间 内 由 辐 
射 传人 单位 质量 流体 的 热量 ,q. 为 热流 矢量 . 方程 (4. 2. 19) 中 右边 面积 分 化 成 体 
积分 


ids th Pe me rds—p gr .ds 


(4.2.21) 
=[ [Vj Vt Pe dr 
由 体积 V 的 任意 性 ,得 到 能 量 守 恒 方 程 
Se vy. VpnWiof rv Vgtpg (4.2.22) 
利用 连续 性 方程 (4. 2. 3) ,上 式 可 以 改写 为 全 导数 形式 
pV PW tof r—V. gtog (4. 2. 23) 


由 Fourier 热传导 定律 ,q. 一 一 xVT, 其 中 «为 热 导 系数 ,TT 二 T(r, 四 为 温度 场 分 布 ， 
则 方程 (4. 2. 23) 成 为 | 


p=V° Ptp vty (VT) + pg (4. 2. 24) 

状态 方程 :在 以 上 的 讨论 中 ,涉及 到 了 温度 、 压 强 和 密度 (与 流体 的 体积 有 关 ) 
等 宏观 参量 . 如 果 假 定 流体 处 于 热 动 平衡 状态 ( 见 第 19 章 讨 论 ) ,由 热力 学 知道 ,这 
些 宏观 参量 有 一 定 的 内 在 联系 , 称 为 状态 方程 ,如 Pp 一 p(T,p) ,或 者 p 二 pls,p) ,其 
中 s 为 单位 质量 的 炉 . 状态 方程 的 建立 必须 通过 实验 确定 或 者 由 统计 物理 学 从 理 
论 上 推导 出 来 . 

例 4. 2.1 求 转动 参考 系 中 流体 的 运动 方程 . 

解 : 由 方程 (1. 4. 26) , 非 惯性 参考 系 中 加 速度 的 表达 式 为 


a 二 a 十 qi 十 a (4. 2. 25) 
其 中 a 为 相对 加 速度 ,at 为 牵引 加 速度 
a = 多 xrtoo :nr (4. 2. 26) 


ae 为 科 里 奥 利 加 速度 
dad. = 20 XV (4. 2. 27) 
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其 中 v 为 相对 于 非 惯性 参考 系 的 流体 速度 . 于 是 方程 (4. 2.7) 中 的 力 密度 应 减 去 
惯性 离心 力 和 科 里 奥 利 力 
p=pf -a ad TtVPp (4. 2. 28) 
流体 中 的 小 振幅 波 :流体 中 同样 存在 回复 力 , 当 流体 中 的 某 一 部 分 受到 小 的 扰 
动 , 扰 动 以 波 的 形式 在 流体 介质 中 传播 . 无 界 空 间 的 流体 在 忽略 黏 滞 的 情况 下 ,只 
能 传播 纵波 , 即 密度 波 (或 压力 波 ). 在 流体 的 表面 (如 水 表面 ), 也 能 传播 所 谓 的 水 
表面 波 ,但 与 固体 表面 波 不 同 ,这 里 的 回复 力 是 重力 . 而 在 固体 情形 ,重力 相对 于 固 
体 张力 可 忽略 不 计 . 当 两 种 不 同 的 流体 形成 界面 时 ,同样 可 以 传播 界面 波 . 我 们 仅 
讨论 无 黏 滞 流体 中 小 扰动 的 传播 . 
如 果 流 体质 点 偏离 平衡 位 置 的 幅度 很 小 , 令 p 一 wm 十 p ,六 一 名 十 如 和 ?一 内 十 
Y ,其 中 m .加 和 m 分 别 是 平衡 点 的 密度 .压强 和 速度 ,假定 它们 与 空间 坐标 无 关 . 
显然 ,在 小 扰动 条 件 下 ,p'、v 和 wp 是 二 级 小 量 . 由 方程 (4. 2. 3) 和 (4. 2.7) 
tp Ve =0 p+V = pf (4. 2. 29) 
以 上 二 式 消去 ”得 到 
SE vp ov. (4. 2. 30) 
另 一 方面 ,假定 流体 小 扰动 过 程 是 绝热 过 程 , 即 流体 压缩 和 膨胀 的 周期 比 热 传导 时 
间 短 得 多 , 相 邻 媒质 间 没 有 热量 交换 , 故 灶 不 变 . 于 是 状态 方程 为 


p= Be "| po = ep (4. 2. 31) 
jp 5 
代入 式 (4. 2. 30) 得 到 
2 
vp es — ov: (4. 2. 32) 


式 (4. 2. 32) 即 为 流体 中 小 扰动 的 波动 方程 , 即 声波 方程 , 式 “ 为 声速 . 

得 到 方程 (4. 2. 32) ,已 假定 pv 和 we 都 是 二 级 小 量 ,因而 方程 (4. 2. 29) 成 立 . 
事实 上 ,直接 从 质量 守恒 方程 (4. 2. 3) 和 动量 守恒 方程 (4. 2. 6) 可 推出 更 一 般 的 波 
动 方程 . 由 质量 守恒 方程 (4. 2. 3) 


3 +V.(or =0 (4. 2. 33) 
2 
以 及 动量 守恒 方程 (4. 2. 6) 并 假定 外 力 为 零 
2 ty pw) = VP 4.2.34) 


式 (4. 2. 33) 和 (4. 2. 34) 消 去 pv 得 到 


第 4 章 流体 的 运动 ”69 


32 一 VV :(ow 一 已 (4. 2. 35) 
左右 两 边 同 时 减 去 V *p 得 到 
2 
Se Vp= Wpw -Pep) (4. 2. 36) 
写成 分 量 形式 即 为 
ao 2 2 9 Ta 
3 CCV po BL Br, (4. 2. 37) 


其 中 Tux =pviva— Pi —c pn. 上 式 称 为 Lighthill 方程 . 在 忽略 黏 滞 情 况 下 ,PP 一 
— po ， 因 
oO? 

Bz dx 

故 方程 (4. 2. 37) 简 化 为 


/ 


(p 一 cp 


P, C2 pOig 人 ') 20 


四 
¢ 0) ~ OXiOX; 


2 一 “Vv ‘p= ox; 2 
上 式 右边 仍然 含有 密度 和 速度 场 , 但 可 用 微 扰 法 求解 . 式 (4. 2. 38) 在 流体 滑 流 引起 
噪声 的 研究 中 非常 有 用 ,如 研究 喷气 式 飞机 引起 的 噪声 . 假定 流体 清流 的 速度 场 为 
vo《r,t) ,那么 由 方程 (4. 2. 31) 和 (4. 2. 38) ,产生 的 噪声 满足 

Eo Vp Brant 
因此 可 把 方程 (4. 2. 38) 的 右边 当 作 源 项 来 处 理 . 


4. 3 流体 运动 的 相似 律 和 Reynolds 数 


流体 运动 方程 的 求解 是 十 分 困难 的 ,即使 流体 是 不 可 压缩 的 . 除了 极 少数 特殊 
情形 外 ,根本 无 法 求 得 它 的 解析 解 . 因此 为 了 解决 工程 实际 问题 ,需要 进行 各 种 模 
拟 实验 , 模拟 实验 中 一 般 采 用 缩小 了 的 模型 ,于 是 就 产生 了 问题 ;为 了 保持 模拟 流 
场 与 实物 流 场 之 间 的 一 定 对 应 关系 ,或 者 说 相似 性 ,实验 中 的 各 种 特征 参数 (如 流 
体 黏 滞 性 质 和 来 流速 度 ) 要 不 要 相应 变化 呢 ? 模拟 实验 测量 出 的 各 种 数据 又 需要 
怎样 换算 才能 给 出 实物 上 的 对 应 值 ? 这 些 问 题 可 以 由 “相似 律 ” 来 解决 . 所 谓 两 个 
流动 现象 彼此 相似 ,有 以 下 四 个 不 同 的 层次 ， 

1. 几何 相似 :两 流 场 中 被 绕 流 物体 和 流 场 中 各 对 应 线 元 之 间 夹 角 相 等 , 且 对 
应 长 度 成 比例 . 分 别 取 模 型 与 实物 的 特征 长 度 和 特征 时 间 构 成 无 量 纲 量 ,那么 两 流 
场 中 无 量 纲 坐 标 和 无 量 纲 时 间 相 同 的 点 称 为 时 空 对 应 点 ; 

2. 运动 相似 :两 个 几何 相似 的 流 场 中 时 空 对 应 点 上 的 速度 方向 相同 ,大 小 成 


= 一 一 (0v: Uk) (4. 2. 38) 


VoiU ok ) (4. 2. 39) 
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比例 ; 

3. 动力 相似 :两 个 运动 相似 的 流 场 中 时 空 对 应 点 上 对 应 面 元 所 受 的 力 方向 相 
同 , 大 小 成 比例 ; 

4. 热力 学 相似 :两 个 动力 相似 的 流 场 中 时 空 对 应 点 上 的 温度 成 比例 ,通过 对 
应 点 上 对 应 面 元 的 热流 方向 相同 ,大 小 成 比例 . 

对 不 同 的 工程 问题 ,我 们 提出 不 同 层次 的 相似 要 求 ,如 果 只 要 知道 物体 所 受 的 
流体 作用 力 而 对 传 热 不 感 兴趣 , 那 就 只 需 令 模型 流 场 与 实物 流 场 动力 相似 就 可 
以 了 . 

需要 特别 指出 的 是 :几何 相似 并 不 能 保证 两 个 流 场 之 间 动 力 相似 ,除非 用 同样 
性 质 的 流体 . 相似 条 件 与 具体 的 流体 力学 问题 有 关 ， 
不 同 的 问题 有 不 同 的 相似 条 件 . 我 们 以 下 列 问 题 为 
” 例 来 说 明 两 个 流 场 的 相似 条 件 . 

重力 场 中 黏 滞 系 数 为 常数 的 不 可 压缩 流体 绕 过 
某 一 物体 ,其 曲面 形状 为 z 二 f(x,y). 假定 来 流速 度 
U- 在 zcOxz 平面 且 与 zx 轴 成 a 角 , 重力 指 向 xz 轴 负 
向 ,流体 自由 面 上 方 为 大 气压 名 ,如 图 4. 3.1. 对 不 
可 压缩 流体 op = 常数 , 由 质量 守恒 方程 和 式 
图 4.3.1 相似 律 (4. 2. 11) ,问题 的 数学 表达 为 


=0, VY we,—l 2 
Vv=0; 了 pger DY 7 (4. 3. 1) 


其 中 v=/p 称 为 运动 靳 滞 度 系数 . 边界 条 件 和 初始 条 件 为 
国体 -流体 边界 : 当 z 一 .F(z,y) 时 ,一 0; 无 限 远 处 边界 


v= Ucosaes sinaes), (rr 一 co) (4. 3. 2) 
自由 面 边界 : 当 z= 二 zo 时 ,p= 二 p ;初始 分 布 : 
v |:0 = Wry 2,0); p |,-。 = 户 (zyyzy0) (4. 3. 3) 
首先 进行 无 量 纲 化 , 令 
,1 Vl, /1 
TI YL L 
] p (4. 3. 4) 
1 » :vv , /二 
pn vU Uc ;。 Pp pUz 


其 中 工 为 表征 物体 线 度 的 参数 ,to 为 表征 流体 力学 过 程 的 时 间 参 数 . 上 式 代入 方 
程 (4. 3. 1) 得 到 


V’ .y=0; So + ,VO 一直 一 Y 汪 十 遍 Vay (4.3.5) 
. 其 中 三 个 无 量 纲 参数 定义 为 
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L_ ， Us PC 上 
Uto” eL” 4 
其 中 Re 称 为 Reynolds 数 ,与 黏 洁 系数 有 关 , 是 流体 力学 中 一 个 重要 的 参数 . 显然 
Re 表征 藕 灌 力 与 惯性 力 的 相对 大 小 ,下 表征 重力 与 惯性 力 的 相对 大 小 ,而 S 表征 
非 定常 效应 的 重要 性 . 同样 边界 条 件 和 初始 条 件 的 无 量 纲 化 

1 


过 一 元 1CLz ,Lo ) 请 (zy) x = 地。 = z0 (4. 3. 7a) 


g 一 


天 一 


(4. 3. 6) 


bp / 
p= 0 =F; y= (cosaes+singe), r—>00 (4. 3.7b) 
pU% 
和 
Vv | -一 Unm(CLz ,Ly’ ,Lz’ ,0) = VCz ye) (4. 3. 8a) 


p’ | -一 ED sly sls,0) 三 中 (zy it) (4.3.8b) 


因此 两 个 几何 相似 ( 即 上 式 中 六 和 zs 相同 ) 的 流 场 彼此 动力 相似 的 条 件 是 : 
1. 相同 的 相似 参数 :S、F、E 和 Re; 
2. 相同 的 攻 角 a; 
3. 相同 的 无 量 纲 化 初始 条 件 . 
为 了 进一步 说 明 Reynolds 数 Re 表征 黏 滞 力 与 惯性 力 的 相对 大 小 ,以 非 线性 
对 流 项 中 oxax/az 代表 惯性 力 , 黏 潇 项 中 we:way 代表 黏 滞 力 . u、3u/3x 和 
Su/9x? 的 量 级 分 别 为:U- 、UwL ! 和 UsL?, 故 惯性 力 与 茜 滞 力 之 比 为 
Ou 
plar popULL'! UL 
3 = 一 人 上 =R (4. 3. 9) 
La oy 
可 见 Reynolds 数 Re 确实 表征 了 黏 滞 力 与 惯性 力 的 相对 大 小 . Reynolds 数 不 仅 是 相 
似 准 则 ,而 且 还 是 区 别 黏 滞 流 体 流 动 属于 什么 运动 形态 的 唯一 参数 . Reynolds 数 大 小 
的 具体 例子 ;@ 气 象 中 雨滴 降落 ,Re<1( 小 Reynolds 数 );@ 轴 承 中 润滑 理论 ,Re 一 
100( 中 Reynolds 数 );@ 空 气动 力学 的 扰动 问题 ,R~10; (大 Reynolds 数 ). 


4.4 ”流体 的 基本 运动 : 涡 旋 、 层 流 和 潮流 


本 节 简 单 介 绍 流体 的 涡 旋 运动 .无 黏 滞 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 和 黏 滞 不 可 
压缩 流体 的 层 流 ,以 及 流体 的 湛 流 运动 ， 

首先 介绍 描写 流体 流动 的 几 个 概念 

流 线 :用 来 描述 流 场 中 各 点 流动 方向 的 曲线 . 它 是 某 时 刻 速度 场 中 的 一 条 矢量 
线 ,在 线 上 任 一 点 的 切线 方向 与 该 点 在 该 时 刻 的 速度 矢量 方向 一 致 . 某 一 时 刻 :在 
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一 流 线 上 取 一 段 元 dr, 由 流 线 的 定义 ,应 有 :drX* 一 0, 其 分 量 形式 为 
dx dzxs dzs 


TisTarTast) varisTasrart) valris rs rst) 
(4. 4. 1) 式 即 为 决定 速度 场 v 中 流 线 的 方程 . 

流 管 :在 速度 场 中 任 画 一 闭合 曲线 ,通过 闭合 曲线 上 每 一 点 作出 流 线 , 这 些 流 
线形 成 管状 曲面 ,叫做 流 管 . 由 于 流 线 不 相交 ,流体 的 质点 不 可 能 穿 过 流 管 的 “ 壁 ” 
(如 果 相 交 , 相 交点 就 有 二 个 流速 ,这 就 破坏 了 唯一 性 ). 

涡 量 :定义 流体 速度 的 旋 度 为 流 场 的 涡 量 , 记 作 wm 


(4. 4. 1) 


w=VXv (4. 4. 2) 
涡 量 w 是 与 空间 和 时 间 有 关 的 矢量 场 , 称 为 涡 量 场 . 
ws 涡 线 : 某 时 刻 涡 量 场 中 的 一 条 矢量 线 , 在 线 上 


涡 线 。 任 一 点 的 切线 方向 与 该 点 在 该 时 刻 的 涡 量 矢量 方 
向 一 致 ,如 图 4. 4. 1. 涡 线 的 方程 与 式 (4. 4. 1) 类 似 
由 dz 加 dz 一 dzs 


(4. 4. 3) 


涡 管 :在 涡 量 场 中 任 画 一 条 非 涡 线 的 闭合 曲 
线 , 则 在 同一 时 刻 通过 闭合 曲线 上 每 一 点 作出 涡 


图 4.4.1 涡 线 线 , 这 些 涡 线形 成 管状 曲面 ,叫做 涡 管 . 
速度 环 量 :对 流 场 的 任意 闭合 曲线 工 ,速度 环 量 定义 为 线 积分 
= 二 中 ， 。 di (4. 4. 4) 
涡 通 量 : 对 流 场 的 任意 曲面 S, 涡 通 量 定 义 为 面积 分 
J = .ds (4. 4. 5) 
下 面 介 绍 流体 流动 的 几 种 形式 . 


1. 无 黏 滞 流 体 的 涡 旋 运动 :对 无 竺 滞 流 体 的 涡 旋 运动 , 流体 动力 学 方程 即 为 
Euler 方程 (4. 2. 13) 


Ov ，1 1 2 一 
EACd vxXVXH = (4. 4. 6) 

(4. 4. 6) 式 两 边 求 旋 度 ,注意 到 VY ， w= 二 VV ，(V Xv) 寺 0, 可 得 
BO Vo VtoV: 六 一 YX7 vx (Sv) (4.4.7) 


进一步 假定 :体力 密度 有 势 ( 如 重力 ) , 即 存在 标量 势 函数 @6, 使 /一 VG;@O 压 
强 仅 是 密度 的 沙 数 ( 称 为 正 压 流体 ), 即 p 二 pCp) 或 者 po 一 oCzp) , 故 可 定义 压强 函数 
dp ， = dp 
| pCp) pp) 


(4. 4. 8) 
即 
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dP = (VP) dr = VP) dr (4. 4. 9) 
由 dr 的 任意 性 ;po-'(Vp) 二 VP. 在 这 二 个 假定 下 ,方程 (4. 4. 7) 简 化 为 
do oy)yto V0 C4. 4. 10) 
这 就 是 涡 量 满足 的 基本 方程 ,而 且 此 时 速度 环 量 守恒 . 证明: 把 Euler 方程 写成 
fp (4. 4. 11) 
因为 上 有 势 且 流体 是 正 压 流体 , 故 上 式 为 
中 一 V(G6 一 局 (4.4.12) 
速度 环 量 的 时 间 变 化 率 为 
T= hv. d=h vB—P) .d=0 (4. 4. 13) 
即 速度 环 量 守恒 . 又 
r=pv.d=$ (VX .ds=Jo .ds (4. 4.14) 


由 S 和 L 的 任意 性 ,速度 环 量 守恒 意味 着 涡 通 量 守恒 . 如 果 开 始 时 ,流体 中 没有 涡 
旋 w 二 0, 那么 以 后 也 不 可 能 有 涡 旋 ! 注意 ,这 一 结论 成 立 的 条 件 :无 黏 滞 流体 ; 体 
力 密度 有 势 ( 如 重力 作用 ); 正 压 流体 . 

需要 特别 指出 的 是 ;不 能 根据 流 线 是 否 形 成 闭合 环 状 来 判断 速度 场 是 否 有 旋 . 
下 面 举 一 例 说 明 . 

例 4.4.1 流体 的 速度 场 为 "一 ye-, 求 流 线 、 旋 度 和 涡 线 . 

解 : 由 方程 (4. 4. 1) , 流 线 的 方程 为 


dz 和 dz 
y 6 0 (4. 4. 15) 
即 ydy 二 0 和 ydz 一 0, 流 线 为 :y 一 常数 和 zx 一 常数 . 另 一 方面 
四 一 VXYy 一 一 e: (4. 4. 16) 


同样 可 求 得 涡 线 :z 二 常数 和 y 一 常数 . 可 见 流 线 和 涡 线 分 别 为 平行 于 x 和 zz 轴 的 
直线 ,但 这 个 流 场 处 处 有 旋 ! 反 过 来 ,即使 流 线 形成 闭合 环 状 ,也 不 一 定 有 旋 . 
2. 无 蔡 滞 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 :无 攻 滞 .不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 是 流 
体 运 动 的 最 简单 状态 . 因 流 体 作 无 旋 运动 :V Xv 二 0, 故 可 定义 势 函 数 p,? 一 Vp; 又 
流体 是 不 可 压缩 的 :o 一 常数 . 由 质量 守恒 方程 :V，v 二 0. 因此 无 黏 洁 . 不 可 压缩 流 
体 作 无 旋 运 动 的 基本 方程 为 
V ?29 =0; Vv 二 V9 


Or, 工 1 (4.4.17) 
to votv (sv)=f 
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如 果 体 力 密 度 有 势 且 流体 为 正 压 流体 , (4. 4. 17) 式 第 二 个 方程 简化 成 
名 + 计生 = cD (4. 4. 18) 


其 中 cb 是 任意 函数 . 称 为 Lagrange 积分 . 对 有 限 空间 问题 ,方程 (4. 4. 17) 必 须 加 
上 初始 条 件 :v|,-6 二 ww;p1,-o 二 p,，, 以 及 边界 条 件 . 在 无 黏 滞 情况, 固体 -流体 边界 
条 件 为 法 向 速度 连续 ,而 切 向 速度 任意 . 这 与 黏 滞 流 体 有 很 大 的 区 别 . 对 黏 滞 流体， 
流体 黏着 在 固体 边界 上 ,不 仅仅 法 向 速度 连续 ,而 且 同 时 要 求 切 向 速度 也 连续 , 即 
在 固体 -流体 边界 上 ,流体 的 速度 必须 等 于 固体 的 速度 . 对 无 黏 滞 流体 ,这 是 不 可 能 
同时 满足 的 . 

例 4.4.2 密度 为 p 的 无 黏 滞 .不 可 压缩 流体 的 均匀 来 流 , 绕 过 一 半径 为 < 的 
无 限 长 直 圆柱 ,来 流速 度 为 U ,没有 环 量 . 求 速度 场 分 布 及 圆柱 表面 的 压强 . 

解 : 速度 势 满足 Laplace 方 程 ,在 二 维 柱 坐标 系 中 

Ep + + -0 (4. 4. 19) 
无 限 远 处 边界 条 件 :v 二 Vp 二 Ues(r>o0), 即 g(r, 四 1,… 一 Uwrcos8; 在 圆柱 边界 
上 ,法 向 速度 为 零 . 方程 (4. 4. 19) 的 通 解 为 
Gr,0) = eod folnr 


十 5S) (amr™ bar ™) (cncosmd + dnsinmy ) (4. 4. 20) 
m=0 
因为 没有 环 量 :eo 一 0; 由 无 限 远 处 边界 条 件 :m 一 1 县 4 二 0, 故 
gr) 咏 一 万 inr 十 (ar 十 生计)cosg (4.4 21) 


利用 无 限 远 处 边界 条 件 得 到 fo 二 0,a1 一 U ;由 圆柱 上 边界 条 件 得 到 bh 一 Ua. 故 
速度 势 为 


2 
pr»0) = Us (r+ )eosd (4. 4. 22) 
因此 速度 场 为 
2 2 
or = U, (1 一 乞 )cose; Cr,9) 一 一 Uw (1 十 的 )sing 


在 圆柱 壁 上 


vr30) | = 0; vlr,0) | 一 一 2U-sin9 (4. 4. 23) 
由 方程 (4. 4. 18) 并 注意 到 定常 流动 与 时 间 无 关 ,得 到 圆柱 表面 的 压强 满足 
1 P»_ /1 2 
B+ 人 -+ (4. 4. 24) 
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因此 
Pp I=4 = p., 十 去 pC(U& — |,) = p., 二 去 pUS (1 — 4sin2 9) (4. 4. 25) 


从 式 (4. 4. 23) 可 见 , 流 体 在 圆柱 面 上 存在 切 向 速度 . 

3. 竺 滞 不 可 压缩 流体 的 层 流 : 黏 滞 不 可 压缩 流体 的 运动 状态 是 层 流 ( 即 流 线 
层次 分 明 ,互相 平行 ) 还 是 汪 流 ( 即 流体 质点 无 规律 运动 ,流体 中 含有 大 量 的 无 规则 
的 三 维 涡 旋 ) ,主要 取决 于 Reynolds 数 的 大 小 ,Reynolds 数 越 大 ,流动 越 容易 处 于 
满 流 状态 . Reynolds 数 作为 层 流 到 湛 流 的 决定 参数 ,其 物理 本 质 是 : 当 Reynolds 
数 较 小 时 , 夭 滞 力 大 于 惯性 力 , 此 时 流动 是 稳定 的 ,如 果 流 体 中 有 一 个 小 的 扰动 , 则 
扰动 很 快 衰减 ; 当 Reynolds 数 较 大 时 ,惯性 力 大 于 黏 滞 力 , 此 时 流动 是 不 稳定 的 ， 
如 果 流 体 中 有 一 个 小 的 扰动 , 则 扰动 容易 发 展 增强 ,形成 清流 . 层 流 与 淇 流 的 规律 ' 
和 数学 处 理 方法 有 很 大 的 区 别 . 

首先 讨论 简单 的 层 流 运动 ,此 时 不 能 定义 势 函数 了 ,但 仍然 有 o 一 常数 ,由 质 
量 守恒 方程 :VY。 v= 二 0. 流体 运动 的 基本 方程 为 


V.v=0; 半 = Vt (4. 4. 26) 


另外 ,流体 的 黏 滞 性 必 引 起 流体 机 械 能 量 向 热能 的 转化 ， 因此 还 必须 增加 能 量 守 
恒 方 程 . 必须 指出 : 束 滞 不 可 压缩 流体 的 运动 一 般 是 有 旋 的 . 事实 上 ， 因为 V ?r= 
VV 一 VX(V XD) = 一 V Xew, 如 果 流体 运动 无 旋 , 那 么 @ 一 0, 即 Y v 一 0. 故 
运动 方程 为 
3 1 1 2s\_ 
V.v= 0; EAACA (4. 4. 27) 


其 中 已 利用 Gy。V)v=V (VV/2D 一 vX(V XW =V(v/2). 上 式 与 无 黏 滞 情况 的 方 
程 (4. 4. 17) 是 完全 一 样 的 . 但 边界 条 件 不 一 样 :在 无 黏 滞 情 况 下 ,方程 (4. 4. 17) 中 
的 v 仅 要 求 满足 法 向 速度 连续 ,这 样 的 解 一 般 存在 且 唯 一 ;而 方程 (4.4. 27) 中 的 ， 
不 仅仅 要 求法 向 速度 连续 , 而 且 要 求 切 向 速度 也 连续 ,这 样 的 解 一 般 不 存在 . 故 
(4. 4. 26) 没 有 无 旋 解 . 

例 4.4.3， 平 行 平 板 间 的 黏 滞 流动 :上 板 以 常 速度 过 沿 z 方向 滑动 ,下 板 不 
动 . 设 z 方 向 保持 压 差 = 常量 , 板 间 距离 为 2%, 上 下 板 分 别 位 于 yh 和 yy 一 
一 h. 求 流体 的 运动 场 和 上 下 板 受 到 的 摩擦 力 . 

解 : 设 速度 场 为 y= (u,v) ,基本 方程 为 ， 

经 十 9 一 0 (4. 4. 28) 

ou ,ou 1 9p (y+) 


aa 1ap /ao ov 
“az 十 "ay 一 Cd 


(4. 4. 29) 
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边界 条 件 为 
3 一 一 六 :一 0， 习 一 0 
y= 二 Th:uw=U, v=0 
由 于 之 方向 为 无 限 , 故 流速 与 x 无关, 如 9u/3x 二 0, 于 是 由 式 (4.4.28) 得 到 . 
ao/ay 一 0, 结 合 边界 条 件 得 到 :us=0. 代入 式 (4. 4. 29) 第 二 个 方程 得 到 :3p/3y= 
0. 于 是 流体 的 速度 场 和 压强 分 布 为 


(4. 4. 30) 


UW=uly), v=0, p= px) (4. 4. 31) 

代入 式 (4.4. 29) 第 一 个 方程 ,左边 的 非 线性 对 流 项 为 零 , 即 

2 
5 =P (4. 4. 32) 
因此 
u(y) = 路 (y 十 月 + 直 (y —h?) (4. 4. 33) 
2 

板 间 流速 分 布 如 图 4. 4. 2. 上 下 板 受 到 的 摩擦 力 为 
zy 一 (至 ) 一 综 土 hp (4. 4. 34) 


当 U=0 时 ,上 下 板 受到 的 剪 应力 大 小 相等 方向 相 
反 . 必须 说 明 : 本 例 是 可 以 严格 求解 的 少数 例子 之 
2 一 ,恰好 非 线性 对 流 项 为 零 . 
图 4 4 2 板 间 的 速度 4. 医 滞 不 可 压缩 流体 的 滞 流 和 边界 层 : 当 
Reynolds 数 增加 时 ,惯性 力 大 于 黏 洁 力 , 流 体 从 层 
流 过 渡 到 市 流 . 以 圆 管 中 黏 滞 流 体 的 流动 为 例 ,Reynolds 数 为 Re 二 pUd/p, 其 中 U 
是 管 流 的 平均 速度 ,d 是 圆 管 的 直径 . 实验 表明 , 圆 管 中 流体 的 流动 状态 取决 于 
Reynolds 数 的 大 小 , 随 着 Reynolds 数 的 增加 ,管内 流体 流动 从 层 流 过 渡 到 洲 流 ， 
而 且 临 界 值 Re. 与 外 界 条 件 有 关 ( 如 圆 管 和 人 口 处 的 形状 ) ,但 有 一 个 下 界 Re. 一 
2000. 当 Re 过 2000 时 ,无 论 外 界 的 扰动 多 大 ,管内 流动 保持 稳定 的 层 流 状态 . 
当 Reynolds 数 很 大 时 ,v 很 小 ， 似乎 可 以 忽略 式 (4. 4. 26) 中 的 黏 滞 项 简化 成 
无 黏 滞 、 不 可 压缩 流体 的 运动 方程 
fl vr ef Vp (4. 4. 35) 
t Pp p 


其 实 不 然 . 前 面 我 们 已 经 讨论 了 黏 滞 , 不 可 压缩 流体 运动 的 有 旋 性 ,而 无 黏 滞 .不 可 
压缩 流体 是 可 以 作 无 旋 运 动 的 . 问题 出 在 边界 上 :在 流体 体内 , 当 Reynolds 数 很 大 
时 , 秋 滞 力 可 忽略 不 计 , 流 体 的 流动 满足 上 式 ;而 在 边界 上 , 黏 潜流 体 粘 着 在 固体 
上 ,法 向 速度 和 切 向 速度 为 零 ( 不 能 忽略 黏 灌 1). 由 于 切 向 黏 滞 力 为 Kew/ ay( 其 中 
y 为 边界 法 向 距离 ) ,而 很 小 ,必定 3u/3y 很 大 . 故 在 边界 附近 ,流动 变化 极 大 ,而 
且 一 般 是 有 旋 的 . 
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因此 在 高 Reynolds 数 时 ,流体 的 运动 分 两 个 性 质 很 不 相同 的 区 域 :中 流体 体 
内 ,可 看 作 无 竺 滞 流 体 ;@ 边 界 附近 区 域 ( 称 为 边界 层 ) ,必须 考虑 流体 的 恭 滞 ,边界 
层 的 厚度 大 约 为 8~ 工 /VRe. 

关于 汕 流 和 边界 层 的 数学 理论 不 作 进 一 步 的 讨论 . 


习 题 4 


4.1 流体 运动 的 速度 场 为 
vr = Yt, vy = xrt, VY =0 


(1) 求 加 速度 场 ;(2) 当 t= 二 10 时 , 求 点 (2,5,3) 处 质 元 的 加 速度 . (提示:a 一 
Ov . 
ot V )y) 


答案 :a- 王 1815,a, 一 4506 ,a 一 0 
4.2 流体 在 平面 上 做 定常 流动 ,其 速度 场 用 极 坐 标 表 示 为 "~,p) 一 prer，, 其 
中 心 为 常量 . 求 加 速度 场 . (提示 :用 直角 坐标 ) 
答案 :a 一 一 bre, 
4.3 判断 流动 
2XTYZ (TO— yy)z 2 


(z2 十 只 )2 Cr 十 妈 )2 十 入 
(1) 是 否定 常 ?〈2) 是 否 无 旋 ? 如 果 无 旋 , 求 速度 势 ;《3) 是 否 可 压缩 流体 ? 提 
示 : 求 V Xv 和 VY 。 Vy. 积分 线 取 (0,0,0) 一 (x,0,0) 一 (zx,y,0) 一 (ZX,y,z)) 


答案 :(1) 定常 ;(2) 无 旋 ,p(z,y, D753) 不 可 压 缩 


4.4 设 单位 质量 的 不 可 压缩 流体 受到 的 压力 为 
fi= (yy 二)/2 二 + 2A(y 二 2)7 
fy= (x 二 22)/2T Onur 2)y 
fs= C(x: 二 Ty)/2tT2y(r+ yz 
其 中 4,x 和 v 为 常量 . 求 流体 达到 平衡 时 4,x 和 ， 的 值 . (提示 :流体 平衡 方程 为 
Qf 二 Vp, 对 不 可 压缩 流体 /一 V (p/p) , 故 要 求 V Xf 二 0( 梯 度 的 旋 度 为 零 )) 
答案 :1,w 和 v 都 为 1/2. 
4.5 设 流体 中 的 应 力 张 量 为 
3zy 5y 0 
P= 区 0 史 


0 2z 0 


vz 一 一 


流体 平衡 时 一 of 二 V， 了, 求 体力 
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4.6 密度 为 p 的 不 可 压缩 流体 运动 速度 势 p(z, 力 一 a(z2 一 光 )，a 为 常量 . 
若 静止 处 压强 为 p, , 求 压强 分 布 (忽略 重力 ). (提示 :+ 。.V)v 一 fs 速 


、: ot 
度 与 时 间 无 关 , 并 且 体 力 密度 为 零 ) 
答案 :p= 二 p, 一 2pa? (xz 十). 
4.7 流体 沿 截 面积 不 变 的 直 管 流动 ,流速 为 
vv 二 去 Cu 二 vw) 十 到 Ca — vw ) tanhlx) 


其 中 wv 和 vw 为 常量 . 在 二 > 一 ce ,密度 o 一 ol. (1) 此 流体 是 否 可 压缩 ? (2) 如 果 可 
压缩 , 求 沿 管道 的 密度 分 布 , (提示 : (1) 一 维 情 况 判 断 流体 是 否 可 压缩 ,计算 3v/ 
az 即 可 ;(2) 由 连续 性 方程 ,在 定常 流动 条 件 下 VV，(pv) 一 0; 当 Xz> 一 020,v>) 

答案 :0 二 pivi/v. 

4.8 一 个 半径 为 尺 的 球 在 不 可 压缩 无 茜 性 理想 流体 中 作 速 度 为 U 的 匀 
速 运动 . (1) 以 球 为 参考 系 , 求 流体 流 过 球 表面 任何 点 的 速度 vy; (2) 求 球 表面 处 
的 压强 分 布 ;(3) 求 保持 球 做 匀速 运动 必须 的 力 . (提示 : (1) 求 速 度 势 ;(2) 伯 努 
利 方程 (忽略 重力 ) ;pv?/2 十 p 二 pv3/2 十 po;(3) 流体 作用 于 球 ( 运 动 方 向 ) 的 合 
力 F= | p(R,0 cossdS) 

答案 : (1) vR,) 二 (3/2)Usindes; (2) p(R,D)=po + CoU /2) (1— 9sin 9/4); 
(3) 下 一 0. 因为 球 做 无 摩 掠 的 匀速 运动 . 

4.9 密度 为 p 的 不 可 压缩 流体 做 定常 流动 , 流 场 的 速度 分 布 为 

be (0 
一 


7 
ep r 宇 ro 


其 中 心 为 常量 , 设 一 co 时 ,压强 为 p 王 p。 (忽略 重力 ). 求 此 流 场 的 压强 分 布 .( 提 
示 :(1) 当 0 所 rn 时 ,由 速度 分 布 ,流体 以 角速度 w 作 转 动 ,因此 在 以 角速度 w 
作 转 动 的 非 惯性 参考 系 内 流体 处 于 平衡 状态 , 即 pf 二 Vp, 其 中 f= 二 pw?re; 为 惯性 


力 密度 ;(2) 在 7 尖 ro 区 域 ,用 十 ouz 十 加 一 常量 ) 
2 
po —priw + oro ， 0 和 rro 


_ 1priw 


po 2 2 ? 


we 


rro 
4. 10 ”假定 组 成 天 体 的 流体 物质 的 状态 方程 为 
ly,2 
p= Fp 
其 中 为 常量 . (1) 证 明 对 于 这 种 物质 ,在 流体 平衡 的 条 件 下 ,密度 与 引力 势 之 间 
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存在 线性 关系 ;(2) 在 流体 平衡 条 件 下 , 求 密度 分 布 满 足 的 方程 ; (3) 假定 平衡 时 
天 体 是 球 对 称 的 , 求 天 体 的 半径 .( 提 示 : (1) 流体 平衡 条 件 :af 二 Vp, 其 中 f 由 引 
力 产生 , 即 f 二 一 VOU;(2) 引力 势 满足 Poisson 方程 ,V *U 二 4xGp(G 为 万 有 引力 党 
量 );(3) 求 密度 方程 ,边界 条 件 是 天 体 的 边缘 处 o 一 0, 内 部 o>0, 然 后 求 引力 一 
一 VU, 球 对 称 条 件 要 求 在 天 体 的 中 心 (r 二 0) ,引力 为 零 ) 


第 5 章 Lagrange 力学 


我 们 讨论 了 质点 .质点 组 .刚体 弹性 体 和 流体 的 力学 问题 ,它们 都 是 以 牛顿 力 
学 为 基础 ,以 系统 受 的 力 和 加 速度 为 基本 量 , 来 描述 系统 的 运动 . 牛顿 力学 存在 两 
个 基本 问题 :系统 受 的 力 包括 施加 到 系统 的 主动 力 和 约束 反 力 ( 见 第 1 章 ) ,而 约 
束 力 又 与 运动 相关 ,通常 要 得 到 约束 力 的 明显 表达 式 是 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 
牛顿 力学 并 没有 给 出 处 理 该 问题 的 有 效 方法 ;@ 和 牛顿 力学 概括 了 自然 界 中 的 力学 
现象 ,而 不 能 推广 到 研究 非 力 学 现象 (如 电磁 场 ). 而 自然 界 中 一 切 物 理 现象 (包括 
力学 和 非 力学 现象 ) 都 有 内 在 的 联系 ,牛顿 力学 无 法 建立 这 种 联系 . 本 章 和 下 一 章 
介绍 的 分 析 力学 从 系统 能 量 的 角度 来 研究 它 的 动力 学 行为 ,同时 又 扩大 了 坐标 的 
概念 ,因而 可 以 运用 到 非 力 学 系统 中 去 . 


5.1 虚 功 原理 ,d'Alembert 原理 和 约束 反 力 


首先 介绍 分 析 力 学 中 的 儿 个 概念 . 
自由 度 :力学 系统 的 独立 坐标 个 数 叫做 力学 系统 在 有 限 运动 中 的 自由 度 ; 力 学 
系统 的 独立 速度 分 量 的 个 数 叫 做 力学 系统 在 无 限 小 运动 中 的 自由 度 . 一 般 如 果 不 
指明 ,“ 自 由 度 ” 三 字 表 示 “ 无 限 小 运动 中 的 自由 度 ”. 
约束 : 设 力学 系统 由 7 个 质点 组 成 ,在 自由 空间 中 系统 有 3n 个 自 由 度 ， 但 当 系 
统 受 到 某 种 约束 时 ,自由 度 相应 减少 . 如 刚体 内 任意 两 点 间 的 距离 不 变 就 是 一 种 约 
束 ,因此 刚体 只 有 6 个 自由 度 . 约 东 按 不 同 的 标准 ,可 分 各 种 类 型 . 
1. 几何 约束 :对 力学 系统 的 几何 形状 加 以 限制 ,数学 表达 式 为 
filrisray rjt) =0 (oo=1,2,.",k) 《5. 1. 1) 
因为 在 3n 个 坐标 中 ,有 上 个 坐标 可 用 其 余 的 (3n 一 &) 个 坐标 表示 出 来 . 故 独立 坐标 
的 数目 就 减少 个 , 即 为 (3n 一 8). 在 几何 约束 中 ,独立 坐标 的 数目 与 系统 的 自由 度 
相同 . 几何 约束 称 为 完整 约束 . 
2. 运动 约束 :不 仅 对 力学 系统 的 几何 形状 加 以 限制 ,还 涉及 到 力学 系统 的 运 
动情 况 ,数学 表达 式 为 
friyraey Trasrior yo rat) =—=0 (0o=1,2,.,k) (5. 1. 2) 
如 果 对 时 间 的 导数 可 积分 出 来 ,化 成 式 (5. 1.1) 的 形式 ,那么 这 种 运动 约束 等 于 是 
几何 约束 ,因此 也 是 完整 约束 . 但 如 果 对 时 间 的 导数 不 能 积分 出 来 , 则 称 为 非 完整 
约束 . 这 时 不 可 能 从 上 式 中 解 出 用 其 余 的 (3n 一 &) 个 坐标 表示 的 & 个 坐标 . 故 非 完 
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整 约束 并 不 能 减少 独立 坐标 的 个 数 , 即 并 不 降低 有 限 运动 的 自由 度 . 但 是 可 从 方程 
(5. 1.2) 中 解 出 个 速度 分 量 , 也 就 是 说 ,可 以 降低 无 限 小 运动 的 自由 度 . 在 实际 物 
理 问 题 中 ,很 少 遇 到 非 完整 约束 问题 , 故 以 后 不 讨论 . 

3. 稳定 约束 和 不 稳定 约束 :稳定 约束 就 是 方程 (5. 1.1) 与 时 间 上 上 无关; 反之， 
称 为 不 稳定 约束 . 

4. 不 可 解约 束 和 可 解约 束 :例如 当 质 点 的 运动 限制 在 某 一 曲面 上 时 ,约束 方 
程 就 是 曲面 的 方程 fCxi ,zs ,zs) 一 0. 但 是 如 果 质 点 可 以 在 曲面 上 ,也 可 以 在 某 个 
方向 离开 曲面 ,约束 方程 变 成 不 等 式 F(zi,z ,zs) 魏 0, 这 种 约束 称 为 可 解约 束 ,而 
不 能 离开 曲面 的 情况 称 为 不 可 解约 束 . 总 之 ,用 不 等 式 表 示 的 约 东 为 可 解约 束 , 反 
之 为 不 可 解约 束 . 可 解约 束 也 是 一 种 非 完整 约束 . 

Re ,下 面 我 们 只 讨论 这 种 情况 . 

广义 坐标 :假定 力学 系统 有 个 完整 约束 ,那么 有 :三 (3n 一 &) 个 独立 坐标 . 在 
牛顿 力学 中 ,这 s 个 独立 从 标 是 从 质点 的 位 置 矢量 中 选择 的 . 但 在 分 析 力 学 中 ,我 
们 不 限制 于 这 种 选择 ,而 是 任 取 * 个 独立 的 变量 (qi ,qs，… ,4g;) ,那么 3n 个 位 置 矢 
量 就 可 表示 成 

产 一 疡 (qilyqzgt (1 = 1,2,.,n) (5. 1. 3) 
称 (qi ,qz ,…，9,) 为 Lagrange 广义 坐标 . 它们 可 以 是 长 度 、 面 积 、 体 积 、 角 度 等 其 他 
的 一 切 物理 量 . 

实 位 移 和 虚 位 移 :如 果 质 点 的 位 置 矢量 为 "一 r(b) ,在 无 限 短 时 间 dt 内 ,质点 
的 位 移 为 dr 二 rdi, 当 dt 二 0 时 ,位 移 也 为 零 . 这 种 由 于 时 间 的 变化 而 产生 的 位 移 称 
为 实 位 移 , 并 以 dr 表示 . 现在 让 我 们 想像 在 某 一 时 刻 (注意 :在 同一 时 刻 ) 质 点 在 约 
束 所 许可 的 情况 下 ,发 生 了 一 个 无 限 小 的 变更 ,这 个 变更 不 是 由 于 质点 的 运动 而 实 
际 发 生 的 ,只 是 想像 中 可 能 发 生 的 位 移 , 它 只 决定 于 质点 在 同一 时 刻 的 位 置 和 约 
东 , 而 不 是 由 于 时 间 的 改变 所 引起 的 ,这 种 位 移 称 为 虚 位 移 , 并 用 5r 表示 . 由 于 时 
间 没 有 改变 , 故 5t 二 0. 质点 的 虚 位 移 有 无 限 多 个 . 在 稳定 约束 下 , 实 位 移 是 虚 位 移 
中 的 一 个 , 而 在 不 稳定 约束 下 , 实 位 移 与 虚 位 移 不 一 致 . 考虑 质点 约束 在 曲面 
f(x1 za ,as ,划一 0 上 的 运动 : 质点 的 虚 位 移 为 Sr 一 Sziel 十 Szzes 十 Szsea， 而 虚 位 
移 也 满足 约束 , 即 "十 gr 也 必须 在 曲面 上 

Cr dri,Tst x2 xs Ors,t) = 0 (5. 1. 4a) 
即 


83f = Ban 4+ far + ar =0 (C5. 1. 4b) 
QZz QZs3 
(5. 1. 4b) 式 即 为 Vf， 50. 因此 亡 位 移 一 定 在 曲面 的 切 向 . 当 约 东 为 不 稳定 约束 


时 ,曲面 也 在 变化 ,而 实 位 移 随 曲面 的 变化 而 变化 . 因此 二 者 不 可 能 一 致 . 
理想 约束 :作用 在 质点 上 的 力 ( 包 插 主 动力 和 约束 反 力 ) 在 任意 虚 位 移 5r 中 所 
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作 的 功 叫 虚 功 , 如 果 作 用 在 力学 体系 上 所 有 的 约束 反 力 R; (i 一 1,2,…,n) 在 任意 虚 
位 移 5r 中 所 作 虚 功 之 和 为 零 


PR. Sr 一 0 (5. 1. 5) 


则 这 种 约束 称 为 理想 约束 . 对 曲面 约束 ， 上 式 是 不 难 理解 的 ,因为 虚 位 移 在 曲面 的 
切 向 ,上 式 意味 着 约束 反 力 与 切 向 垂直 , 即 约束 反 力 在 法 向 . 故 只 有 光滑 的 曲面 才 
有 可 能 是 理想 约束 . 引信 虚 位 移 的 目的 就 是 要 利用 上 式 消去 约束 反 力 . 在 分 析 力 学 
中 主要 目的 是 分 析 系 统 的 运动 ,而 不 是 求 约束 反 力 ， 

虚 功 原理 : 设 系 统 的 约束 为 个 ,第 i 个 质点 上 的 主动 力 合力 为 F;, 约 束 反 力 
合力 为 R;. 如 果 这 个 力学 系统 处 于 平衡 状态 ,那么 每 个 质点 都 处 于 平衡 状态 ,于 是 


Fit+R=0 (Gi=1,2,.,n) (5. 1. 6) 
现在 假定 每 个 质点 自 它 的 平衡 位 置 发 生 一 虚 位 移 5r;, 上 式 两 边 点 乘 hr 
F;» ri; R;. Sr;=0 (i = 1,2,.",n) (5. 1.7) 
对 所 有 的 i 求 和 
Dr. dr; + DR Sr 一 0 (5. 1. 8) 
考虑 理想 约束 且 利用 式 (5. 1. 5) 得 到 
8W 三 Pr.. Sri=0 (5. 1. 9) 


因此 力学 系统 的 平衡 条 件 为 虚 功 为 零 3W=— 0, 反 过 来 可 以 证 明 , 对 任意 的 57;, 如 果 
5W 一 0 成 立 ,那么 力学 系统 必 处 于 平衡 状态 . 这 一 结论 称 为 虚 功 原理 . 

因为 存在 个 约束 条 件 ,不 是 所 有 的 5r; 独立 . 利用 ;=(3n 一 &) 个 独立 的 广义 
坐标 (gi »42 "°° ,9;) 


3 Or 
; 二 i 5. 1. 10 
. Sr; | Bdge ( ) 
代入 方程 (5. 1. 9) 
= arig = YF 
SW = 和 | . (2 S64. ) |= 所 | 全 (F, 3 )39. | 
皇 PQ 一 (5. 1. 11) 
因为 8q。 是 独立 变 分 ， ,上 式 给 出 
=0 (a = 1,2,.",5) (5, 1. 12) 
Q, 称 为 广义 力 , 显 然 它 不 包含 约束 反 力 
Q, = > 全) (a 一 1,2，…,5) (5. 1. 13) 


如 果 所 有 的 力 为 保守 力 
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F; =— VY U(r:;) (5. 1. 14) 
用 广义 坐标 表示 UCCriyr2a sr,)—=U(g ,gq … 9:) ， 于 是 


Q -DP )- -加 人 并)- SU 5.1.15) 


Or? Og, Og 
其 中 ;二 《x 外 ,zx ,x 外 ) 为 第 i 个 质点 的 位 置 矢量 , 故 方程 (5. 1. 12) 变 成 
六 =0 (5. 1. 16) 


即 系 统 平衡 时 ,势能 达到 极 值 . 当 极 值 是 极 小 时 ,平衡 是 稳定 的 ;而 当 极 值 是 极 大 
时 ,平衡 不 稳定 . 故 稳定 平衡 的 条 件 可 以 写 为 AU>0, 即 

5U=0; SU>0 (5. 1.17) 

d'Alembert 原理 : 虚 功 原理 是 对 静 力 学 问题 的 ,对 动力 学 问题 ,根据 牛顿 第 二 

定律 ,力学 系统 的 第 i 个 质点 的 运动 方程 为 Fi 十 R; 一 mr;, 把 该 式 右边 的 惯性 力 移 
到 左边 得 到 

Fi+R;—mir:=0 (5. 1. 18) 
上 式 与 静 平衡 方程 (5. 1. 6) 相 似 . 因此 动力 学 问题 形式 上 转化 为 静 平衡 问题 . 利用 
虚 功 原理 可 以 得 到 ;在 理想 约束 作 表 下 ,主动 力 和 惯性 力 的 虚 功 之 和 为 零 , 即 


DY Fi—mri). Hr:=0 (5. 1. 19) 
i=1 


(5. 1. 19) 式 称 为 d Alembert 原理 . 同 虚 功 原理 一 样 ,d'Alembert 原理 的 优点 在 于 
不 包含 约束 反 力 . 

约束 反 力 : 虚 功 原理 和 d'Alembert 原理 的 优点 在 于 不 包含 约束 反 力 ,但 问题 
往往 要 求 约束 反 力 ,如 何 解决 ? 我 们 介绍 Lagrange 乘 子 法 . 

首先 以 三 维 直 角 坐 标 为 例 ,由 虚 功 原理 方程 (5. 1. 9) 得 到 


38W 一 Dr Sx; + Fadyi + Fadzi) = 0 (5. 1. 20) 


由 于 存在 个 约束 条 件 ， 不 是 所 有 的 虚 位 移 Sr 一 (3zi3y 602) (i 二 1,2,…,n) 都 
独立 ,由 个 约束 条 件 方程 (5. 1.1) 得 到 微分 形式 (注意 : 虚 位 移 在 同时 发 生 , 故 
8t=0) 


> (esr + egy + 3a)=0 (5. 1.21) 


其 中 o=1,2,…,k. 上 式 乘 以 Lagrange 科 子 宛 并 相 加 ,然后 再 与 方程 (5. 1. 20) 相 
加 得 到 


>[(F; + 3)an + (Fs + Se )ay: + (Fs + > 2)3s]=0 


i=1 


(5. 1. 22) 
选择 1, 使 个 不 独立 虚 位 移 前 的 乘 数 等 于 零 , 余 下 的 (3" 一 已 个 虚 位 移 是 独立 变 
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量 , 而 独立 虚 位 移 前 的 乘 数 也 必须 等 于 零 . 于 是 可 以 得 到 3n 个 方程 
jy) fe ,, SH 
Fa + OX Br 0; Fyt 2 dy 0 


- (5. 1. 23) 

Fs 十 2 3 2 =0 
其 中 i=1,2,…,n, 结 合 合 下 个 区 东方 就 可 以 得 到 系统 平衡 时 的 3n 坐标 和 AR 个 
Lagrange 乘 子 . 因 系统 平衡 时 ,每 个 质点 受到 的 主动 力 与 约束 反 力 之 和 为 零 , 故 上 
式 第 二 项 表示 约束 反 力 , 即 


= (Da 2 Du fe, 2 fe) (5. 1. 24) 


其 中 i 二 1,2,…,n. 

其 次 考虑 广义 坐标 . 在 广义 坐标 的 选取 时 ,我 们 已 考虑 到 了 存在 & 个 完整 约 
东 , 故 只 选择 ;二 (3n 一 &) 个 独立 的 广义 坐标 ,现在 为 了 求 约束 反 力 , 先 不 考虑 约束 
条 件 , 选 择 v 个 广义 坐标 (qi ,qz，…,4,) ,显然 v>s 且 vy 个 广义 坐标 中 只 有 s 二 (3n 一 
个 是 独立 的 . 由 虚 功 原理 方程 (5. 1. 11) 得 到 


SW = DQ5g, =0 (5. 1. 25) 
a=1 


注意 :现在 个 广义 坐标 不 独立 ,不 能 得 到 式 (5.1. 12). 用 v 个 广义 坐标 表示 的 约 
束 方程 以 及 微分 形式 为 


fq 3Q2 0d, ,1) = 0; > 2 3 59 一 一 0 (5. 1. 26) 


其 中 c=1,2,…,k. 上 式 第 二 个 方程 乘 以 Lagrange 条 了 ) 并 相 加 ,然后 再 与 方程 
(5. 1. 25) 相 加 得 到 


四 天 
3W = 3) (Q + > Qs)3g, =0 (5. 1. 27) 
a 一 1 0 一 1 a 


同样 选择 4, 使 (y 一 s) 个 不 独立 虚 广 义 位 移 前 的 乘 数 等 于 零 ,而 余下 的 :二 (3n 一 &) 
个 虚 广 义 位 移 是 独立 变量 ,前 面 的 乘 数 必须 等 于 零 .于 是 可 以 得 到 ， 个 方程 


‘of 
Q.+2 心 3 一 0 (a 一 1 2，……y) (5. 1. 28) 
G 一 1 a 


以 上 vy 个 方程 结合 k 个 约束 方程 就 可 以 决定 系统 平衡 时 5y 个 广义 坐标 (qi ,qz，*…， 
gq,) 和 上 个 Lagrange 乘 子 1。 显然 广义 约束 反 力 R 为 


of 
R= DN (a=1,2,,) (5. 1. 29) 
0 一 1 Ogs 


如 果 选 择 广义 坐标 就 是 三 维 直 角 坐 标 v= 二 3n, 则 立即 可 得 到 方程 (5. 1. 24) ,不 过 现 
在 约束 反 力 是 以 标量 形式 表示 而 已 . 必须 说 明 的 是 :如 果 用 虚 功 原理 来 求 约束 反 
力 , 它 并 不 比 牛 顿 力学 简单 ;Lagrange 乘 子 法 也 可 以 讨论 存在 非 完整 约束 的 
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问题 . 


5.2 Lagrange 方 程 和 动力 学 问题 中 的 约束 反 力 


利用 广义 坐标 ,方程 (5. 1. 19) 中 巾 位 移 由 式 (5. 1. 10) 表 示 ,可 得 


Spmi). a dg =0 (5. 2. 1) 
i=1] a=1 
即 
SSNmi,.a Sg, + DY 2P 这 天 8q。 一 (5. 2. 2) 
i=] a=1 Qa。 


第 一 ,二 项 交换 求 和 顺序 
> Dm 。 dq, 一 > [ (me: 。 orsg, ) |= 习 Pia (5. 2. 3a) 


i=1 a=1 i=1 Oge 
> PP. edg.— 2 [ > (F,. S09 ) |= > Qa (5. 2. 3b) 
其 中 
P,= s (mr: 。 Sg.) 
i=1 a 
一 旦 mm (5. 2. 4) 
而 
7 一 Es 十 > 3 oe (5. 2. 5a) 
六 六 (多 十 > 3 eg ) 一 AE 小 一 总 (5. 2. 5b) 
- 5 2 ， 1 
在 训 一 ER + 弛 -- bE go)+ 等] 
= a = 二 ( 生 ) (5. 2. 5¢) 
上 式 和 式 (5. 2. 5b) 代 人 (5. 2. 4) 得 到 | | 
P, 一 晤 Dm(i 人 )-m( 部) (5. 2. 6) 
注意 到 系统 的 动能 为 
工 一 于 mi? (5. 2.7) 


式 (5. 2. 6) 可 改写 成 
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P. 一 环 (让 六 让 (5. 2. 8) 
于 是 ,由 方程 (5. 2. 3a) (5. 2. 3b) 和 上 式 , 动 力学 方程 (5. 2. 2) 变 成 
> [一 各 (部 )+ 训 ++Q ja =0 (5. 2.9) 
对 于 只 有 完整 约束 的 力学 体系 ,38q 是 独立 变 分 , 故 上 式 变 成 
EE 一 12 间 (5.2.10) 


这 就 是 基本 形式 的 Lagrange 方程 ,它们 是 广义 坐标 以 时 间 上 作为 自 变 量 的 :个 二 
阶 常 微分 方程 . 

Lagrange 方程 的 优点 :只 要 知道 系统 用 广义 坐标 作为 变量 的 动能 表达 式 和 广 
义 力 ( 用 广义 坐标 和 时 间 表 示 ) ,就 能 求 出 系统 的 运动 方程 . dg. 和 pp, 三 39T/39 分 别 
称 为 广义 速度 和 广义 动量 ,Q. 称 为 广义 力 , 而 L, 夺 9T/3gq 称 为 Lagrange 力 . 因此 
Lagrange 方程 (5. 2. 10) 意 味 着 :广义 动量 的 时 间 变 化 率 等 于 广义 力 与 Lagrange 力 
之 和 .注意 :广义 力 中 仅 包 含 主动 力 . 

为 了 分 析 广 义 动 量 和 广义 力 的 物理 意义 ,假定 某 
一 广义 坐标 g, 描述 系统 的 整体 平 动 ,其 平 动 方向 沿 
单位 矢量 n( 如 图 5. 2. 1), 则 

ri(gs 十 dq.) —ri(g,) = ndg, (5.2.11a) 
即 


0 n= 37 (5. 2. 11b) 
图 5. 2.1 g, 表示 整体 平 动 
we 相应 的 广义 动量 为 


_aL_aT_3/w1l,... 
0g 0g -3 (2 2 oo 
一 DP mri: MW 一 Dm 站 一 于 。 Dmi, (5. 2. 12) 


得 到 (5. 2. 12) 式 已 利用 了 式 (5. 2. 5b). 上 式 右边 是 
系统 总 动量 在 n 方向 的 投影 . 因此 对 应 于 描述 平 动 
的 广义 坐标 ,相应 的 广义 动量 为 系统 总 动量 在 n 方 
向 的 投影 . 相应 的 广义 力 分 量 为 


Q, = >(r, Ee)=n: Pr (5. 2. 13) 


显然 Q, 为 主动 力 之 和 在 n 方向 的 投影 . 如 果 g, 反 0 
映 系统 的 整体 转动 ,如 图 5. 2.2, 则 图 5. 2. 2 g, 表示 整体 转动 
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ri(gs + dgs) 一 ma) = Ar ~ eX rdg, (5. 2. 14a) 
其 中 e 为 转动 轴 方 向 的 单位 矢量 , 即 
Qr; 
ex r; 一 


o 


(5. 2. 14b) 
相应 的 广义 动量 为 


pb 一 一 放 (> Bm 1)= Dm 


i=1 
= Dm (eXr)=e* Drm, Xr:=e*J (5. 2. 15) 


(5. 2. 15) 式 右边 是 系统 总 动量 矩 在 。 方 向 的 投影 因此 对 应 于 描述 转动 的 广义 坐 
标 , 相 应 的 广义 动量 为 系统 总 动量 矩 在 e 方 向 的 投影 . 相应 的 广义 力 分 量 为 


Q, = > (rn, : 误 )-。， DxF) (5. 2. 16) 


显然 Q, 为 主动 力 产生 力矩 之 和 在 e 方向 的 投影 
一 般 如 果 根 据 定义 式 (5. 1. 13) 求 广义 力 反而 不 方便 . 由 


n nn 5 Or; 
F; » 07 一 F;. ~ dg 
2 0r 2 1 Bg, 6g 


= (Pr A )3g. = > Qa (5. 2. 17) 


求 Q 时 , 令 jg. 一 0(o 关 c)， 未 四 这 果 王 动力 做 的 上 功 ， 除 以 5gs 即 可 得 到 Q,. 注意 : 
对 动力 学 问题 ,上 式 左边 不 为 零 . 

例 5.2.1 平面 极 坐标 中 质点 的 运动 方程 . 

解 : 质点 有 两 个 自由 度 , 取 广义 坐标 为 > 和 g, 令 qi 二 7r,gs 王 9, 动能 表达 式 为 


TT 二 者 m( 嘱 十 成) 一 诗 m( 产 十 7 六) (5. 2. 18) 
因此 广义 动量 为 
p = 车 =m pr 一 人 mr (5. 2. 19) 
显然 它们 分 别 是 质点 的 径 向 动量 以 及 质点 相对 于 原点 的 动量 矩 . 而 虚 功 为 
SW =F. r=F,r+i+Frdp = Qort Qodp (5. 2. 20) 
故 广义 力 为 
Q.=F,; Q,= rE, (5. 2. 21) 
或 者 根据 广义 力 的 定义 
Or Olre,) 
Q 一 下 。 盖 一下。 一 下。e, 一 了 
3 Or (5. 2. 22) 
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与 式 (5. 2. 20) 得 到 的 结果 相同 . 由 Lagrange 方程 (5. 2. 10) 容 易 得 到 
Om) mr = Fy mr = Fs (5.2. 23) 
即 
7 人 一 r02) 一 下 mrygi27g) = F, (5. 2. 24) 
与 方程 (1. 1. 9) 完 全 相同 . 而 在 牛顿 力学 中 ,需要 求 加 速度 矢量 , 比 用 Lagrange 方 
程 要 复杂 多 了 . 

例 5.2.2 非 惯性 参考 系 中 的 运动 方程 . 

解 ; 用 牛顿 方程 必须 求 出 质点 的 绝对 加 速度 ,这 是 非常 麻烦 的 . 而 用 La- 
grange 方程 只 要 知道 质点 的 绝对 速度 就 可 以 了 . 设 非 惯性 参考 系 S 相对 于 惯性 参 
考 系 S' 以 恒定 角速度 w 绕 z 轴 ( 与 2 轴 重 合 ) 旋 转 , 求 质点 在 非 惯 性 参考 系 S 中 的 
运动 方程 .由 1.4 节 的 式 (1. 4. 12) ,质点 的 绝对 速度 为 


了 


V = (之 一 yy)e + (y+wur)e, te. (5. 2. 25) 
上 式 增加 了 z 方向 的 速度 分 量 . 因而 质点 相对 于 惯性 参考 系 S 的 动能 为 
工 一 mw = 六 m[ (一 wy) 十 (十 oz 并 十 好 ] (5. 2. 26) 


而 虚 功 为 
F. Sr 一 F. Sr= Qi 5x QSdy + Qs dz 
= F,8zr+F,dy+ Fdz (5. 2. 27) 


广义 力 即 为 下 在 非 惯 性 参考 系 S 中 的 三 个 分 量 . 于 是 由 Lagrange 方程 (5. 2. 10) 
得 到 质点 在 非 惯性 参考 系 S 中 的 运动 方程 为 
mz = FF, 2mowy +mow’ zr 
my = F,—2mwz mw’y (5. 2. 28) 
mz = F., 
上 式 显 然 与 方程 (1. 4. 15) 是 一 致 的 (只 要 令 w 一 0)， 
约束 反 力 :最 后 简单 介绍 如 何 求 动力 学 问题 中 的 约束 反 力 . 同 平衡 问题 类 似 ， 
为 了 求 约束 反 力 , 先 不 考虑 约束 条 件 ,选择 "个 广义 坐标 (q ,gz ，…9,) ,显然 ys 
且 y 个 广义 坐标 中 只 有 :二 (3n 一 有 个 是 独立 的 . 由 方程 (5. 2. 9) 得 到 


d oT oT 
十 Sq。 一 0 (5. 2. 29) 
六 di Dd, tag Q ja 


注意 :现在 ,个 广义 坐标 不 独立 ,不 能 得 到 简单 的 Lagrange 方程 . 用 v 个 广义 坐标 
表示 的 约束 方程 以 及 微分 形式 为 


六 (oo 一 0 >) eag. 一 0 (5. 2. 30) 
a=1 a 
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其 中 o 二 1,2,…,k. 上 式 第 二 个 方程 乘 以 Lagrange 乘 子 4 并 相 加 ,然后 再 与 方程 
(5. 2. 29) 相 加 得 到 


> 各 人 十 + +Q + 2 el |g. 二 0 (5. 2. 31) 


a 一 1 


同样 选择 )。 使 (一 9) 个 不 独立 虚 广 义 位 移 前 的 乘 数 等 于 零 ， 而 余下 的 ;二 (3n 一 &) 
个 虚 广 义 位 移 是 独立 变量 ,前 面 的 乘 数 必须 等 于 零 , 于 是 可 以 得 到 vy 个 方程 


天 
4( 红 ) 站 =-Q+2u a (5. 2. 32) 


Gdu 
其 中 a 二 1,2,…,v. 以 上 vy 个 方程 结合 k 个 约束 方程 就 可 以 决定 系统 y 个 广义 坐标 
(qq dg) 和 有 个 Lagrange 乘 子 .显然 广义 约束 反 力 R, 为 


-2 a (a = 1,2,°%,) (5. 2. 33) 


注意 : 式 (5. 1. 29) 中 Lgrange RF 与 时 间 无 关 ， 而 上 式 中 4 是 时 间 的 函数 . 同 
样 必须 说 明 的 两 点 是 ;如果 用 Lagrange 方程 来 求 约束 反 力 , 它 并 不 比 牛 顿 力 学 
简单 ;:@Lagrange 乘 子 法 也 可 以 讨论 存在 非 完整 约束 的 问题 . 


5.3 保守 力 体 系 的 Lagrange 方程 和 广义 能 量 守 恒 


如 果 所 有 的 主动 力 为 保守 力 ,把 方程 (5. 1. 15) 代 入 方程 (5. 2. 10) 得 到 


daT_aT-D .. 
豆 伍 30 (5. 3. 1) 
因为 UU 仅 是 gq。 的 函数 , 令 L 二 T 一 U, 上 式 变 成 
deaL_aL- 一 1,2，… 
时) (5. 3. 2) 


上 式 称 为 保守 力 系 的 Lagrange 方程 ,或 者 Lagrange 方程 ,L 称 为 Lagrange 函数 ， 
为 系统 的 动能 与 势能 之 差 , 它 是 系统 的 一 个 特征 函数 . 注意 Lagrange 肾 数 不 是 唯 
一 的 ,我 们 在 下 章 说 明 这 一 点 . 
例 5.3.1 质量 为 mm 的 质点 受到 势能 为 UCr) 的 作用 力 , 求 质点 在 一 个 绕 = 轴 
以 角速度 mw 转动 的 球 坐 标 系 中 的 Lagrange 函数 . 
解 : 在 静止 参考 系 中 
V=y+@Xr=ie,+rdestrsindg ey ow X (re,) 
四 一 we, 一 w(cosge, 一 sind9e,) 
因此 质点 的 速度 为 
Vy 一 fe, 十 rdes 十 (rsindg + wr sind) ey (5. 3. 4) 


(5. 3. 3) 


动能 为 
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T= Fm “y= Bm[7 十 六 十 (rsin9p 十 wrsin9)?] (5. 3. 5) 
Lagrange 力 数 为 


一 了 一 口 一 序 m( 产 十 m 吕 十 zsinzgp2) 一 UCr) 
1 (5. 3. 6) 
十 Fmwr sin29 十 2wr? sin: 09) 
求 得 了 Lagrange 函数 ,容易 得 到 运动 方程 . 
下 面 我 们 介绍 由 方程 (5. 3. 2) 推 出 的 两 个 重要 结论 . 
1. 循环 坐标 和 广义 动量 守恒 :如 果 Lagrange 函数 不 显 含 某 个 坐标 g, ,那么 称 
gs 为 循环 坐标 . 方程 (5. 3. 2) 变 成 
daL_ 4 
doc dt 
其 中 p, 二 3L/39s 为 广义 动量 ,因此 相应 坐标 的 广义 动量 守恒 . 
2. 能 量 和 广义 能 量 守恒 :如 果 Lagrange 浮 数 不 显 含 时 间 , 那 么 Lagrange 函 
数 的 时 间 变 化 率 为 


dL oOL aa。 oL 
dq 半 + 站 六 季 +> 旬 ( 误 )。 


一 0 (5. 3. 7) 


-二 (> 部 4) 一旦 (pd.) (5. 3. 8) 
即 
dr 志 dh 
Pd L)= 0 (5. 3.9) 
其 中 
k= Dp —L (5. 3. 10) 


称 为 广义 能 量 函 数 . 因此 当 Lagrange 函数 不 显 含 时 间 时 ， 系统 的 广义 能 量 函 数 
守恒 . 

下 面 看 的 意义 . 如 果 Lagrange 函数 不 显 含 时 间 ,那么 一 般 变 换 式 (5. 1. 3) 也 
不 显 含 时 间 :mr 一 产 (qi ,qz ，* “,g,) (0 一 1， 2，……7)， 于 是 


T= 二 mz? = 一 Eom (> 六 i 1g,): (2 Dd) 


= > 2 >» Emm 3 Bde (5. 3.11) 
i a Bb 
这 是 广 义 速度 的 二 次 齐 次 多 项 式 . 因为 


aT _ Hl, or . 
入 -一 oi gs 十 
30， 3 2 Bg, 3 i 


J 
E 
| 
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Or; Or; 
一 m: Qi, ig, 5. 3. 12 
i=1] 2 Ogqa Bg,4 ( ) 
于 是 
5 940 = yy ar .argg = 2T (5. 3. 13) 


7=1 Ody 和 全 个 Og gy 
代 人 方程 (5. 3. 10) 


一 Dp 一 工 =2T 一 (T 一 UD = T+U=E (5. 3. 14) 


因此 在 满足 三 个 条 件 下 ， 中 主动 力 为 保守 力 ;Lagrange 函数 不 显 含 时 间 ;@ 空 间 
坐标 用 广义 坐标 表达 时 不 显 含 时 间 . 广义 能 量 函 数 是 系统 的 机 械 能 . 广义 能 量 函 数 
守恒 就 是 系统 的 机 械 能 守恒 . 

特别 要 指出 的 是 :只 有 当 系 统 的 动能 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 , 才 有 上 述 结 
论 . 如 果 工 不仅 包 括 广 义 速度 二 次 项 ,还 有 一 次 项 和 常数 项 


= Daggdst Dod te=TtT tT (5.3.15) 
a=1 p=1 a=1 
式 (5. 3. 13) 变 成 
“OT, OT, oT. 
> Sg, = 二 0。 十 十 948 二 2T; 十 TT (5. 3. 16) 
a=1 4 > (3 4 这 4 4 ) 2 1 


3d。 
代 人 方程 (5. 3. 10) 得 到 
h=2Ts+ Ti—[(Ts+T+T) -Uj=T—T+U (5.3.17) 
显然 T 一 To 并 不 代表 动能 . 因此 即使 主动 力 都 是 保守 力 ,Lagrange 方程 也 不 能 给 
出 能 量 积 分 ,除非 约束 是 稳定 的 . 在 非 稳定 约束 情况 下 ,约束 反 力 可 以 做 功 , 能 量 不 
守恒 ,而 Lagrange 方程 不 包含 约束 反 力 , 故 只 能 得 到 广义 能 量 函 数 积分 . 
例 5.3.2 主动 力 为 非 保守 力 的 例子 . 考虑 带电 量 g, 质量 为 m 的 粒子 ,在 外 
电场 五 .磁场 如 中 的 运动 . 
解 : 粒子 受到 的 作用 力 为 ( 见 第 7 章 讨 论 ) 
F=a(E+vXB) (5. 3. 18) 
一 般 电 场 和 磁场 是 时 间 的 函数 ,因此 下 不 能 用 一 个 保守 势 来 描述 , Lagrange 函数 
不 能 简单 地 写成 动能 减 去 势能 的 形式 . 可 以 证 明 如 果 Lagrange 函数 取 形 式 


L= Sm —a(B—v. A) (5. 3. 19) 
则 保守 力 系 的 Lagrange 方程 能 给 出 正确 的 运动 方程 
(mi) — q(E+vXB) (5. 3. 20) 
式 (5. 3. 19) 中 @B 和 A 为 标量 势 和 矢量 势 ( 见 第 10 章 讨论 ) 
E=—Vo— 2%, B=VxA (5. 3. 21) 


Bt 
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证 明 :把 式 (5. 3. 19) 代 入 Lagrange 的 3. 2) 


d e@ | 3 A) (i=1,2,3) (5.3.22) 


二 (oz 二 +gA;) 一 一 9 az 
或 者 写成 矢量 形式 
Cmy + gh) =— gV@ + gqV (vy. A) (5. 3. 23) 
可 见 粒 子 的 动量 为 
P=nw+ah (5. 3. 24) 


称 为 正则 动量 , 它 包 括 了 带电 粒子 与 外 场 的 相互 作用 ( 见 例 7. 4. 1). 利用 关系 


d4 于 
= zy V)A 


VC VT. V)A=vyXB++(C. V)A (5. 3. 25) 
由 方程 (5. 3. 23) 得 到 


BC) ——gVv86—4 冯 +a(vxB) gE1vxXB) (5.3.26) 


上 式 与 方程 (5. 3. 20) 完 全 一 样 . 值得 注意 的 是 :aq(G 一 "。4) 不 能 理解 为 带电 粒子 
的 势能 ,即使 电场 和 磁场 是 静态 场 ,也 只 能 把 g6 理解 为 电势 能 ,而 不 能 把 qr， A 
看 成 “ 磁 势 ”, 因 为 磁场 的 作用 力 gC(vXB) 垂 直 于 粒子 的 速度 矢量 而 不 做 功 . 方程 
(5. 3. 19) 的 推导 将 在 11. 4 节 给 出 . 

例 5.3.3 对 称 重 刚体 的 定点 运动 . 

解 : 刚体 可 心 在 对 称 加 上 而 与 定点 全 ,在 主轴 坐标 中 刚体 的 动能 为 


T= 3 lof 十 与 二 Io 十 二 到 也 (5. 3. 27) 
重力 势能 为 U 王 mgjhcoso, 采 用 Euler 骨 表 示 ， 本 1. 13) 得 到 (注意 :了 二 了) 
了 一 去 五 (六 十 名 sin?g) 十 去 人 (多 十 cos9)? (5. 3. 28) 
于 是 Lagrange 函数 为 
L=T—U=3D (+ysin:D) + 二 L(+ Yeosd)’ C6. 3. 29) 
— mgh cosw 
显然 工 不 包括 pg 和 y， 人 的 广义 动量 守恒 , 即 
p= Sz = (Tsind+ cos’9)9+ Tgcosyd = Ci 
区 (5. 3. 30) 
p,= 四 = 有 十 2pcos9) 一 


其 中 C 和 C: 为 常数 . 因为 pg 和 vy 为 角度 , 故 广义 动量 如 和 zp, 为 角 动 量 或 动量 
和 矩 . 由 gg 和 vy 的 定义 ,p, 和 p, 分别 是 刚体 相对 于 空间 坐标 系 x' 轴 的 动量 矩 和 相对 
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于 对 称 轴 的 动量 矩 . 又 Lagrange 函数 不 显 含 时 间 且 人 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函 
数 ,机 械 能 守恒 , 即 


Fl + Ysin:y) + (y+ oes) +mghcosd = E (5.3.31) 


因此 ,由 Lagrange 方程 ,我 们 很 容易 就 得 到 了 重 刚 体 定点 运动 的 三 个 运动 积分 ,而 
2.4 节 中 有 关 讨 论 是 比较 麻烦 的 . 


5.4 多 自由 度 力学 系统 的 微 振动 


设 一 个 完整 稳定 且 保 守 的 力学 系统 在 平衡 位 置 时 的 广义 坐标 ge Ca 一 1,2,*…， 
5) 均 为 零 (如 果 不 为 零 ,只 要 通过 恰当 的 线性 变换 就 可 以 变 为 零 ), 如 果 力 学 系统 自 
平衡 位 置 发生 微 小 偏 移 ,那么 该 力学 体系 的 运动 情况 如 何 呢 ? 把 力学 系统 的 势能 
在 平衡 位 置 展开 ,可 得 到 


U= + 站 (六 ) 4. 十 评 ME So ) qe + (5.4.1) 
在 平衡 位 置 ,由 方程 (5. 1. 16) 并 令 U。==0 得 到 
U a 六 > Caudads (5. 4. 2) 
式 中 
cw = (2 ) (5. 4. 3) 
为 常数 日 在 平衡 点 取 值 . 由 式 (5 3. 11) ,动能 可 以 写成 
T 一 二 3> > (> mi 3 3 )dede = 喜 > Doardds (544) 
把 上 式 中 的 系数 也 在 平衡 位 置 作 展开 
as -co 了 (各 ) 9 十 … (5.4.5) 


只 保留 第 一 项 , 取 ce:(au)o. cv 和 ww 分 别称 为 准 弹性 系数 和 惯性 系数 . 于 是 代入 
Lagrange 方程 (5. 3. 2) 得 到 体系 在 平衡 位 置 附近 的 动力 学 方程 为 


DY ad, tmg) 一 (a = 1,2,*",s) (5. 4. 6) 
令 g=d。 exp(At) (o=1, 2,…,s) 代 入 上 式 
Sg, Ca 十 co) 一 0 (a 一 1,2,..,5) (5. 人 4. 7) 


上 式 存在 非 零 解 的 条 件 为 系数 行列 式 等 于 零 
det(aA? 二 cs) 二 0 | (5. 4. 8) 
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可 以 解 出 25 个 本 征 值 1 一 1,2， ""» ,25) ,将 每 一 个 A 代入 方程 (5. 4. 7) ,可 得 到 一 
组 解 dD (go 一 1,2,…,s)( 注 意 :s 个 系数 ad? 中 只 有 一 个 是 独立 的 ,如 取 为 dad? , 那 
么 其 他 (s 一 1) 个 系数 可 用 di2 表示 ), 于 是 方程 (5. 4. 6) 的 通 解 为 


qs 一 > doexpQu) (cc 一 1，2……3) (5. 4. 9) 

为 了 保证 运动 是 平衡 位 置 附近 的 小 振动 ,要 求 A 都 是 虚数 ,也 就 是 要 求 平衡 位 置 
是 品 的 极 小 点 . 令 久 二 土 iw, 上 式 可 写成 

di GD = > [de exp(iwt) + d’d exp(— iwit)] (5. 4. 10) 


其 中 o=1,2,…,s,w, 称 为 系统 的 简 正 角 频 率 或 本 征 角 频 率 . 

因为 动能 了 总 大 于 零 ,而 我 们 已 假定 平衡 位 置 的 势能 为 零 ,偏离 平衡 位 置 时 ， 
势能 一 定 大 于 零 ,因此 动能 表达 式 (5. 4. 4) 和 势能 表达 式 (5. 4. 1) 都 是 正定 的 二 次 
式 , 故 总 存在 线性 变换 


gs = Dgué:! (a = 1,2,°,5) (5. 4. 11) 
i=1 
使 动能 和 势能 变 成 正则 的 形式 
工 一 了 > age?， U=13 coét (5. 4. 12) 
2 i=1 2 一 1 
其 中 & 称 为 简 正 坐 标 . 于 是 ,动力 学 方程 简化 为 
aa 和 十 ce 一 0 (=1,2,.,5) (5. 4. 13) 
上 式 的 解 容易 得 到 为 
& = aicos(wt) + bsin(wt) (= 1,2,.. ,5s) (5. 4. 14) 


其 中 ww 二 Ved/e? , 即 为 简 正 角 频率 . 

例 5.4.1 三 原子 分 子 的 振动 . 

解 : 考虑 线性 三 原子 对 称 分 子 ( 如 CO;) 的 振动 ,其 中 两 个 原子 相同 ( 称 为 A 
原子 ) ;中间 一 个 为 也 原子 .平衡 时 三 个 原子 在 一 直线 上 (假定 为 x 轴 ). 分 别 考虑 
纵向 (z 方 向) 和 横向 (?y 方 向) 振动 . 

1. 横向 振动 :三 个 原子 沿 y 轴 方 向 作 横向 振动 ,系统 有 三 个 自由 度 , 但 是 一 个 自 
由 度 对 应 于 分 子 在 > 方向 的 整体 平 动 ,我 们 不 考虑 整体 平 动 而 假定 质心 是 静止 的 , 即 

ma 二 meys 十 MAys 一 0 (5. 4. 15) 
另外 还 有 一 个 自由 度 对 应 于 分 子 的 整体 转动 ,我 们 不 考虑 整体 转动 而 认为 分 子 对 
于 质心 的 动量 矩 为 零 , 即 
mayl—mayat=0 (5. 4. 16) 
因此 三 原子 对 称 分 子 的 横向 振动 只 有 一 个 自由 度 , 不 妨 选 为 yy. 由 (5.4.15) 式 和 
(5. 4. 16) 式 ,可 以 得 到 系统 的 动能 为 


第 5 章 Lagrange 力 学 95 


T= 记 ma 十 二 训 MB + 二 FMAN 一 me CZma 十 zzaa) 这 (5. 4. 17) 


在 微 振 动 下 ,系统 的 势能 为 UC(y) 二 ky?/2, 其 中 &, 表示 作 横 向 振动 时 的 等 效 劲 度 
系数 . 于 是 系统 的 Lagrange 函数 为 


L=T-U = (2ma 十 me) 一 序 k (5. 4. 18) 
mp 2 
应 的 振动 方程 为 

kims 

Tom Fm 一 0 (5. 4. 19) 
故 振动 角 频 率 为 
kme 

~ Dr Coma TF mn) (5. 4. 20) 


2. 纵向 振动 :三 个 原子 沿 x 方向 作 纵 振动 ,系统 有 三 个 自由 度 ,但 一 个 自由 度 
对 应 于 分 子 在 zx 方向 的 整体 平 动 ,质心 是 静止 的 , 即 


maXxi 十 maxzs 十 mAaXxs 一 0 (5. 4. 21) 
故 只 须 考虑 两 个 振动 自由 度 ， 下 汪 仆 人 Xl zs 利用 上 式 , 系 统 的 动能 为 
了 一 记 ma + 十 二 me 十 寺 MA 
2 
= 3 A (mA 十 7map)( 关 十 过 ) + i (5. 4. 22) 


系统 的 弹性 势能 为 
U= 3h — 一 zz)? 十 去 hCzs 一 如 
一 去 汪 从 [Cs 十 zag)2 ma lz tx§) 


(5. 4. 23) 
十 2 ee (ma 十 me) Xixs 
B 


其 中 丸 表示 作 纵 向 振动 时 的 等 效 劲 度 系数 . 故 Lagrange 函数 为 


2 
L= T—U= 地 旦 Za (ma 十 ms) (地 十 各 ) 二 六 


Me (ma 十 ms) xixs 《5. 4. 24) 


一 记 2 鱼 [Gna +m)* + 二) +2 
于 是 由 Lagrange 方程 得 到 运动 方程 


MAMBE (ma 十 7B ) 艺 1 十 mA ma 十 kiL Cma 十 me)? 十 zz 
十 2kima (ma 十 mp)x3 一 0 
MAmBX1 十 mams (mA 二 me) zs 二 2kima (ma 十 Mme) zl 


十 kLCma 十 mep)? 十 m2 ]zs 一 0 


(5. 4. 25) 
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令 zi 一 Ailexp(41) ,zs 二 Asexp(42) 代 入 (5.4.24) 式 和 (5. 4. 25) 式 得 到 
{mamaCma 二 ma) 十 ki[Cma 二 me)? 十 mA]}Ai 
十 [mameA? 十 2kimaCma 十 mp)jAs 一 0 
[mA maeA? 十 2kima (ma 十 me) Ai 
十 {mAmas (ma 十 mp 十 kL Cma 十 mep)? 十 m3 1}As 一 0 
由 方程 的 系数 行列 式 为 零 得 到 
{mams (ma 十 ma) A 十 kl LOma 十 mp)? 十 17 ] 
一 [mamaeA? 十 2kimaCma 十 me) (5. 4. 27) 
故 得 到 x? 的 二 个 解 为 


(5. 4. 26) 


有 ratm, A kl (5. 4. 28) 


TAB MA 


4 = 一 


因此 二 个 简 正 振动 角 频 率 为 


ww = /外 (2ma 十 mm， /a (5. 4, 29) 
maAmp ma 


由 49 代 人 式 (5.4. 26) 得 4 一 A; ,而 把 时 代入 式 (5. 4. 26) 得 Al 一 一 A;, 因 此 方程 
(5. 4. 25) 的 一 般 解 为 
1 一 > LA# exp(iws ) 十 Ag exp( 一 jwg )] 
B=1,3 (5. 4. 30) 
2 一 2) [Ajexp(iwg) — Agexp(— iwg)] 
B=1,3 
另 一 方面 ,可 以 直接 对 Lagrange 函数 对 角 化 , 令 
1 
V2 


Tl 三 


(和 十 各) zs 一 廊 外 一) (5. 4. 31) 


代入 式 (5. 4. 24) 得 


L== 于 | ze C2mma 十 ms) 癌 一 息 (2ma 二 ma)? 六 | 
2 Lms mB 


十 方 Cna 剖 一 MES) (5.4. 32) 


容易 得 到 简 正 坐 标的 解 

& = Blexp(iwt) + Birexp(— iemt) 

& = Biexp(iwst) + Bz exp(— iw;t) 
由 久 二 (zi 十 Z3)/N2; 久 二 (x1 一 xX3)/W2, 当 名 二 0 时 ,5 作 简 谐振 动 ,而 名 二 0 意味 
着 两 个 A 原子 同 相 振动 ;如 果 己 二 0,& 作 简 谐振 动 ,而 名 二 0 意味 两 个 A 原子 反 
相 振 动 . 


(5. 4. 33) 
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5.5 经 典 力 学 中 的 对 称 性 和 守恒 定律 


从 前 面 各 章 的 讨论 中 ,我 们 导出 了 一 定 条 件 下 的 守恒 定律 , 即 能 量 守 恒 、 动 量 
守恒 和 动量 矩 守恒 . 事实 上 ,守恒 定律 的 产生 有 深刻 的 物理 原因 ,其 根源 在 于 时 间 
和 空间 的 均匀 性 ,其 意义 包括 四 个 方面 :@ 自 然 规律 不 因 时 间 不 同 而 异 , 即 “时 间 的 
均匀 性 ”一 个 物理 系统 (本 章 为 力学 系统 ,可 推广 到 非 力学 系统 ), 如 果 不 受 外 场 作 
用 ,或 者 外 场 不 随时 间 变 化 ,以 不 同 的 时 刻 作为 计算 时 间 的 起 点 ,对 于 研究 运动 是 
等 效 的 ;@ 自 然 规律 在 空间 各 处 都 相同 ,不 因 地 点 而 异 , 即 “空间 的 均匀 性 ”一 个 物 
理 系统 ,如 果 不 受 外 场 作用 ,或 者 外 场 空 间 均 匀 且 不 随时 间 变 化 ,无 论 选择 空间 哪 
一 点 作为 坐标 原点 ,研究 系统 的 运动 都 是 等 效 的 ;@ 自 然 规律 的 旋转 不 变性 , 即 “ 空 
间 各 向 同性 ”. 一 个 物理 系统 ,如 果 不 受 外 场 作用 ,无 论 选择 空间 哪 一 个 方向 作为 坐 
标 轴 的 方向 ,研究 系统 的 运动 都 是 等 效 的 . 注意 :如 果 存 在 外 场 ,就 破坏 了 空间 的 各 
向 同性 ;@ 自 然 规律 对 于 每 一 个 惯性 参考 系 是 完全 相同 的 , 即 Lorentz 变换 的 不 变 
性 . 最 后 一 方面 将 在 第 11 章 中 讨论 . 

1. 时 间 均 匀 性 与 能 量 守恒 :时 间 均 匀 性 也 称 为 时 间 平 移 对 称 性 ,其 意义 是 :如 
果 时 间 平 移 5t, 系统 的 Lagrange 函数 应 该 保持 不 变 , 即 汇 一 0. 从 Lagrange 函数 
的 时 间 平 移 不 变性 能 得 到 什么 呢 ? 显然 

3L = Lr t dD — L(t) — Hat =—0 (5. 5. 1) 


注意 :为 了 明确 ,直接 选用 空间 位 置 矢量 作为 广义 坐标 . 因此 Lagrange 函数 的 时 间 
平移 不 变性 要 求 3L/at 一 0, 即 Lagrange 函数 不 显 含 时 间 , 故 系统 的 广义 能 量 守 
恒 . 当 系统 仅 受 到 保守 场 作 用 时 ,广义 能 量 就 是 系统 的 机 械 能 (动能 与 势能 之 和 ). 
可 见 , 能 量 守恒 与 系统 的 时 间 平 移 对 称 性 联系 . 当然 如 果 外 场 随时 间 变 化 ,时 间 的 
起 点 必须 指定 ,这 就 破坏 了 时 间 平 移 不 变性 要 求 . 可 见 ,能量 守 恒 是 由 时 间 平 移 对 
称 性 产生 的 . 

2. 空间 的 均匀 性 与 动量 守恒 :空间 均匀 性 也 称 为 空间 平移 对 称 性 ,其 意义 是 : 
如 果 空 间 平移 gr.=s, 系 统 的 Lagrange 函数 应 该 保持 不 变 , 即 5L 二 0. 从 Lagrange 
函数 的 空间 平移 不 变性 能 得 到 什么 呢 ? 显然 

江 一 工 (Pr 十 Sr 十 St 一 工 (rr 六 


= 了 (站 .e+ 闻 . 人 =-s 忆 交 一 (5. 5. 2) 
注意 :sg 是 常 矢量 (与 时 间 无 关 ) ,在 空间 平移 中 广义 速度 应 不 变 . 由 矢量 e 的 任意 
性 ,Lagrange 函数 的 空间 平移 不 变性 要 求 

SAE- (5. 5. 3) 
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利用 Lagrange 方程 得 到 
daL_dval_dy,_ dp, 
之 ri cr (5. 5. 4) 


即 P 一 常 矢量 ,系统 的 总 动量 守恒 . 可 见 ,动量 守恒 是 由 空间 的 平移 对 称 性 产生 的 . 
如 果 系 统 只 在 某 个 方向 具有 平移 对 称 性 ,如 xz 方向 , 则 5 二 eez, 式 (5. 5.2) 简 化 为 
dL 一 L(r, 十 Sr sr 十 Sr。 ,£) —L(r, ,r,t) 


二 . oL 一 
一 ee- > 3 六 (5.5.5) 
由 e 的 任意 性 得 到 
aL dj, py 
er* > Er 一 0， 一 (e,. 。P) 0 (5. 5. 6) 


故 z 方 向 的 动量 守恒 . 

3. 空间 的 各 向 同性 与 角 动量 守恒 :空间 各 向 同性 也 称 为 空间 旋转 对 称 性 ,其 
意义 是 :如 果 空 间 旋转 6r, 二 50Xr,, 系统 的 Lagrange 函数 应 该 保持 不 变 , 即 5L= 
0. 从 Lagrange 函数 的 空间 旋转 不 变性 能 得 到 什么 呢 ? 显然 

8L= Lr, + ror tt S75) — Lr, ,r,t) 


一 了 ( 广 。 Br 十 部- 。 57, ) 


oL., oL. ， 
JE (G89Xr) 十 部 G89 Xi) | 


一 一 oL ” oL -一 
一 3 > (rx or ti xX) 0 (5. 5.7) 
由 589 的 任意 性 ,Lagrange 函数 的 空间 旋转 不 变性 要 求 
BaL ve 
2 (rx Sr ti xX SF) 0 (5. 5. 8) 


a 


利用 Lagrange 方程 ,上 式 化 成 
; d BL ,drs ,OLY d, ,dr, 
习 ( 人 xx 二 就 + 三 关 就 ) 3) (rx fp TE XP.) 


a 


_d J 
= mp.) =0 (5.5.9) 


即 J 一 常 矢量 ,系统 的 动量 矩 守 恒 . 可 见 , 动 量 和 矩 守 恒 是 由 空间 的 旋转 对 称 性 产生 
的 . 如 果 系 统 只 有 在 绕 某 个 转动 轴 转 动 时 才 具 有 转动 对 称 性 ,如 z 轴 方 向 , 则 59 三 
se-, 式 (5.5.7) 简 化 为 


江 -ce 5 (nx 


C 


oL ,. woL\_ 
th) (5. 5. 10) 
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由 的 任意 性 ， 
(Xt X=0 C5, 5, 11) 
于 是 式 (5. 5. 9) 变 成 
De.: * (r, Xp,) 一 已 Do (5. 5. 12) 
故 z 方 向 的 动量 矩 守恒 . 
习 题 5 


5.1 一 质点 重量 为 W, 被 约束 在 铝 直 圆周 十 y 一 a* 上 ,并 且 受 到 一 个 水 平 
斥 力 有 zx 的 作用 ,其 中 a 和 为 常量 . (1) 求 平 衡 位 置 ;(2) 用 Lagrange 乘 子 法 求 
约束 反作用 力 的 大 小 . 

答案 :平衡 位 置 有 四 个 : (1) x 二 0, y= 二 土 a, R= 二 干 W; (2) y= 二 W/k:,X 二 
4 /EW Rk 

5.2 质点 一 维 运动 的 Lagrange 函数 为 

工 一 (Fm 一 喜 hq? )expCyt) 
其 中 mk& 和 7 均 为 大 于 零 的 常量 . (1) 求 Lagrange 运动 方程 ; (2) 描述 运动 情况 ; 
(3) 如 果 采 用 广义 坐标 ;一 qexp(Yt/2) , 求 Lagrange 函数 、 运 动 方程 ,和 运动 积分 ; 
(4) 比较 用 g 和 s 描述 质点 运动 的 区 别 . 

答案 :(1) mg 十 myg 十 kg 二 0;(2) Y/2 二 V&Jm, 质 点 作 弱 阻尼 振动 ;Y/2 之 
VE/m, 质 点 作 过 阻尼 振动 ;7Y/2 二 VE/m, 临 界 阻尼 ; (3) 新 的 Lagrange 函数 和 运 
动 方程 分 别 为 


和 
运动 积分 


(4) 当 y/2< YA/ 质点 分 别 作 弱 阻尼 振动 和 简 谐 振动 . 

5. 3 一 个 质量 为 m 的 珠子 在 一 个 半径 为 a 的 旋转 圆 环 上 无 摩擦 地 滑动 , 圆 
环绕 通过 铅 直 直 径 作 恒定 角速度 w 的 转动 . (1) 写 出 系统 的 Lagrange 函数 并 求 运 
动 积分 ;(2) 求 平 衡 位 置 并 且 讨 论 其 稳定 性 ; (3) 求 稳定 平衡 点 附近 的 小 振动 角 频 
率 0. (提示 : 设 珠子 所 在 直径 与 最 低 点 所 在 直径 的 夹 角 为 3, 由 例 5. 3. 1,Lagrange 


100 “理论 物理 导论 


函数 为 L 一 地 ma’ 交 +mgacosb + mo?a? sin:0 


运动 积分 为 能 量 积分 . 等 效 势能 为 U== 一 mgacos0 一 亏 mw?a?sin?5) 

答案 :(2) 当 g/(aw2)>1 时 ,平衡 点 为 8 一 0( 稳 定 ) 和 9 一 r( 不 稳定 ); 当 g/ 
(auw2)<<1 时 ,平衡 点 为 9 二 0( 不 稳定 ) .9 二 x( 不 稳定 ) 和 3= 二 arccos[Lg/(wa)j( 稳 
定 );(3) Q=V(g—aw )/a;0= Vw —g/(aw). 

5.4 一 个 质量 为 m 的 质点 在 一 个 光滑 的 抛物 面 

Ty =ala—z) 

的 顶点 从 静止 开始 下 滑 , 选 柱 坐标 op,z 为 广义 坐标 , (1) 写 出 含 Lagrange 乘 子 
的 Lagrange 方程 ;(2) 求 约束 力 ;(3) 质点 何 时 离开 抛物 面 ? 〈 提 示 :约束 方程 f 二 


一 a(a 一 z) 二 0,Lagrange 函数 L=#m(p +og 2 —mgz) 


答案 :(1) mob 一 p9’) =24p; 4 Cmp? 9) =0;mz==—mg 二 aA; 
(2) 约束 反 力 


(3) R 不 可 能 为 零 , 故 不 会 离开 抛物 面 . 注意 :由 运动 方程 和 初始 条 件 , 9g 二 0. 
5.5 一 个 粒子 在 抛物 面 


z 一 3 +y) 
(其 中 5 为 常量 ) 内 壁 作 无 摩擦 运动 . (1) 如 果 粒 子 在 高 度 一 z 处 的 圆 轨 道中 
运动 , 求 质量 为 m 粒子 的 能 量 和 对 z 轴 的 角 动 量 ;(2) 对 在 水 平 圆 轨 道上 运动 的 


粒子 有 一 个 小 微 扰 , 求 粒子 围绕 原来 轨道 作 小 振动 的 角 频 率 .( 提 示 : Lagrange 
函数 


L=#mB io + mgr; z= 
圆周 运动 条 件 :5 一 5 一 0) 


答案 ;(1) ETHV 一 亡 mgs 襄 十 mg 一 2mgzw;] 一 mp2 和 一 2mzo ;2) = 


4bg > aL oL_ 2 7 一 党 
1 二 25 ,注意 利用 :3p 0,35 Mo020 一 c(c 为 常量 ). 


5.6 质量 为 zz 的 粒子 在 铅 直 平面 内 的 光滑 抛物 线 z 一 它 /a(a 为 常量 ) 上 运 
动 . (1) 写 出 Lagrange 函数 ;(2) 求 平衡 位 置 小 振动 的 角 频率 . 
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答案 :(1) L=m(1+ 和 等 六 一 lmgz? ;平衡 点 :+ 二 0,w 一 28 
a a 
5.7 质量 为 m 的 粒子 在 二 维 势 场 中 运动 


U(x,y) 一 一 kr? 十 去 az2y 2 十 本 Bzt 
求 平 衡 点 并 讨论 其 稳定 性 ,其 中 a 和 有 为 大 于 零 的 常量 . 
答案 :三 组 平衡 点 
全 一 VE/B 他 二 一 k/B X30 一 0 
yio 一 0 yzo 一 0 yaa 一 C 


其 中 < 为 常量 . 前 两 组 为 稳定 平衡 点 ;第 三 组 由 常数 c 决定 ; 当 c>VR/e 或 去 
一 Vk/a 时 ,平衡 点 (0,c) 是 稳定 的 ; 当 一 Vk/a 二 c 二 Vk/a 时 ,平衡 点 (0,c) 是 不 稳 
定 的 . 

5.8 质量 为 m, 长 度 为 1 的 两 相同 单 氛 用 劲 度 系数 & 的 轻 弹 筑 连 起 来 ,弹簧 
的 自然 长 度 等 于 两 县 点 间距 a. 求 此 系统 围绕 平衡 位 置 做 小 振动 的 简 正 角 频 率 和 
振动 模式 ;无 限 多 个 这 样 的 单 摆 , 两 两 弹簧 耦合 , 求 此 系统 的 振动 模式 和 相应 的 简 
正 角 频 率 . (提示 :系统 的 rnge 函数 

L= 到 ma 站 十 十 二 ml2 剖 一 去 mg 有 一 到 mg 的 一 (9 — D2)? 

存在 无 限 多 个 偶合 间 损 时 ,系统 的 Lagrange 玖 数 为 


L= Bml 十 能 十 …) 一 去 mglC 十 泣 十 
一 BML 一 9)? 十 (一 忆 )? 十 …] 


因 单 捍 和 弹 得 组 成 空间 的 周期 函数 , 设 5 的 空间 和 时 间 周 期 解 为 
9, = Aexp[i(kna — wi) |) 


2k gg | 2k, 
答案 :wm 一/ 了; dz 一 rat wn —A| 1 二 (1— cosk,a )， 


ks—=2x/Ar, As=na. 
5.9 一 个 系统 的 动能 和 势能 为 


TT 二 十 ( 儿 十 蜂 十 8); U 一 298 十 2 痢 二 28 一 hq 一 qq 
开始 时 dl1 一 qloy92 一 qzoy9d3 一 930 ,09i 一 0 一 加 一 0, 求 系统 的 振动 . 
答案 :wi 二 V3,ws 二 2,ws 二 V6, 简 正 模式 振幅 比 为 
oo: 1; 二 0， 吕 二 一 ]， 对 wi: 归 二 一 2;， 光 = 二 1. 
对 wl :gi qi 1; 对 CO2 : qi $ gi 3 对 V3 :gi 日 gi 
然后 写 出 通 解 . 
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5. 10 证 明 对 于 冲击 运动 ,Lagrange 运动 方程 为 


Od 
其 中 S。 是 广义 力 的 冲 量 


og 


Ss, = | Qa 
(提示 :对 Lagrange 方程 两 边 从 二 到 所 积分 ) 


(这 )， 一 Ea =S, (a= 1,2,° 


,5) 


第 6 章 Hamilton 力学 


Lagrange 函数 用 广义 坐标 和 广义 速度 作为 独立 变量 ,因此 Lagrange 动力 学 
方程 与 牛顿 运动 方程 一 样 ,是 关于 时 间 变 量 的 * 个 二 阶 微分 方程 . 而 Hamilton 力 
学 用 广义 坐标 和 广义 动量 作为 独立 变量 ,导出 了 2s 个 一 阶 微分 方程 ,在 某 些 场合 
可 以 给 问题 的 解决 带 来 方便 . 但 从 Lagrange 力学 到 Hamilton 力学 ,并 不 是 为 了 简 
单 的 方便 . 确切 地 说 ,Hamilton 力学 的 优越 性 在 于 提供 了 一 个 在 许多 物理 学 领域 
内 作 理 论 推广 的 框架 ,特别 是 研究 各 种 非 力学 问题 的 时 候 更 是 如 此 . 以 后 我 们 将 看 
到 ,一 个 物理 系统 (包括 非 力学 的 ) 的 运动 特性 由 它 的 Hamilton 函数 决定 ， 


6.1 _ Hamilton 正则 方程 :循环 坐标 和 能 量 积 分 


下 面 的 讨论 假定 系统 是 完整 的 保守 系统 . 它 的 动力 学 方程 由 Lagrange 方程 
给 出 


deoL_ 3L_ 一 。。 
di Dg, 了 ， 0 (a 1,2， ,5) (6, 1. 1) 
引进 广义 动量 后 ,上 述 方程 变 成 2; 个 一 阶 方程 
e ， oL 
L, = 6.1.2 
名 Qd。 p. Og ) 


但 是 这 样 做 并 没有 本 质 的 变化 . 现在 试图 改 用 广义 坐标 和 广义 动量 (gq, zp,) 代 替 
(gq, ;9,) 作 为 独立 变量 ,也 就 是 把 Lagrange 函数 L(g,9。,?) 看 作 复合 函数 LLg。， 
Gs(qs;p,) ; 引 . 从 方程 (6. 1. 2) 的 第 一 式 , 可 以 解 出 6. 一 .qs ,pst) ,代入 Lagrange 
函数 上 L(g, ,9,,t) 即 可 得 到 以 (gq,;p,) 作 为 独立 变量 的 Lagrange 函数 , 令 为 工 一 
L[g ,9。(qs ;Pp, ,四 , 引 .问题 是 独立 变量 变化 后 ,方程 (6. 1. 1) 如 何 变化 呢 ? 显然 


aL_3L BaL dd, 、 
aL_aL I (6. 1. 3) 
ck 

红 - aL og (6. 1.4) 
ap 2 ad Bp 


注意 :尽管 =L, 但 3L/3g, 关 3L/3q., 因 为 L 以 (gq,p,) 为 独立 变量 ,而 上 以 (g,， 
6.) 作 为 独立 变量 . 由 方程 (6. 1. 2) 得 到 


9L ;+ Sp od 6.1.5 
Se bt 2 p, dg C6. 1.5) 
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3p Pe 3 (6. 1. 6) 
以 上 两 个 方程 (6. 1. 5) 和 (6. 1. 6) 就 是 以 (gq, ,Pp,) 为 独立 变量 的 “变形 ”Lagrange 方 
程 . 但 这 两 个 方程 含有 偏 导数 39,/3gq。 和 389,/3p, ,必须 从 方程 (6. 1.2) 的 第 一 式 
解 出 4, 二 9。(Cq,;p,; 引 ,然后 求 偏 导数 . 为 了 消除 这 个 缺点 ,注意 到 方程 (6. 1. 5) 和 
(6. 1. 6) 右 边 的 求 和 
"Og _ uo DO 
2p - 忆 虹 (p49 >》 ,六 -2 3p Pb) 9 

利用 上 两 式 ,方程 (6. 1. 5) 和 (6. 1. 6) 可 以 改写 成 

六 (局 26. 一 中 一刀 ， 3 (DP TL)= Ge (6. 1.7) 
其 中 a 一 1，2，…，5， 上 式 括 号 内 的 项 称 为 Hamilton 函数 


H= 2) 户 和, 一 二 (6. 1. 8) 
1 


因 兹 
一 一 访 ; 82 一 外 (a 一 1,2，…3) (6.1.9) 


称 为 Hamiliton 正则 方程 . “正则 ”是 指 方程 的 形式 简 单 而 对 称 . Hamilton 正则 方程 
是 描述 系统 运动 的 2; 个 一 阶 微分 方程 . 注意 :Hamilton 函数 五 应 以 广义 坐标 和 广 
义 动量 (gq,,p,) 为 独立 变量 . 

从 天 和 五 的 全 微分 也 可 导出 Hamilton 正则 方程 . Lagrange 函数 的 全 微分 为 


-> dg .+> 2 十 全 


一 = Dp, da。 + Dp, dg. + (6. 1. 10) 
而 Hamilton 函数 的 全 微分 为 
dH = dD pd IL)= Padp, + Db)da, -Sd (6.1.11) 
国生 全 全 和 
-> Bdp, + dg, + 站 dt (6.1.12) 


比较 式 (6. 1. 11) 和 (6. 1. 12) 肥 可 得 到 peo 正则 方程 (6.1. 9). 另外 ,显然 有 
关系 

3 五 _ eoL 

ot ot 
如 果 工 不 显 含 时 间 , 那 么 日 也 不 显 含 时 间 . 把 式 (6. 1. 11) 写 成 


(6. 1. 13) 
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dH = d( 2p.9.)— dL (6. 1.14) 
因此 当 独 立 变量 从 (gq, ,G4。) 变 成 (q, ,Pp,) 时 ,利用 微分 关系 ,函数 也 从 工 变 成 电 , 这 
样 的 变换 称 为 Legendre 变换 
通常 把 广义 坐标 和 广义 动量 (g,,p,) 称 为 正则 共 罗 量 . 我 们 从 量 纲 分 析 看 其 
意义 
- _f[aL 1_ ri 
[p91 = [0 |= | 天 = [2] 
[Lt] 即 “能 量 X 时 间 ”, 为 角 动 量 量 纲 , 在 量子 力学 中 起 着 关键 的 作用 . 表征 微观 与 
宏观 区 别 的 量 Planck 常量 就 具有 和 角 动 量 量 纲 ( 见 第 13 章 讨论 ). 而 [ao 一 [和 /要 
的 量 纲 依赖 于 gq, 的 选择 . 
例 6.1.1 求 带 电 粒 子 的 Hamilton 量 . 
解 : 由 式 (5. 3. 19) 
L= Sm —gG—v. A) (C6. 1. 15) 
广义 坐标 和 广义 速度 分 别 为 (x,y,z) 和 ( 评 ,y,) , 故 广义 动量 为 


_aL_,.,, 3,. . ,A ，， 
P= mT +A, tA) = mi+aA: 


_aL_,.,,9,, A 
P,= 7 my tqay tA: tA tA.) My 十 4QA， (6.1.16) 
_aL_,,,, a, . ,A 
P,= 2 mt qsiiAst IA, + A.) nm 十 gqA 
写成 矢量 形式 为 
P=mr++aA (6. 1. 17) 
因此 Hamilton 函数 


H= P 渤 十 P,y 十 Ps 一 工 
= (mi + gaA) ,一半 +g(B—v. A) 


1 /pAy? . 
一 oP ad4) 二 gq@® (6. 1. 18) 


介绍 几 个 重要 的 结论 . 

循环 坐标 : 如 果 Hamilton 函数 互 不 显 含 广义 坐标 ge; 那么 由 正则 方程 
(6. 1.9) 得 到 记 一 0, 即 相应 的 广义 动量 守恒 , 称 q; 为 循环 坐标 (或 可 遗 坐标 ). 注 
意 :尽管 从 Lagrange 方程 也 能 得 到 相同 的 结论 , 即 方程 (5. 3. 7) ,但 有 本 质 的 区 别 . 
Lagrange 函数 中 不 显 含 广义 坐标 ww ,并 不 能 说 二 中 不 合 4,, 因 此 整个 问题 仍然 有 
个 自由 庆 . 但 在 互 中 广义 坐标 g。 是 独立 变量 ,由 p, 一 cc 为 常量 ) 代 人 Hamilton 
函数 ,就 少 了 一 个 自由 度 . 
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能 量 积分 :与 力学 中 一 样 ,我 们 可 以 导出 能 量 积分 . 事实 上 
-站 六 十 > 3H .+ (6. 1. 19) 


由 正则 方程 (6. 1. DA 1， To 


aHoH_ vy\ HaoH, 9H _ 9H 
-如 让 > + ci (6. 1. 20) 


如 果 扣 不 是 售 时间 ,dE 因而 互 王 ECE 为 常量 ). 当 系 统 为 稳定 约束 时 ， 
五 王 T 十 U 一 瑟 , 即 在 稳定 约束 时 , 瓦 就 等 于 系统 的 总 能 量 . 可 见 , 从 正则 方程 得 到 
能 量 积 分 比 从 Lagrange 方程 要 简单 得 多 ! 

必须 指出 :如果 用 正则 方程 (6. 1. 9) 来 求 质 点 的 运动 方程 远 不 如 Lagrange 方 
程 简单 ,必须 从 Lagrange 函数 转 到 Hamilton 函数 :从 Lagrange 函数 求 出 广义 动 
量 ,然后 消去 广义 速度 . 而 在 Lagrange 力学 中 ,直接 从 Lagrange 函数 就 可 以 得 到 
质点 的 运动 方程 .事实 上 , 比 之 Lagrange 力学 , Hamilton 力学 的 优点 在 于 两 个 方 
面 :@ 可 以 推广 到 微观 粒子 ,进行 量子 化 ,我 们 将 在 第 13 章 讨论 ;@ 便 于 变量 变换 ， 
在 Lagrange 力学 中 ,广义 坐标 的 变换 必 引 起 广义 速度 的 变化 ,而 在 Hamilton 力学 
中 ,广义 坐标 与 广义 动量 是 独立 的 变量 ,不 仅 可 以 单独 对 广义 坐标 或 广义 动量 进行 
变换 ,也 可 以 对 广义 坐标 和 广义 动量 同时 进行 变换 ,我 们 将 在 6. 4 节 中 介绍 . 

例 6.1.2 用 柱 坐 标 和 球 坐 标 分 别 写 出 质点 m 在 势 场 中 运动 的 Hamilton 
函数 . 

解 : (1) 柱 坐标 (r,p,z) ,变换 关系 为 < 二 rcosqp,y 王 rsing,z 二 zx, 故 


之 一 rcosp 一 rpsinp 


y= rsinp 十 rpcosp (6. 1. 21) 
之 一 之 
因此 Lagrange 函数 为 
= mC 十 洋 十 ) 一 UCzx,y,2) 
二 记 m( 六 十 好 十 关 ) 一 UCreospsrsing,z) (6. 1. 22) 
广义 动量 为 


mrig, p,= mz (6. 1. 23) 


_BGL_ ， _90 
Li 和 
可 见 ,pp, 为 柱 坐 标 中 的 径 向 线 动量 ,p, 为 相对 于 > 轴 的 角 动量 ,而 p, 为 z 方向 的 
线 动量 . Hamilton 函数 为 
H= pi?+p@+pi—L 
p’ 


1 。 
一 元 人 十 之 +p: + U(rcosg,rsing,z) (6. 1. 24) 
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并 一 rsingcosp， y=rsindsing, z= rcosD 


故 
之 一 fsin9cosg 十 ro cosycosp — rpsin9sing 
y= 7singsinp 十 rBcosgsinp + rpsind9cosg (6. 1. 25) 
之 一 /cost9 — rdsind 
因此 Lagrange 函数 为 
L= mC 十 部 十 好 ) 一 U(xyy,2) 
一 mC 二 rE 十 Py sin?9) — Ursin9cosg, rsin9sing, rcosy) (6.1.26) 
广义 动量 为 
一 一 oL -一 六 -一 oL 一 一 2 ‘ 一 3L 一 一 2 7 ] 2 _ 
p, Es mr, pp, Ee mr D， p, ap 727 OSIn 9 (6. 1. 27) 


可 见 ,p, 为 球 坐标 中 的 径 向 线 动量 , 记 和 为 相对 于 原点 的 角 动量 分 量 . Hamil- 
ton 函数 为 
H= 好 十 加 8 二 2 一 工 一 址 (如 十 傅 十 5 


2m r? sin219 


二 U(rsin9cosgp,rsindsing, 7cost9) (6. 1. 28) 
考虑 电子 围绕 氢 原 子 核 的 运动 , 球 坐 标 下 Hamilton 函数 为 
1 (,: bs pe \ 1 Ze’ 
H 2 (P 十 rz 十 二 4reo 了 
代入 正则 方程 (6. 1. 9) 得 到 
HE 名 加 1 Ze’. 
Pp, or mr’ ta Sin29 4xeo 天 
BE_ 名 ，_ BaH__tecos9 


7 op, m 加 一 39 mrisind’ 


(6. 1. 29) 


(6. 1. 30) 


9 ap, mr?sin?y 
可 见 用 正则 方程 (6. 1. 9) 反 而 没有 牛顿 方程 来 得 简便 . 
例 6.1.3 求 两 体 问 题 的 Hamilton 函数 . 
解 : 在 同一 惯性 坐标 系 内 , 设 质 点 m 和 M 的 位 置 矢量 分 别 为 rn 和 rm, 那么 


两 体系 统 的 动能 为 
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工 一 坟 mi 十 专 Mi% (6. 1. 31) 
设 相 对 坐标 和 质心 坐标 分 别 为 r= 二 rw 一 rv 和 7r. 二 CMrm 十 mrm)/(M 十 m) ,于 是 
mm — rt rs rm = rr (6. 1. 32) 
代入 式 (6. 1. 31) 得 到 
六 二 二) 
二 六 (mM 二 让 z 


二 让 Gm 十 MD (这 十 误 十 癌 ) 十 去 pC 产 十 7 训 十 sin?98?) (6.1. 33) 


假定 两 质点 的 作用 势 仅 与 相对 距离 7 二 |r, 一 rx | 有 关 , 妈 U(r) ,系统 的 Lagrange 
函数 为 


L=T-U (6. 1. 34) 
因此 六 个 广义 动量 为 
ps 一 (nm 十 Mi py =mtMe ps = mtMDz 
(6. 1. 35) 
故 系统 的 Hamilon 函数 为 
一 2 2 2 
H= T+U= gc (外 十 戊 十 大 ) 
2 
+ 去 (s+ 多 st UC C6. 1. 36) 


显然 Hamilton 函数 不 含 广义 坐标 (zx。,y.,z.) 和 9p, 故 相应 的 广义 动量 均 为 运动 常 
数 ,又 Hamilton 函数 不 显 含 时 间 , 故 能 量 守恒 . 由 下 列 正 则 方程 和 广 义 动 量 
2 一 cOSI9 _eaL 


Pp, =— -7 pe = SF=pr 2 (6. 1. 37) 
可 求 男 外 一 个 运动 常量 . 事实 上 全 两 相生 得 到 
op — So dp? (6. 1. 38) 


注意 到 p, 为 运动 常量 , 故 


| aaa =p :| Sp dy (6. 1. 39) 
即 
ps 
芗 十 一 和 一 常量 (6. 1. 40) 


sin209 
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6.2 Louville 定理 、Poisson 括号 和 Poisson 定理 


从 正则 方程 ,可 导出 Hamilton 力学 中 的 一 个 重要 定理 , 即 Louville 定理 . 由 牛 
顿 动力 学 方程 或 者 Lagrange 方程 或 者 Hamilton 方程 ,只 要 给 定 每 个 质点 的 初始 
位 置 和 速度 ,原则 上 可 由 正则 方程 求 每 个 质点 的 运动 轨迹 ,但 当 系统 的 质点 数 很 大 
(达到 103 量 级 ) 时 ,实际 上 这 是 不 可 能 的 ,也 没有 必要 . 我 们 只 要 求 判 断 大 数目 全 
同系 统 运动 的 平均 性 质 ,我 们 将 在 第 21 章 再 详细 讨论 . 正则 方程 (6. 1.9) 用 2s 个 
独立 变量 (g, ,p,) (a 二 1,2,…,s) 来 描写 自由 度 为 : 的 力学 系统 . 以 2s 个 变量 (qu， 
p,) 为 直角 坐标 ,可 以 构成 一 个 2s 维 空间 ,这 个 空间 称 为 相 空 间 . 相 空间 中 任 一 点 
代表 力学 系统 的 一 个 确定 状态 ,这 个 点 称 为 相 点 . 当时 间 变 化 时 ,力学 系统 的 运动 
状态 改变 ,因此 相 点 将 在 相 空 间 中 运动 ,从 而 画 出 一 条 曲线 , 称 为 相 轨 道 . 在 给 定 初 
始 条 件 的 情况 下 , 相 轨道 由 正则 方程 唯一 决定 . 相 轨 道 是 互 不 相交 的 , 否则 正则 方 
程 (6. 1. 9) 的 解 不 唯一 . 当 * 很 大 时 , 相 轨道 足够 稠密 ,可 用 密度 概念 来 描述 : 设 相 
空间 中 的 体 元 为 
dr = daidqz…da,dzp dp,**…dp, (6. 2. 1) 
在 dr 内 有 dn 个 相 点 ,那么 密度 定义 为 dn 二 pdr. 一 般 , 密 度 是 (gq,,p,) 和 时 间 的 函 
数 , 于 是 


dep_ op -SC .2.2 
: + gt Bj.) (6. 2. 2) 
定义 相 点 的 流 矢 量 
= Pplde, tp, PB.) (6. 2. 3) 
a=1 


其 中 e 和 pp 分 别 是 g。 和 轴 方 向 的 单位 矢量 . 在 相 空间 中 取 体 积 为 V 的 区 域 ， 
其 面积 为 S. 显然 单位 时 间 内 ,通过 面积 元 ds 的 相 点 数 为 dx 一/ dS. 体积 元 dr 内 
林村 的 本 化 卫生 点 数 之 和 , 即 


在 2s 空间 利用 散 度 定理 
ap ， /pd) 3Cob) 1] .2.5 
[e+ aa。 一 op, )j 和 
由 dr 的 任意 性 ,得 到 
op DGod。) opp,) 一 0 (6. 2. 6) 
ot + > [> aq。 + op, | 


由 (6. 2. 6) 式 和 方程 (6. 2. 2) 得 
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% 一 p> ( 族 5 32. ) (6.2.7) 
再 利用 正则 方程 (6. 1. 9)， 6 2.7) 式 变 成 
dp__ 29328. 3 as 
>3 (By 3p, — Bp 34. )=° 
因此 相 空 间 密度 守恒 ,这 就 是 Louville 定理 , 它 是 统计 力学 的 基础 . 利用 正则 方程 
(6. 1.9) ,方程 (6. 2. 6) 也 可 以 写成 
op, ui. aH| 
e+ > | 光一 起 en | 0 (6. 2.9) 
当 系 统 达到 平衡 时 , 相 空 间 密度 不 显 含 时 间 , 故 


aeas_ % HY_ 
> (ee 3p. 3 dg)- 0 (6. 2. 10) 


Poisson 括号 :对 任意 两 个 物理 量 pg(p, ,q., 世 和 以 轧 ,qu 为, 定义 Poisson 括号 


(6. 2. 8) 


为 


三 六 (2 示 -32 2 6.2.11 
[ot = 3 (sg ap. 3 (6.2.11) 


显然 p( 训 qu， 蚊 的 时 间 变 化 率 为 


d 
+ (ot rob 


= 3+ + 允 ( 识 一 3 况 )= 儿 [pH (6. 2. 12) 
加 果 物 理 量 不 显 全 时 间 op(P ,go) 且 [p,E] 一 0, 那 么 p 是 一 个 守恒 量 , 即 gp 一 c(c 为 
常数 ) 是 一 个 运动 积分 . 当 [p, E]=0, 称 gp 与 Hamilton 函数 对 易 ; 如 果 物 理 量 显 含 
时 间 gp(p, ,ge ,2) ,但 


dp _ 3 =0 6.2.13 
i st + L9H] ( ) 


称 gq(p, ,qs ,为 含 时 守恒 量 . 显然 相 空间 密度 是 含 时 守恒 量 ,利用 Poisson 括号 ， 
方程 (6. 2. 9) 可 写成 简洁 的 形式 


+ [op,Hl=0 (6. 2. 14) 
基本 的 Poisson 括号 有 
[gisqa] =0, [pspe]=0, [gz 四] = 6% (6. 2. 15) 


即 , (1) 广义 坐标 或 者 广义 动量 分 别 两 两 对 易 ; (2) 广义 坐标 与 相应 的 广义 动量 不 
对 易 ;(3) 广义 坐标 与 非 对 应 的 广义 动量 对 易 . Poisson 括号 有 以 下 基本 性 质 ， 
[C, 赔 一 0 [pstj+[yg,pj =0; [凡人 一 0 (6. 2. 16) 
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EAA (6. 2. 17) 
Ly, > = Deg] (6. 2. 18) 
总 [w, 轨 一 Ew [地 | (6. 2. 19) 
[#,Lo,y]] 十 [9,Ly,$1] 十 Ly, [$,9]] 一 0 (6. 2. 20) 


最 后 一 式 称 为 Jacobi 恒等式 ,可 由 Poisson 括号 定义 直接 证 明 ( 习 题 6. 10). 
Poisson 定理 :如 果 pg 和 y 是 系统 的 守恒 量 , 则 Lg,yj 也 是 系统 的 守恒 量 . 事实 
上 , 因 yp 和 y 是 系统 的 守恒 量 , 即 存在 关系 


Op oy 
了 +[y,H] = 0， a 二 [yg,Hj= 二 0 (6. 2. 21) 
故 
ar ]= 全 [ ] 十 ELo, 轨 ,五 ] 
下 py 3 py ppj， 


= [2,s]H+ [tice] 


一 Ly,Ly, Hj]] 一 Lo,Ly, Hj] 一 LH,[Ly,y] 
一 Ly, [Lp， 五 ]] 一 Ly,Ly, Hj] 十 Ly; Ly, H]] 十 [y,LH,9]] 
一 0 
其 中 应 用 了 恒等式 (6. 2. 16) 一 (6. 2. 20). 当然 ,守恒 量 [Lp, yj 可 能 是 不 独立 的 ( 即 
可 能 是 p 和 y 的 组 合 ) ,因为 一 个 系统 的 守恒 量 是 有 限 的 . 
例 6.2.1 求 Poisson 括号 
[JJ 了]， [JJ]， ElzsTy], [LTT] (= x,y,2). 
其 中 J=rXp 是 质点 的 动量 矩 . 
解 : 广义 坐标 和 广义 动量 分 别 为 直角 坐标 和 粒子 的 线 动 量 
[J,y,J:]= [Czp, — 2p,), (zp,— Pp,)] | 
= [zp,»xp,] — [zps, yp — [zp,, rp, + Lrp,, ps] (6.2.22) 
利用 式 (6. 2. 17) 
[sb。,zb,] = zrLp, sp, z[p,» zp, + zxLz,p, ps + Lz, rlp,p, 
根据 对 易 关 系 (6. 2. 15), 上 式 中 只 有 第 二 项 不 为 零 , 即 


[zzp ,Xp ,| =— 2p, (6. 2. 23) 
同 理 :[zp, ,yp,] 一 0,[zp, ,zp,] 二 0 和 [xp,,yp,j 二 yp,， 代 入 式 (6. 2. 22) 得 
[J,,J1 = yp.— zp, = J (6.2.24) 


同样 计算 可 得 
[J;2,J:] = J,, [J;,Jy j= J. (6. 2. 25) 
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下 面 求 角 动 量 平方 与 分 量 的 对 易 关 系 
[7 一 [75 天 十 及 十 及] 
= [Ji,Jzj+t [li, J] [Li, J:] 
= JsLJi, zd+t Lf, ]]zt ,LJ,] 


十 [JJ 十 J LT 十 [Js]J。 6. 2. 26) 
当 ;一 工时 
[T= J Ty ET ydsy + Ls, T+ [ls] 
= J,Js 二 JJy 二 J(—J,) 二 (一 Jy)J:=0 (6. 2. 27) 


同 理 可 得 到 其 他 二 个 对 易 关 系 . 故 角 动 量 平方 与 每 个 分 量 对 易 , 在 量子 力学 中 具有 
同样 的 关系 ,我 们 将 在 第 14 章 讨论 . 顺便 提 一 下 ,由 Poisson 定理 和 式 (6. 2. 24) 和 
(6. 2. 25) ,如 果 质 点 角 动 量 有 两 个 分 量 守恒 ,那么 第 三 个 分 量 也 守恒 . 


6.3 ”Hamilton 原理 和 弹性 体 的 Hamilton 原理 


力学 系统 从 时 刻 1 到 时 刻 的 一 切 可 能 ( 即 满足 约束 条 件 ) 的 运动 之 中 ,真实 
运动 使 Hamilton 作用 量 S 取 极 值 , 即 
SS 一 0 (6. 3. 1) 
其 中 
Ss= | Le D a (6. 3.2) 
方程 (6. 3. 1) 称 为 Hamilton 原理 ,S 也 称 为 主 函数 . 因此 动力 学 问题 变 成 一 个 求 泛 
函 的 极 值 问题 . 显然 
SS 一 站 SL (gq, yd st) dt 一 > (a + 0d. )dt (6. 3. 3) 
对 第 二 项 分 部 积分 得 到 
站 aq.d 一 站 SL ggy, = (aq.) 


如 


页 Ode 三 Od Ga。 二 
一 上 呈 训 pcd (6. 3. 4) 
代 人 式 (6. 3. 3) 
8S= | 3LCq Gust) d 
=- 习 [( 亲 sz) 上 六 ( 吕 -六 如 jaat] (6.3.5 


如 果 系 统 初 态 和 末 态 的 位 形 一 定 , 即 Sq (1) 王 5q.(ts) 三 0, 则 
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_NfraL_ daL 一 
is =— > ( 产 一 名 新 )3%d 一 0 (6. 3.6) 
对 任意 变 分 8g. 上 式 恒 成 立 的 条 件 是 
生计 一 站 一 (a = 1 2) (6. 3.7) 


与 Lagrange 方程 完全 一 样 ! 以 上 把 (gq, ,6。) 作 为 独立 变量 ,如 果 独 立 变 量 换 成 (g,， 
2p,);: 由 


5 一 让 [六 pp 一 He,D]u=0 (6. 3. 8) 
1 a=l 
给 出 

上 之 (p84. 十 5p, 一 8p, — dg, jd 一 0 (6. 3. 9) 
上 式 左边 第 一 项 为 

| p, 3d。 dj | 8q.) 一 bdq. |dt 
= (p68g.) |? —|*b.3gd 一 一 | Pdgd: (6.3.10) 

代入 方程 (6. 3. 9) 得 到 


[a — (bh.+0)sa ld =0 (6. 3. 11) 
而 5p, 和 8q. 是 独立 变 分 ,于 是 
4. 一 a pb, = 一 En (6. 3. 12) 


即 为 Hamilton 正则 方程 (6. 1. 9). 从 方程 (6. 3.2) 可 见 , 如 果 Lagrange 函数 变 成 
L’ 二 L 十 dU/dt, 其 中 U=U(g,,t) 那 么 


85’ =8| Lg,sdesD dt = 8S+8) dU = 8S+8U | = 8S 
1 | 


即 不 改变 Hamilton 原理 . 因此 说 Lagrange 函数 不 是 唯一 的 ! 这 一 性 质 很 有 用 处 . 
从 Hamilton 原理 可 以 导出 Lagrange 方程 和 Hamilton 方程 ,那么 引进 Ham- 
ilton 原理 有 什么 意义 呢 ? 原因 有 :G@ Hamilton 原理 是 时 间 的 积分 而 不 是 广义 坐 
标的 积分 ,所 以 与 广义 坐标 的 选择 无 关 ;@) 它 不 仅 对 有 有 限 个 自由 度 的 力学 系统 成 
立 , 而 且 对 有 无 限 自 由 度 的 力学 系统 也 成 立 , 更 本 以 推 | 到 非 力 党 系统 ， 这 也 是 
Hamilton 原理 的 意义 所 在 . 
下 面 给 出 从 d'Alembert 原理 “推导 ”Hamilton 原理 的 过 程 . 由 方程 (5. 1. 19) 


5S) (Fi—miri) * dr:=0 (6. 3. 13) 
i=1 
首先 看 第 二 项 
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. 的 如 dr n d . | | 
mi 。 6r; 二 之 7 Hy" ri 一 2 a “6r)—mr。 ar | 


i=1 


一 > [em “8r) 一 8( 记 wm" 霹 )] 


n 


= 3 Exe 。 7;) 一 ST | 


上 式 两 边 对 时 间 积分 得 到 = 
| (Dm * Sr; ) dt 一 > [Cm * 7;) 一 57T | 


=[2 oo on] —a(f DTa)=—a(f Td) 6.s.19 
其 中 上 和 
T= > T, (6. 3. 15) 
是 总 动能 . 再 看 方程 (6. 3. 13) 的 第 一 项 和 
DR, or — 3D Fn)= Ww (6. 3. 16) 
把 上 式 和 式 (6. 3. 14) 代 入 方程 (6. 3. 13) 得 到 
让 CT 二 W)d =0 (6. 3.17) 


上 式 为 一 般 情 况 下 的 Hamilton 原理 . 利用 广义 力 的 定义 式 (5. 1. 13) 
5W = DF, 。 8r: 一 > on “dg, 一 > 7Q.3a. (6. 3. 18) 


i=] a= 
如 果 广 义 力 有 势 Q,= 二 一 8U/3g, ,那么 (6. 3.17) 可 写成 
| CT 一 Ud = | Ld:=0 (C6. 3. 19) 
这 正 是 Hamilton 原理 . 


例 6.3.1 由 Hamilton 原理 求 氨 原子 中 电子 绕 核 的 运动 . 
解 : 在 极 坐 标 下 ,Lagrange 函数 为 


工 一 了 mm 十 28) 十 茎 


(6. 3. 20) 
4 Teor 
代入 Hamilton 原理 
to to AN。 » 9 2 .NA，_ Ze? 一 
让 Ld 一 | [rar + mr ror + mr? gdp — 7 6r |dt —0 (6. 3.21) 
因为 


dd 、 dd 
j87 = 0) — jr; rgd9 = 和 F909) 一 二 (的 3。 (6. 3. 22) 
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代入 式 (6. 3. 21) 并 且 分 部 积分 
ma(F8r 十 mg8p) | -上 (om 一 mr 镶 十 27 rd 


-上 SCmr’ gdpdt =0 (6. 3. 23) 
而 5r|, 二 6r|, 一 0;59|s 一 591s 二 0, 由 变 分 的 任意 性 得 到 
mi— rep ) + =0; Hm -0 (6.3.24) 


即 mr?g 二 常量 . 
例 6.3.2 各 向 同性 弹性 体 运 动 的 Hamilton 原理 
解 : 弹性 体 运动 的 动能 密度 为 
1 Qt Ouz ? Ous ? 
=- 订 ( 敬 ) + ( 管 ) + (总)] (6. 3. 25) 
由 式 (3. 3. 25) ,各 向 同性 弹性 体 的 弹性 势能 密度 为 
ww 一 计 [LQ 二 20 (的 十 吃 十 咯 ) 十 K 抱 十 时 十 响 ) 


十 21(Ceue2z 十 €11€33 十 ez2@33) 1] (6. 3. 26) 
故 弹 性 体 的 Hamilton 原理 为 


8s= 3 | —w—w drd 
| 


Pp[ 训 十 误 十 码 ] 一 [2pCefz 十 efs 十 eh) 
一 十 | 十 QA 十 210 《eh 十 扩 十 名) drdt 一 0 (6. 3.27) 
十 2ACenezz 十 eliess 十 e22633) |—u 
其 中 表示 体力 密度 产生 的 势 函 数 :了 二 一 Vu. 从 上 式 不 难得 到 弹性 体 的 运动 方 
程 , 即 式 (3. 4. 4) (习题 6. 9). 本 例 说 明 , Hamilton 原理 同样 可 以 推广 到 连续 体 ( 相 
当 于 有 无 限 多 个 自由 度 ) 的 运动 . 不 仅 如 此 ,Hamilton 原理 还 可 以 推广 到 非 力学 系 
统 , 如 电磁 场 系统 ,只 要 写 出 其 正确 的 Lagrange 函数 ( 见 第 11 章 讨论 )， 


6.4 正则 变换 :正则 条 件 和 Poisson 括号 的 不 变性 


由 6.1 节 ,我 们 知道 Hamilton 函数 有 一 个 循环 坐标 ,力学 系统 就 可 以 少 一 个 
自由 度 . 当然 循环 坐标 越 多 越 好 . 但 循环 坐标 是 否 存在 或 者 多 少 与 广 义 坐 标的 选择 
有 关 . 一 个 简单 的 例子 是 质点 在 有 心力 场 中 的 运动 ,如 果 用 极 坐标 来 讨论 , La- 
grange 函数 为 


L=T-U=Sm 1rYy) + 2 (6.4.1) 
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其 中 wa 为 常量 ,而 
_oL__ ， _oL_. 。 
记 一 中 一 p= mr (6. 4. 2) 
相应 的 Hamilton 函数 为 
r? 忆 op， ?人 2m 7 2 7 。 竺 。 


五 不 显 含 9p, 故 是 一 个 循环 坐标 :p, 二 9H/3g 一 0， 即 mr?g 二 clc 为 常量 ) ,表示 质点 
的 角 动 量 守恒 . 但 若 用 直角 坐标 来 讨论 问题 就 没有 循环 坐标 . 因此 我 们 希望 通过 坐 
标 变 换 , 使 原来 的 独立 变量 (gq ,p,) 换 成 新 的 变量 (Q, ,P,) 

Q, = Qg,p,st); P, = P(g p, ,1) (6. 4. 4) 
在 新 变量 (Q, ,PP,) 下 ,新 的 Hamilton 函数 H'(P,,Q,) 有 更 多 的 循环 坐标 . 但 是 我 
们 又 希望 通过 变换 后 ,Hamilton 方程 仍然 保持 方程 (6. 1. 9) 的 正则 形式 

Q = Pp-; 己 一 强 (6. 4. 5) 

满足 正则 方程 形式 不 变 的 变换 (6. 4. 4) 叫 正则 变换 . 从 方程 (6. 3. 8) ,对 独立 变量 
(qa, p,) 


5 一 站 | Dp.dg, — HCp.s0eD | 一 0 (6. 4. 6) 
a=l 
为 使 新 变量 (Q,,P,) 满 足 Hamilton 方程 (6. 4. 5) ,必须 成 立 
8S ' = sf | DPQ HPQ | 一 0 (6.4.7) 
La=l 


显然 当 (6. 4. 6) 和 (6. 4.7) 式 只 差 一 个 全 微分 时 ,两 个 Hamilton 原理 等 效 . 于 是 ， 
我 们 得 到 式 (6. 4. 4) 是 正则 变换 的 充 要 条 件 


SP dQ, — H’(P,,Q., ,tn) dt = Bp.da, — Hp dst dF (6. 4. 8) 
写成 形式 

一 一 yp dg, 十 Sp.dQ, +[HGOp,,g st) — H (P,Q st) Jdt (6.4.9) 
如 果 函数 下 已 知 且 为 一 (gq,Q.,0) ,那么 


dF = > A dg, + 全 da.+ 全 (6. 4. 10) 
比较 (6. 4. 9) 和 (6. 4. 10) 式 ， Sp 应 该 有 
__ er. 二 oF. _ oF 
p, Og” P, BaQ，” H 一 H of (6. 4. 11) 


在 函数 下 一 F(g, ,Q, ,给 定 下 ,上 式 建立 起 了 老 变 量 (g.,p,) 以 及 新 变量 (Q,P。) 
的 关系 ,而 且 给 出 了 新 的 Hamilton 函数 , 故 函 数 下 称 为 母 函数 . 如 果 Hamilton 函 
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数 和 变换 (6. 4. 4) 不 显 含 时 间 ,那么 函数 下 也 不 显 含 时 间 下 一 F(q.,Q.) ,于 是 五 一 


五 . 注意 ;尽管 它们 相等 ,但 函数 的 独立 变量 不 同 . 


以 上 我 们 假定 下 为 时 间 和 新 、 老 广义 坐标 的 函数 ,当然 可 以 是 (gq,p,) 与 (&， 


P,) 的 任意 一 对 的 函数 . 
1. 改变 方程 (6. 4. 9) 右 边 第 一 项 求 和 
3 pdg, = d( > p,q )— p> qedp, 
代入 方程 (6. 4. 9) ~ 
> PdQ, — H’'(P,,Q,,D) dt =—— Dadp, 


—H(p.,goD dt + d(F+ 2)p,.9.) 
a=1 


Fi =F+2)pg. 
= 
那么 
dF = >\P,.dQ, + 2) gdp, +[H(Gp, ,qt) — H'(P,,Q,,t) dt 
a=1 a=l] 


把 已 取 成 形式 Fi 二 Fi(p,,Q,;?) ,于 是 有 关系 

_h po-h, w=H-a 
ap, P, BaQ， H = ot 
2. 改变 方程 (6. 4. 9) 右 边 第 二 项 求 和 


六 Pda, = a PP.Q,)— PQAP, 


du 


代 人 方程 (6.4.9) 
d(F— DPQ.)—— Pp,da— PQAP, 
a 一 1 a=1 a= 


十 [HCp, ,qs ,Lt) 人 H’(P, ,OQ, ,1) |dt 


把 FF 取 成 形式 F 二 Fs(g, ,了 P,,t), 于 是 有 关系 


_oF __oF ym op 
dg。 Q GBP， H = ot 


pb, 一 
其 中 
F,=F— PQ, 


(6. 4. 


(6. 4. 


(6. 4. 


(6. 4. 


(6.4. 


(6. 4. 


(6.4. 


(6. 4. 


12) 


13) 


14) 


15) 


.16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


如 果 能 找到 一 个 正则 变换 ,使 H 一 HCP,) ,那么 所 有 的 广义 坐标 都 是 循环 坐 
标 , 于 是 P, 二 c,《a 二 1,2,…,5) ;而 Q. 就 是 3H'/3P。 对 时 间 的 积分 ,问题 就 完全 解 
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决 了 .但 函数 下 .所 或 者 Fi 的 寻找 本 身 就 很 困难 . 

正则 条 件 : 从 正则 方程 (6. 4. 5) ,我 们 从 另 一 个 角度 来 讨论 变换 (6. 4. 4) 应 该 满 
足 的 条 件 . 假定 变换 式 (6. 4.4) 不 显 含 时 间 Q, = 二 Q (qs,p,);P, 一 P(gqs,p,), 且 
H’==H. 计 算 


Q= > (it t+;)- > (2 3 一 29: 9H) (6. 4. 21) 


一 EAL B=1 Qap ops ops Ogqp 
3P, 3H 3P,. aH 
P,= ag 十 Dn OF 一 和 .4. 
ERD Spbs)— > (二 3 Bp: Be,) (6. 4. 22) 
而 
oH _ ) (BH 2 一 9F Er), oH 一 (3 ac - 3 3 ) 
ape y=1 OQ, aps oP, opp Oqp y=1 oOQy Oqp oP, gp 


上 式 代 入 (6. 4. 21) 和 (6. 4. 22) 得 到 
Q.= SS [六 ( 字 2Q _ 3H 2Pz) 一 39 (3 oaQ; 3 五 zz) | 
B=1 Gap GQ， opp aP, ops 


EE 


1 oP, 


ER 
显然 要 方程 (6. 4. 5) 第 一 式 成 立 , 则 要 求 
[Q. ,Qy] = 0; [Q, ,P,] 一 Cu (6. 4. 23) 
同样 可 得 到 


+- 旺 节 - 绢 中) 癌 隐 加 - 误 吕 )] 


7'8=1 


§ 


P aQ, 3P, aQ,\, aH /oP, 3P, _ 3P. oP 
六 ps 7 3% ) Bp, (38: Bg Bap B38)] 


站 (部 [P,QT 部 ， LP.,P)]) 


显然 要 方程 (6. 4 5) 第 一 式 成 立 , 则 要 求 
LP,,Py] = 0; [P,Q,] =—=— 6w% (6. 4. 24) 

值得 注意 的 是 :条 件 式 (6. 4. 23) 和 (6. 4. 24) 与 Hamilton 函数 的 具体 形式 无 关 , 因 
为 确定 一 个 正则 变换 纯粹 是 一 个 运动 学 问题 ,而 与 系统 的 动力 学 性 质 ( 由 Hamil- 
ton 函数 决定 ?无 关 . 

Poisson 括号 的 不 变性 :正则 变换 的 一 个 基本 性 质 是 Poisson 括号 在 正则 变换 
下 的 不 变性 ,这 也 是 一 个 正则 变换 的 基本 要 求 . 证 明 ; 记 物理 量 y 和 9 在 老 变 量 
(p,q,) 和 新 变量 (P,Q,) 下 的 Poisson 括号 分 别 为 Cp, yjss 和 [gsyjra, 由 Poisson 
括号 的 定义 
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vp 9 
[gy lm > (3 ap. Bp. 3 (6. 4. 25) 


利用 


9 9 ae ,9 Pp 
2 (36 Bq, | 3b, 2) 


( 3 QQ ,9 op,) 
dQ, op aP, op, 


(6. 4. 26) 


代入 式 (6. 4. 25) 得 到 
i/39 3Q apap aa , %W oP 
[pp 这 【ee Ba。 tap, 3 (0 az | ap, 3 ) 
一 (2 OQe | oe Fe)( Wy oQ | 3 7 | 
3aQ Op, oPs 90. /人 aQ, dg oP, dg 
SS Es 3% (90 oQ, 30 2Q,) ap za (ap apP， 3P， az) 
ay 有 7 一 1 9Q， OQ, Aqa op, op, Og oPs oP, Ga op, op, Og 
og ay (3Q: apP， 3aQ， az) Be 34 (as 20 -az ax)] 
3aQ, oP, \dp, dg op, dg) Ps OQ,\ dq: dp, ap, ad 
把 对 a 求 和 指标 放 到 括号 中 并 且 对 调 最 后 一 项 的 求 和 指标 ,上 式 可 简写 成 


yl op oy 
Lp, pl pa 3 ot aP, ap,t Pe’Pr] 


ap Wy ap wy 
十 (36 ap 一 ap 总)[QP] (6. 4. 27) 
利用 正则 条 件 式 (6. 4. 23) 和 (6. 4. 24) 


vp oY ao WY 
[pln = 2 (a6 3P, 3. 6) We (6. 4. 28) 


,7==T 


Bp[g, yl = Lp, yre. 
例 6.4.1 利用 正则 变换 求 平面 谐振 子 的 运动 . 
解 二 维 谐振 子 的 Hamilton 函数 为 


HTHU— 芭 (pi 二 p2) 二 二 mfx! TBy). (6.4.29) 
取 母 函数 为 
F(z,y,Q1,Q) = Fm x? cotQ, + wy cotQs) (C6. 4. 30) 
由 方程 (6. 4. 11) 
p,—— =——mwzcotQ,, p=——2 =—mwycotQ; 
(6. 4. 31) 


F 1 F 1 
P= = Tmowz’csc Qi ， 了 = 谢 = mw y csc Q: 


1 
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新 的 Hamilton 函数 为 


H= Fm[ CocotQ)’ + GorcotQs)"] + maj x + By) 


一 Sma?z’ (1 十 cotzQ ) 十 Fmody (1 cot:Q;) 


三 一 CwPi 十 wo Ps) (6. 4. 32) 
显然 Q 和 Q: 都 成 了 循环 坐标 ,于 是 由 正则 方程 (6. 4. 5) 得 到 
P, 一 0， P, = 0; Q 一 一 1， Q: 一 一 xz (6. 4. 33) 


即 
Pi=—C, P;,=—C; 
QI 一 一 上 一 站 ， 一 一 ao 一 0 
式 中 积分 常数 取 负 号 是 为 了 形式 对 称 : 上 式 代 入 方程 (6. 4. 31) 的 第 一 式 


Ci 一 Fm’csc (td), C= Bmway csc? (wt 0s) (6. 4. 35) 


r=,| 2C sin(awtt 十 0) y= 2 sin(wzt 62) (6. 4. 36) 
Mw! My 


由 此 可 见 , 用 正则 变换 求解 质点 的 运动 关键 是 找 适当 的 母 函 数 . 本 例 中 我 们 选取 了 
比较 好 的 母 函数 ,使 Q 和 Q 都 成 了 循环 坐标 . 如 何 选 择 好 的 母 函 数 , 是 Hamilton 
力学 求 质点 运动 的 关键 . 但 是 我 们 已 指出 :Hamilton 力学 的 更 大 意义 在 于 它 可 以 
推广 到 其 他 物理 系统 ,特别 是 量子 系统 ,而 不 是 用 它 来 求解 具体 的 动力 学 问题 . 


习 题 6 


(6. 4. 34) 


即 


6.1 一 个 质量 为 m 的 质点 在 具有 势能 为 U(r) 的 保守 力作 用 下 运动 ,用 球 坐 

标 (~,9,p) 为 广义 坐标 ,证 明 三 个 运动 常量 
p? p 加 
Pb»; 2m 2mr?sin?y sin:0 

(提示 :Hamilton 函数 与 pg 无关 ,pp 一 常量 ;Hamilton 函数 与 时 间 无 关 , 能 量 守 恒 ; 
第 三 个 等 式 用 [如 十 p%/sin?3, 有 Hj 二 0 证明) 

6.2 地 球 以 恒定 的 角速度 w 二 we, 相对 于 惯性 参考 系 运动 ,e- 是 固定 于 地 球 
的 z 轴 的 单位 矢量 ,用 固定 于 地 球 的 三 维 直 角 坐 标 (z,y,z) 为 广义 坐标 , 写 出 质点 
m 在 势 场 中 运动 的 Hamilton 函数 ,证 明 Hamilton 函数 不 是 质点 的 总 能 量 ,但 是 
一 个 守恒 量 . (提示 :质点 相对 于 惯性 参考 系 运动 的 运动 速度 

v= jes yey 十 es we: X (zer 十 yey 十 zez) 

Hamilton 函数 与 时 间 无 关 , 故 Hamilton 函数 守恒 ) 


十 U(r); p53 十 
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答案 :一 起-(p2+p2+p2) 十 powy -pyr +UCz, yz). 
6.3 ”原子 质量 为 m 的 双 原 子 分 子 之 间 的 相互 作用 势 为 
U() = 一 络 十 品 
A,B>0 且 为 常量 ,r 为 原子 间距 离 . (1) 写 出 原子 系统 的 Hamilton 函数 ;(2) 求 出 
系统 具有 最 低能 量 的 平衡 状态 ; (3) 若 系统 处 于 最 低能 量 状态 时 , 有 一 个 小 微 扰 
动 , 求 系统 的 振动 角 频 率 . (提示 : 取 系 统 的 质心 坐标 (z,y,z) 和 一 个 原子 相对 于 另 


一 个 原子 的 球 坐 标 (>,9,p) 为 广义 坐标 ) 
答案 :(1) Hamilton 函数 为 


一 1 2 2 2 
H= (ps +p +p:) 


1/,s,b, pb \ 24,B 
十 去 ( 芭 十 到 二 re 十 二 
(2) ro 一 CB/A)%;(3) 将 UGCD) 在 mm 附近 展开 

dr 
2 dz 


/2 


U(r) 2 U(r) 二 


r=ro 


得 到 w=12m- -2A B23. 

6.4 设 p 是 坐标 和 动量 的 标量 函数 ,证 明 [g,J.] 一 0. (提示: 因为 坐标 r 和 动 
量 p 是 矢量 , 故 9 一 定 是 r?、p* 和 r。*p 的 函数 

p= pr pre p), J = rp,— YP.) 
6. 5 质点 m 在 有 心力 
F =—— Ze, 
r 
作用 下 运动 ,其 中 a 是 常量 . 定义 矢量 
A=pxXJ—ma 荆 
求 [A;,J;] 和 [A;,H] (i,j=x,Y). (提示 :质点 在 平面 运动 , 设 为 ZOy 平面 
p= peztp,ey, r=xestyey, J=rxXp= (zp, — YP )er 


| 1 ma 
Hamilton 函数 为 五 一 7( 加 十 加 ) 一 rT 


答案 :[A,,J.] 二 一 A,， [A,,J.]=A,, [A,, Hj=0, [A,, HJ=0. 
6. 6 ” 找 出 各 向 同性 三 维 谐振 子 的 运动 积分 ,其 Lagrange 函数 为 


工 = 二 池 m( 吉 十 沪 十 关 ) 一 喜 kC 开 十 六 十 22) 
(提示 : (1) Hamilton 函数 不 显 含 时 间 , 故 能 量 守恒 ;(2) 在 柱 坐 标 中 讨论 , Hamil- 
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ton 函数 不 含 p, 故 p, 守恒 ) 
答案 : 瑟 一 地-(p 十 如 十 如) 十 坟 kCz? 十 y 十 22) 二 C13 
Fs=7xp,— yp,=C2; Fs=yp.—zp,= Cs; P=zp,— zp,=—=C; 
P= 地 Dt 六 kr 一 Cs Fo 一 ED! 让 hy Cs 


FF 一 过 十 喜 kz? 一 0 Fa—[Fs, Fs]=Tp,p, thry= Cs 


Pp be thye—Cys Fo 一 六 pp 二 ez 一 Co 


6.7 ”证 明 对 称 重 刚 体 作 定 点 运动 的 Hamilton 函数 为 

ps (六 一 cos9)2 p? 

H= or +t gem 21s 十 mglcos9 

并 求 三 个 运动 积分 . 提示: Hamilton 函数 不 显 含 时 间 与 Hamilton 函数 不 含 广义 
坐标 p 和 少 ,因此 可 求 出 三 个 运动 积分 ) 

6.8 一 质量 为 m 的 质点 在 势 场 中 作 一 维 运动 ,质点 受到 正比 于 其 速度 的 阻 
力 一 2m7y9. (1) 证 明 可 由 Lagrange 函数 


工 一 | 去 md 一 Co) JexpC2yt) 
得 到 运动 微分 方程 ;(2) 用 母 函 数 F,(q,P,t) 二 gqPexp(7i), 求 正则 变换 后 的 Ham- 


ilton 函数 态 * (Q,P,?) ,对 于 UCg) 二 mw? /2, 证 明 变 换 后 的 Hamilton 函数 
H* (Q;P,t) = 元 已 十 十 maozQz + yQP 
1 2 


为 运动 常量 ; (3) 对 于 弱 阻 尼 情 况 yx<o, 由 (2) 中 的 运动 常量 , 求 阻尼 振子 的 解 
q(t). 
答案 : (1) 运动 方程 为 mi 二 一 3U/9g 一 2m7Y9;(2) Hamilton 肾 数 为 


H(p,gq,t) = exp(— 27yt) + UC(g)exp(27t) 
变换 后 的 新 Hamilton 函数 为 
H' = 人 D+ULQexp(— yt)Jexp(2yt) + YQP 
新 Hamiiton 函数 不 显 含 时 间 t, 故 是 运动 积分 ;(3) 积分 常数 由 
下 =— LP’ +3moR + 7QP 


表示 . 


q(t) = 1 /2 exp(— Yt)sinCwyt + a) 
wy m 
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其 忠 二 Vw 一 77,H* 和 a 由 初始 条 件 决 定 . 
6.9 证明 变换 


d 一 ecosP; p= v2kQsinP 


是 一 个 正则 变换 ,并 把 正则 方程 


~ 3H, ;=— 2 
4 3p: Pb -3 
变换 成 
-98, po— 90 
aP 3Q 


式 中 H=(p* 二 及 8)/2 和 五 "一 AQ. 


6.10 从 Hamilton 原理 式 (6. 3. 27) 导 出 各 向 同性 弹性 体 的 运动 方程 (3. 4. 4). 
6. 11 证 明 Jacobi 恒等式 (6. 2. 20). 


第 7 章 电磁场 的 基本 性 质 


从 本 章 至 第 12 章 , 介 绍 电动 力学 的 基本 内 容 . 电动 力学 研究 电磁 场 和 电磁 波 
的 基本 性 质 、 运 动 规律 以 及 电磁 波 与 各 种 形态 物质 的 相互 作用 . 1865 年 , Maxwell 
总 结 , 修 正和 推广 了 前 人 的 工作 ,建立 了 作为 物质 形态 的 场 一 一 电磁 场 的 运动 规律 
的 一 整套 完备 理论 ,并 且 预 言 了 电磁 波 的 存在 . 电磁 场 的 基本 规律 遵循 Maxwell 
方程 组 ,而 Maxwell 方程 组 建立 在 电磁 实验 定律 的 基础 上 . 因此 ,我 们 首先 介绍 三 
个 基本 的 电磁 定律 , 即 库仑 定律 .安培 定律 和 法 拉 第 定律 ,并 导出 它们 各 自 的 数学 
方程 . 然后 讨论 如 何 推广 和 联系 这 些 数学 方程 ,导出 真空 和 介质 中 的 Maxwell 方 
程 组 ,并 讨论 其 性 质 , 包 括 电 磁场 的 能 量 动量 和 角 动 量 性 质 . 


7.1 电磁 现象 的 实验 定律 和 平方 反比 律 


Coulomb 定律 :描写 真空 中 两 个 静止 点 电荷 g, 和 g, 之 间 相 互 作用 力 的 定律 ， 
电荷 受到 g, 的 作用 力 Fzi 由 下 式 表示 ,如 图 
7.1.1 

di1d2 
dxeo | ra—r |? 
其 中 rn 和 r; 分 别 是 adi 和 G2 的 位 置 矢量 


e 二 -在 一 站 
| rz —r | 


是 (rz 一 ri) 方 向 ( 妈 两 个 电荷 的 连 线 方向 ) 上 的 
单位 矢量 . 同样 ,电荷 9 受到 gs 的 作用 力 本 ?为 


Fi, 一 


e (7.1.1a) 


Fl 


(7.1.1b) 


.1.2 
4reo | ri—r; 到 C7.1.2) 


显然 它们 满足 牛顿 第 三 定律 , 即 Fs 二 一 Fa. 库 
仑 定律 的 平方 反比 律 性 质 是 Maxwell 方程 组 的 基础 ,现代 实验 证 明 ， 如 果 库 仑 力 
为 Ini 一 r2| “1 ,那么 


图 7.1.1 库仑 定律 


6 扫 (2.7 士 3.1) X10 
当空 间 存在 个 点 电荷 q,(i==1,2,…,7n) 时 ,实验 证 明 ,对 任何 一 个 电荷 和 , 受 
到 其 他 电荷 的 作用 力 为 
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及 一 了》 I ,天 一 六 (7. 1. 3) 


4reo ft | rril: | 产 一 产 | 
上 式 意味 着 电荷 作用 力 的 线性 又 加 原理 ， 是 电磁 学 中 的 一 个 十 分 重要 的 原理 . 正 是 
由 于 线性 秋 加 原理 ,真空 中 的 Maxwell 方程 组 才 是 简单 的 线性 方程 组 . 从 经 典 到 
亚 原子 范围 ,还 没有 一 个 反例 显示 线性 释 加 原理 不 成 立 . 
式 (7. 1. 3) 中 用 dg 代替 gq, ,那么 电荷 gq 受到 其 他 电荷 的 作用 力 可 表示 成 


F= gE() 《7.1.4) 
其 中 为 9 和 人 得 拓 量 , 估 才 所， 村 为 电 才 于 
rr 
E(r) 一 均 -> [和 Tv TFT (7.1.5) 


如 果 “ 其 他 电荷 ”是 一 个 在 体积 V 内 连续 分 布 的 带电 体 ， 电荷 密度 为 pCr) ,那么 应 
该 有 


一 1 plr’) . 了 一 天 3 / 
EQ) 去 | |r 一 |: | rr r (7. 1.6) 
显然 E(r) 可 以 写成 
1 7 1 3 7 
En= pe],etr ) VT7 二 rz r 


=— Vl | Ee “三 一 Vp(r) (7.1.7) 


4reoJy | 一 7 
注意 ;(7. 1. 7) 式 中 V 只 对 观察 点 r 求 梯度 . 标量 函数 PCr) 称 为 电势 
_PC-) dr / (7.1.8) 


4reojJv | r—r | 

由 矢量 分 析 , 矢 量 场 的 性 质 由 矢量 的 散 度 和 旋 度 决 定 . 因此 ,我 们 来 求 EC(r) 的 散 度 
和 旋 度 . 从 (7. 1.7) 立 即 可 以 得 到 静电 场 的 旋 度 

VXE(r)=0 (7.1.9) 


PCr) = 


另 一 方面 ， 由 式 (7. 1.7) 
V* EC(r)=—V. Vo(r) 一 一 V 2p(Cr) 


一 一 | pr ) Vr 


fne 
= 一 二 | or)[ 一 4r6Cr 一 r)]dr = en (7.1.10) 
式 中 6(r 一 ?是 Dirac-6 函数 , 即 得 到 静电 场 的 散 度 
V.E(r) 一 (7.1.11) 


因此 ,从 式 (7. 1. 9 和 (7. 1. 11) 可 知 : 静 电场 是 有 源 无 旋 场 , 电 场 线 不 闭合 ,从 正 电 
荷 出 发 到 负电 荷 终 止 ,有 头 有 尾 . 
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例 7.1.1 求 电 偶 极 子 的 场 分 布 . 
解 : 电 侦 极 子 定义 为 


p= 外 (7. 1. 12) 
其 中 人 设 场 点 P 的 球 坐 标 为 (r,9,9) ,电势 为 
g/li_ 1l 
PCry9) 一 4xeo (= 二) 
gq rr 9 Lcosd 
~ 4neo ?十 ?7 一 ~ 4xeo r? 

1 pr 1 vl 
-Te ze Vv > (7. 1. 13) 


因此 , 当 |r| 六 /, 电 场 强度 为 


Er,D) = Vp) = 1 Pr Pr 
nEO r 


在 球 坐 标 下 ,车 p 的 方向 与 z 轴 一 致 (如 图 7. 1. 2)， 
电场 可 表示 为 


E(r,9) = me 


(7.1.14) 


三 (2cost%e, 十 sint9eos) 
《7. 1. 15) 
安培 定律 :描写 真空 中 两 个 电流 元 jidrt 和 
jzdrz 之 间 相 互 作用 力 的 定律 ,jzdr 受到 jidr 的 作 
用 力 Fa 由 下 式 表示 


(7.1.16) 


而 jidr 受到 jzdrz 的 作用 力 dFlz 为 
dF = A 三 dr XLjPdr X (ri — rs) 
4 


广 一 rz |? 


(7. 1. 17) 


可 见 ,电流 元 之 间 的 相互 作用 力也 服从 平方 反比 律 . 但 不 满足 牛顿 第 三 定律 ,这 是 
因为 不 可 能 存在 稳定 的 电流 元 ,实验 中 电流 总 是 闭合 回路 . 对 电流 分 别 为 五 和 卫 
的 闭合 回路 ,假定 线性 到 加 原理 仍然 成 立 ,那么 相互 作用 力 为 
一 和 dl X [di X (rm 一 产 ) 
4x J | 产 一 产 | 

可 以 证 明 两 个 闭合 回路 之 间 的 相互 作用 力 满足 牛顿 第 三 定律 . 类 似 于 方程 
(7.1.4) ,把 作用 于 电流 元 jidri 的 力 写成 

dF 一 六 dr X BOr) (7. 1. 19) 


Fi (7.1. 18) 
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其 中 矢量 函数 B(7) 为 
4; 一 产 ) 
Blr) 一 Mr dr Xx rr 由 (7. 1. 20) 
由 线性 释 加 原理 ,对 空间 V 内 分 布 的 电流 元 j(r) ,BCr) 的 一 般 表达 式 为 
BD = Har (7.1.21) 
47rJV | 一 产 |* 


由 于 历史 的 原因 ,矢量 BCr) 称 为 磁感应 强度 . 对 稳 恒 电流 为 了 的 闭合 回路 / 
B(r) = po 了 dr < (r—r) 
dad: Ir—rils 
同 电场 强度 一 样 ,我 们 来 讨论 磁感应 强度 的 散 度 和 旋 度 ,由 式 (7. 1. 21) 


B(7) = | (v 


(7. 1. 22) 


[| )X jr Yr 


= 名 | [vx Cr 一 7 VxJr) ar 
dv Ir—r| |r-r| 


. J . / 
= 名 | Vx Lr qr =VX 色 | LE 
4nxiv | 一 六 | 4rvJv | 一 产 | 


=VXA (7. 1. 23) 
注意 ;(7. 1. 23) 式 中 V 只 对 观察 点 > 求 梯 度 , 矢 量 4 称 为 矢量 势 ,定义 为 
Ho jlr) 3 
4= 台 |， dr (7. 1. 24) 
显然 ,对 于 稳 恒 电流 为 了 的 闭合 回路 1 
人 -| dr 


二 人 | 一 一 /一 
4 区 | r 一 六 | 


由 矢量 分 析 , 立 即 可 以 得 到 磁感应 强度 的 散 度 
V.B=0 (7. 1. 26) 


(7. 1. 25) 


另 一 方面 ,由 式 (7. 1. 23) 
VXB=VXVXA=V(V.4)—V’A (7. 1.27) 
首先 分 析 上 式 第 一 项 ,由 4 的 定义 
Lo 。 jlr) 3 ./ Ko 1 3 
vY.4= 鱼 Y | dr jv dr 


v |r—r | 4xlv |r—r 


四 Ha 
一 名 | Vv! 1 jr Odr | V’. A ) dir’ 
v |r 一 六 | 4zxJv | 7 一 天 | 


十 甸 | EV ir dr 


4xlv [|r—r | 
由 电荷 守恒 定律 


第 7 章 电磁 场 的 基本 性 质 131 


op V。7= 二 0 
3 十 J (7. 1. 28) 


对 稳 恒 电流 3o/3t 二 0, 即 稳 恒 电流 条 件 为 V'，j(r') 二 0, 于 是 
af vo _j0) vv， mmf Jr) 
v4 一 - 乱 |,v rr rs Tr 

当 电 流 分 布 在 有 限 空间 时 ,上 式 中 积分 面 可 取 足 够 大 的 球面 ,在 球面 上 电流 密度 为 

零 , 于 是 积分 为 零 , 即 VY 。 A 和 4 二 0; 再 看 式 (7. 1. 27) 的 第 二 项 


。dS′ (7.1.29) 


2 -一 上 2 Jr ) 3 7 一 上 了 . 2 3 7 
V3A | v TT dr | jr) Vr 
一 | jC 4ndr—r) dr = pof Cr) (7. 1. 30) 
因此 得 到 磁感应 强度 的 旋 度 为 
VX BO) = poj Cr) (7. 1. 31) 


方程 (7. 1. 26) 和 (7. 1. 31) 即 为 静 磁 场 的 基本 方程 , 可见; 磁场 是 无 源 有 旋 
场 ,磁场 线 是 闭合 的 ,没有 起 点 也 没有 终点 ,无 头 无 尾 ;磁场 是 非 保守 场 ,电流 激 
发 的 磁场 以 涡 旋 形式 出 现 ,与 静电 场 完全 不 同 . 注意 :稳定 电流 激发 的 磁场 的 矢量 
势 A 满足 方程 
VA =— yoj(r) 


(7. 1. 32) 
V.A=0 
例 7.1.2 求 磁 偶 极 子 的 场 分 布 . 
解 : 磁 侦 极 子 定义 为 
m = n limSI (7. 1. 33) 
其 中 是 电流 回路 面 S 的 法 向 (由 右手 定 则 决定 ) ,I 是 回路 中 的 电流 . 矢量 势 4 为 
joIf ar 
4 一 对 | (7. 1. 34) 
由 矢量 分 析 公 式 
uar = | as XV | (7. 1. 35) 
矢量 势 A 可 写成 
pol 7 / 1 一 Pat ~/ rr 
A= | ds Xv TFT 一 名 | ras xT 《7.136) 
当 |r| 六 | 六 | ,上 式 近似 为 
~ /rb rr 
A | .Tds x 二 一 急 mX 琴 (7. 1. 37) 


其 中 六 为 
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m = | ras = nlIS (7. 1. 38) 
于 是 我 们 得 到 磁 偶 极 子 的 场 


B=VX4 一 健 VX (mx 大) 


430m Pr 一 7 
4 了 

车 取 六 的 方向 与 z 轴 一 致 (如 图 7. 1. 3), 可 得 到 球 坐 

标 中 的 如 为 
B= Rgcosde, 十 singes) (7.1.40) 

4xr 

与 例 7. 1. 1 中 电 偶 极 子 的 场 相 比 , 二 者 有 相似 的 形 
式 .图 7.1.4 画 出 了 电 偶 子 ( 上 ) 和 磁 偶 极 子 ( 下 ) 的 场 
线 分 布 , 图 中 曲线 的 切 向 即 为 场 (电场 或 者 磁场 ) 的 方 
向 . 注意 :在 电 偶 极 子 的 连 线 上 ,电场 由 正 电荷 指向 负 
电荷 ,与 p 的 方向 相反 ;而 在 磁 侦 极 子 内 ( 即 小 线圈 的 


(7. 1. 39) 


图 7.1.3 z 方 向 的 磁 偶 极 子 
中 间 ) ,磁场 方向 与 m 一 致 . 


十 


7.1.4 电 偶 极 子 ( 上 ) 和 磁 偶 极 子 ( 下 ) 的 场 线 
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电力 线 和 磁力 线 :图 7. 1. 4 中 曲线 的 切 向 即 为 场 ( 电 场 或 者 磁场 ,下 面 以 电场 
为 例 ) 的 方向 , 则 曲线 线 元 dr 一 (dx,dy,dz) 与 方向 平行 , 故 EXdr 王 0. 展开 后 得 
到 分 量 形式 


内 = 全 = 内 (7.1. 41a) 
上 式 即 是 决定 电力 线 的 方程 ;对 磁力 线 , 只 要 把 上 式 中 的 电场 改 成 磁场 即 可 . 在 球 
坐标 内 ,dr 二 dre, 十 rd9es 十 rsin9dgeg, 故 上 式 变 成 


dr d9 _ dp 


rsin9E, sin9E, FF gy 


结合 式 (7. 1. 41b) 与 式 (7. 1. 15) 或 者 式 (7. 1. 40) ,可 以 得 到 z 方向 偶 极 子 的 电力 线 
或 磁力 线 的 方程 


(7. 1. 41b) 


dr 有 
2rcos9 sin9 (7. 1. 41c) 


上 式 积分 得 到 :r 一 rsin29, 其 中 m 为 积分 常数 . 注意 :图 7. 1. 4 的 力 线 分 别 是 两 个 
点 电荷 ( 土 O)( 上 ) 的 电力 线 和 小 线圈 (下 ) 的 磁力 线 ,与 图 7. 1. 2 和 图 7. 1. 3 对 应 . 

Faraday 电磁 感应 定律 :1831 年 Faraday 在 实验 中 发 现 , 把 电路 放 到 随时 间 变 
化 的 磁场 中 时 ,电路 中 会 产生 感 生 电 流 , 产 生 感 生 电流 的 感 生 电动 势 8 的 大 小 与 通 
过 回路 的 磁 通 量 的 变化 成 正比 , 即 


6=— Sls .dS (7.1. 42a) 


上 式 负 号 表示 感应 电流 的 磁场 阻碍 磁 通 量 的 变化 ,S 
是 以 回路 C 为 边界 的 任意 曲面 ,如 图 7. 1. 5. 另 一 方 
面 , 感 生 电 动 势 等 于 感 生 电场 的 积分 


6 = 中 E’ .dl (7. 1. 42b) 
因此 
df 
bE .dl = ?| 2 ds (7.1.43) 
下 面 分 两 种 情况 讨论 上 式 . 
1. 在 相对 于 回路 静止 的 坐标 系 观 察 :上 式 右 边 图 7.1.5 S 是 以 回路 C 为 
的 全 导数 仅 对 B 求 偏 导 "5 全 


fp a) Bas C14 边界 的 任意 曲面 


磁场 B 是 在 实验 室 坐 标 系 中 测量 的 , 感 生 电场 E' 是 在 回路 C 中 测量 的 ,现在 观察 
者 ( 即 实验 室 坐 标 ) 相 对 于 回路 C 静止 ,因此 ,E' 就 是 实验 室 测 量 的 电场 , 即 五 一 
E'. 上 述 方程 即 为 Faraday 电磁 感应 定律 的 积分 形式 
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bE .dl -|| 站 .dS (7. 1. 45) 


2. 在 相对 于 回路 运动 的 坐标 系 观 察 ; 设 回路 C 以 低速 w(zc) 作 平移 运动 , 方 
程 (7. 1. 43) 右 边 的 全 导数 为 | 
龟 一 鱼 十 (veV) (7.1.46) 
因此 
hE’ .dl = [ 谋 + Gr VB ds 7147) 
利用 Y 。B==0 以 及 VY ，v 一 0, 上 式 可 写成 


bE’ 。 dl 一 一 | [站 +vx (BXxw | ds 


一 _ |. 昱 . ds 二 | vx (Bxw .as] 


一 强 .ds+ 中 ex 本 .dl 
即 


bE vxB) .dl =- 一 | 2B .4s (7. 1. 48) 


邻 EE=E' 一 vyXB, 得 到 
fa. 
bE di = J| 宏 dS (7. 1. 49) 


上 式 与 方程 (7. 1. 45) 完 全 相同 . 注意 :E 是 相对 于 回路 运动 的 实验 室 坐 标 系 测量 到 
的 电场 ,而 E' 是 相对 于 回路 静止 的 坐标 系 测量 到 的 电场 ,两 者 的 变换 关系 为 


E=E-+vXB (7. 1. 50) 
该 式 只 在 低速 时 成 立 , 对 高 速 运 动 , 须 用 狭义 相对 论 变换 关系 
E’ = ~ 分 (7.1.51) 


我 们 将 在 后 面 讨论 . 由 于 回路 C 的 任意 性 ,利用 斯 托 克 斯 公式 ,可 以 得 到 Faraday 
电磁 感应 定律 的 微分 形式 


vxE=- 3 C7. 1. 52) 
ot 


因此 随时 间 变 化 的 磁场 可 以 激发 涡 旋 电场 ,这 与 静电 场 方程 V XE==0 是 不 同 的 . 
7.2 真空 中 电磁 场 的 Maxwell 方程 组 和 位 移 电流 


至 此 ,我 们 得 到 了 电场 E 和 磁感应 强度 B 的 五 个 方程 ,它们 是 
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静电 场 方程 
VXE=0; eV.E=p (7.2. 1) 
静 磁 场 方程 
V.B=0; VXB= ,oj (7. 2. 2) 
变化 磁场 产生 电场 的 方程 
vxE=—38 (7. 2. 3) 


ot 

这 五 个 方程 都 在 电磁 实验 基础 上 总 结 出 来 的 ,有 它们 的 使 用 条 件 和 范围 . 问题 是 : 
能 否 从 这 五 个 方程 总 结 出 更 普遍 的 电磁 规律 呢 ?” 特 别 是 Faraday 电磁 感应 定律 ， 
随时 间 变 化 的 磁场 能 够 激发 涡 旋 的 电场 , 反 过 来 ,随时 间 变 化 的 电场 能 否 激发 出 磁 
场 呢 ? 

以 上 五 个 方程 能 否 推广 到 时 间 变 化 情况 呢 ? 我 们 来 具体 分 析 这 五 个 方程 . 

显然 ,方程 V XE 二 0 可 有 方程 (7. 2. 3) 代 替 ,推广 到 时 间 变 化 的 电磁 场 问题 不 
大 ;方程 V，B==0 是 由 稳 恒 电流 总 结 出 来 的 ,能 否 推广 到 时 间 变 化 的 电磁 场 问 题 ? 
由 方程 (7. 2. 3) ,两 边 求 散 度 


= .38 -9 . 
VVXE 一 VS -VB (7. 2. 4) 


但 V.。(V XE) 三 0, 因 此 V， B= 二 常数 ,如 果 取 这 个 常数 为 零 ,并 不 影响 Faraday 电 
. 磁感应 定律 ,故我 们 认为 方程 VY ，B=0 是 普遍 成 立 的 ;方程 V XB 二 poj 也 是 从 稳 
恒 电 流 总 结 出 来 的 ,推导 它 时 ,用 到 了 稳 恒 电流 条 件 V。 /一 0. 方程 V XB 二 joj 两 
边 求 散 度 ,得 到 V， j==0 的 结论 ,显然 如 果 把 方程 V XB=ywj 推广 到 时 间 变 化 情 
况 , 它 与 电荷 守恒 定律 矛盾 ! Maxwell 首先 看 到 了 这 个 矛盾 ,并 从 理论 上 解决 了 这 
个 矛盾 . 由 电荷 守恒 定律 式 (7. 1. 28) 并 承认 方程 e。 V“。 五 一 o 的 普遍 性 ,得 到 


9p e。 1 一 . SF 1 | 一 
STTV 一 Y (e 2 十 了 了】 0 (7. 2. 5) 


可 见 , 只 要 用 /saE/at 来 代替 ,方程 (7. 2. 2) 的 第 二 式 就 与 电荷 守恒 定律 不 巴 
盾 了 ! 因此 我 们 得 到 方程 


; oF 
VXB=— (ite 3 ) (7. 2. 6) 


式 中 eo9E/3i 称 为 位 移 电 流 . 位 移 电 流 的 引入 是 Maxwell 对 电磁 理论 最 杰出 的 贡 
献 . 当 j 一 0 时 | 


VxB = eo (7.2.7) 
上 式 与 Faraday 电磁 感应 定律 相对 应 ,说 明 随时 间 变 化 的 电场 也 激发 涡 旋 磁场 . 
根据 以 上 分 析 , 我 们 得 到 了 一 组 描述 真空 中 随时 间 变 化 的 电磁 场 方程 组 
aB 


eeV.E=p; VXE=— 3 (7. 2. 8) 
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VvV.B=0 VXB=(jte%) (7. 2.9) 


这 就 是 真空 中 的 Maxwell 方程 组 .EE 和 B 有 6 个 未 知 分 量 ,而 Maxwell 方程 组 有 8 
个 方程 ,看 起 来 是 超 定 的 . 事实 上 ,这 8 个 方程 不 是 完全 独立 的 ,其 中 有 4 个 是 齐 次 
方程 . 从 V，B==0, 知 道 B 一 定 是 某 个 矢量 势 A 的 旋 度 (与 静态 场 类 似 ), 即 B= 
V XA; 而 由 方程 (7. 2. 8) 的 第 二 式 得 到 


vx (E+ 将)=0 (7. 2. 10) 
知道 E 十 34/3i 一 定 是 某 个 标量 势 的 梯度 
=- 一 vp 一 全 (7. 2.11) 


因此 电磁 场 由 4 个 势 函数 描述 ,方程 (7. 2. 8) 的 第 一 式 和 方程 (7.2.9) 的 第 二 式 恰 
好 是 4 个 方程 . 因此 Maxwell 方程 组 是 自 洽 的 . 

不 难 证 明 Maxwell 方程 组 的 解 是 唯一 的 . 证 明 ; 设 给 定 源 分 布 p 和 j 的 电磁 体 
系 存在 不 同 的 两 组 解 (E,B) 和 (E',B').(E,B) 满 足 方程 组 (7.2.8) 和 (7.2.9), 而 
(E',B') 也 满足 


eo VE =p VXE——o (7. 2. 12) 
V.B =0; VXB' = (jt+e os) (7. 2. 13) 
并 且 它 们 满足 同样 的 初始 条 件 
EC(r,0) = E'(r,0); B(r,0) = B’'(r,0) (7. 2. 14) 
和 边界 条 件 
Elw=E |ap; Bl 一 Ba (7. 2. 15) 
令 到 一 下 一 及 和 及 一 有 一 了 3 ,方程 (7. 2.8)、(7.2.9) 减 去 方程 (7. 2.12)、(7. 2. 13) 
相应 的 方程 得 到 
V.E’=0; VXE’ =— aB (7. 2. 16) 
ot 
V.B =0; VXB = m0 3 (7. 2.17) 
初始 条 件 和 边界 条 件 变 为 | 
E’(r,0) =0; BG,0)=0 (7. 2. 18) 
E’|»w=0; Bla»=0 (7. 2. 19) 


因此 志和 下 满足 无 源 、 零 初 值 和 零 边 值 定 解 问题 . 作 积分 (7. 4 节 表 明 这 实际 上 是 
电磁 场 的 能 量 ) 


W = | (se 。 到 十 二 区 .及 dr (7. 2. 20) 


第 7 章 ”电磁场 的 基本 性 质 137 


假定 体系 的 边界 不 变化 ,显然 


dW_1 La py ” 
| ,LE (VXB)—B .VXE’)]dr 


1 。 1 (全 各 日 1 1 ry , 
| (EX BOdr J XB) 。ndS (7.2.21) 


40 
在 边界 上 El 二 0;B"|ap 二 0,W 二 常数 , 即 
LA 1 yp 
w=|,(eE E+,B B)dr=C (C 为 常数 ) (7. 2. 22) 


由 初始 条 件 ECr,0) 二 0 和 下 (Cr,0) 一 0, 得 到 C==0, 故 E” 寺 0 和 户 寺 0., 于 是 唯一 
性 得 证 . 


7.3 ”介质 中 电磁 场 的 Maxwell 方程 组 和 边界 方程 


当空 间 存在 介质 时 ,上 述 Maxwell 方程 组 是 否 仍然 成 立 呢 ? 从 微观 的 角度 
看 ,介质 的 存在 相当 于 真空 中 存在 大 量 的 带电 粒子 ,本 质 上 Maxwell 方程 组 仍然 
成 立 . 但 宏观 的 电动 力学 不 是 去 考察 个 别 带电 粒子 的 微观 场 ,而 是 考察 它们 的 宏观 
平均 . 介质 在 宏观 电磁 场 的 作用 下 ,内 部 带电 粒子 的 分 布 要 发 生变 化 ,于 是 就 有 可 
能 出 现 介质 的 电荷 不 平衡 , 即 出 现 宏观 的 附加 电荷 和 电流 . 这 些 附加 的 电荷 和 电流 
也 要 激发 电磁 场 ,使 原来 的 宏观 电磁 场 有 所 改变 . 
在 存在 电场 的 情况 下 ,介质 中 的 正 负 电荷 分 别 受到 方向 相反 力 的 作用 ,因此 正 
负电 荷 间 的 距离 拉 开 了 . 从 宏观 来 看 ,相当 于 产生 了 一 个 电 偶 极 子 , 这 种 现象 称 为 
介质 的 极 化 ,引进 极 化 强度 己 来 描述 ,单位 体积 的 电 偶 极 子 为 


P= lim (7. 3. 1) 
其 中 p, 是 每 个 分 子 的 电 偶 极 矩 , 求 和 对 体积 AV 中 所 有 电 偶 极 子 进行 .P 是 r 的 函 
数 , 反 映 了 介质 中 各 处 的 极 化 强度 . 在 小 体积 dr 内 总 的 电 偶 极 子 为 dp 一 PCr)d r， 
故 体积 V 内 介质 的 总 电 偶 极 子 为 

p= | par (7. 3. 2) 
根据 例 7. 1. 1 的 结果 ,由 式 (7. 1. 13) ,总 电 偶 极 子 在 空间 某 点 产生 的 电势 为 


1 | PCr') . rr) gy 
4reoJv | 一 r | 


yr)= 


= 二 -| Po eV idr 
4reoJv . |rr | 


1 [vl( PCr) ) 了 ar 


~ 4xeo |r—r | | r 一 天 | 
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一 Te, -二 了 dr 《7 3. 3) 
分 析 上 式 : 第 一 项 为 面 电荷 产生 的 场 , 这 是 由 于 极 化 在 S 面 上 产生 的 极 化 面 电 荷 ; 
第 二 项 为 体 电荷 产生 的 场 ,这 是 由 于 极 化 在 V 内 产生 的 极 化 体 电荷 . 因此 极 化 面 
电荷 和 极 化 体 电荷 密度 分 别 为 
上 一 Pa p,——V.P (7.3.4) 
当 电 场 随时 间 变 化 时 , 极 化 过 程 中 正 负电 荷 的 相对 位 移 也 将 随时 间 变 化 ,由 此 
产生 的 电流 称 为 极 化 电流 . 极 化 电荷 与 极 化 电流 也 应 该 满足 连续 性 方程 


9m_a _v,aP 
V.j,= yk P-VS (7. 3.5) 
因此 
六 = 一旦 (7. 3.6) 


由 于 物质 由 原子 .分 子 组 成 ,原子 .分 子 中 运动 的 电子 和 核子 都 可 以 看 成 磁 偶 
极 子 . 用 宏观 方式 描述 , 则 可 以 将 磁 介质 中 原子 .分 子 看 成 一 个 个 小 环形 电流 , 称 为 
分 子 电 流 ,它们 具有 磁 矩 ,一般 顺 磁 介质 中 的 分 子 电流 相互 抵消 ,介质 不 显示 宏观 
磁性 , 当 施加 外 磁场 时 则 发 生 磁 化 . 物质 磁化 的 强度 用 磁化 强度 矢量 M 来 表示 


M = lim 一 一 (7. 3.7) 


其 中 mm 是 每 个 分 子 的 磁 矩 , 求 和 对 体积 AV 中 所 有 磁 偶 极 子 进行 . M 是 r 的 函数 ， 
所 以 M 反映 了 介质 中 各 处 的 磁化 强度 . 在 小 体积 dr 内 总 的 磁 偶 极 子 为 dm 一 
MCr) dr, 故 体积 V 内 介质 的 总 的 磁 偶 极 子 为 

= | Mar (7. 3.8) 


根据 例 7. 1. 2 的 结果 ,由 式 (7. 1.37) ,总 磁 偶 极 子 在 空间 某 点 产生 的 矢量 势 为 
A( 门 二 | RHCr ) x 5 r Dy / 


4ndv |r—r 


一 | Mor) XxX (v" er 


TY ”07.3.9) 
利用 等 式 
vx (TP 1) dr = Pds x (T2771 )= ,Eas 
(7. 3. 10) 


方程 (7. 3. 9) 可 以 写成 
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一 钙 MXxn / 各 | V XM 
4x sTroris tv Tr rd (7. 3.11) 


分 析 上 式 : 第 一 项 为 磁化 面 电流 产生 的 场 ;而 第 二 项 为 磁化 体 电流 产生 的 场 . 因此 
磁化 面 电流 和 磁化 体 电流 密度 分 别 为 
太一 MX 一 VXRM (7. 3. 12) 
显然 V， jh 二 0, 说 明 磁 化 电流 不 引起 电荷 的 积累 . 
当 存 在 介质 时 ,Maxwel 方程 (7. 2.8) 和 (7. 2. 9) 中 的 电荷 密度 和 电流 密度 应 
该 为 


一 p 一 Y.P 天 一 7 全 十 YXM (7. 3.13) 
于 是 Maxwell 组 方程 修正 为 
V.E=l(p—V.P; VXE=-% (7. 3. 14) 
E0 ot 


_ 0， (i+ aE 
VB=0; VXB=(i+S +VXMte Sr) (7.3.15) 


车 定义 
D= EP; H=2B—M (7. 3. 16) 
0 
我 们 得 到 介质 中 的 Maxwell 方程 组 
VvV.D=p; ，VYxE= 一 纪 (7.3.17) 
Vv.B—=0; vxH=j+2 (7. 3. 18) 


ot 
其 中 新 引 和 的 辅助 矢量 D 称 为 电位 移 矢 量 ,H 称 为 磁场 强度 ,它们 是 导入 量 ,目的 
是 使 Maxwell 方程 只 出 现 自由 电荷 和 自由 电流 . 注意 :对 静 场 问题 ,由 式 (7. 3. 15) 
和 (7. 3. 18),B 由 传导 电流 和 极 化 电流 产生 ,而 吾 仅 与 传导 电流 有 关 , 而 传导 电流 
在 实验 中 可 直接 测量 ,也 就 是 五 可 直接 测量 , 故 在 存在 磁 介 质 情况 ,H 更 有 意义 . 

显然 ,介质 中 的 Maxwell 方 程 组 中 有 4 个 矢量 ,12 个 分 量 ,而 方程 至 多 只 有 8 
个 ,因此 这 4 个 矢量 一 定 不 是 独立 的 . 一 般 D、H 是 E、B 的 函数 ,它们 的 函数 关系 
视 各 种 介质 而 定 , 常 用 经 验 规律 来 表示 . 这 些 函 数 称 为 介质 电磁 性 质 的 本 构 关系 , 
在 场 不 是 很 强 的 情况 下 ,大 多 数 物质 对 场 的 反应 是 线性 的 ,特别 是 在 各 向 同性 的 物 
质 内 ,线性 关系 可 以 写成 比例 关系 

D=ekE; B=yH; P=XoE; M=x«xH (7. 3. 19) 

其 中 比例 常数 es 和 jy 分 别称 为 介质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 ,X 和 x 分 别称 为 电极 化 率 
和 磁极 化 率 ,显然 它们 存在 关系 


X=E—1l=e—l; wk 一 全 一 1 二 和 一 1 
E0 Ho 
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式 中 e: 和 ju 分 别称 为 相对 介 电 常数 和 相对 磁 导 率 ,2 一 Ver 为 折射 率 . 如 果 介 质 
是 各 向 异性 的 ,方程 (7. 3. 19) 中 的 诸 比 例 系数 须要 用 张 量 来 表示 . 

边界 条 件 :在 不 同 介质 的 交界 面 上 ,电磁 场 量 又 如 何 变化 呢 ? 显然 微分 形式 的 
Maxwell 方程 组 (7. 3. 17) 和 (7. 3. 18) 已 不 成 立 . 但 利用 矢量 分 析 的 定理 ,微分 形式 
的 Maxwell 方程 组 可 以 写成 积分 形式 


bp.ds=Q; HB.ds=0 (7. 3. 20) 


中 .dl =-- 中 强 . dS; bu .dl = 中 (j++ 站). ds (7.3.21) 


注意 :方程 (7. 3. 20) 的 面积 分 是 在 空间 某 闭合 曲面 S$ 上 进行 ,dS 是 其 面积 元 ;而 方 
程 (7. 3. 21) 的 面积 分 ,曲面 S 是 以 空间 某 闭合 曲线 上 为 底 边 所 张 的 任意 曲面 , 它 
是 不 闭合 的 . 在 介质 的 分 界面 上 取 高 度 为 h 的 小 盒子 (如 图 7. 3. 1) ,在 这 个 小 盒子 
上 积分 ,方程 (7. 3. 20) 第 一 式 为 


bp 。 dS = (了 — D1)AS = orAS (7. 3. 22) 
当 有 h->0, 可 以 忽略 侧面 积分 的 贡献 ,故我 们 得 到 D 的 边界 条 件 
(D,—D).n= or (7. 3. 23) 
其 中 cr 为 面 电荷 密度 . 同 理 对 BB 有 
(B,—B).n=0 (7. 3. 24) 


(7. 3. 23) 和 (7. 3. 24) 式 说 明 ;磁感应 强度 B 的 法 向 连续 ,而 电位 移 和 撩 量 D 的 法 向 
一 般 不 连续 ,除非 界面 上 自由 电荷 密度 为 零 . 对 具有 线 积分 的 另外 二 个 方程 , 取 跨 过 
分 界面 的 狭长 矩形 (如 图 7. 3.2, 和 矩形 长 边 为 尽 , 短 边 为 有 ) 积 分 回路 ,在 回路 积分 
bE .dl = (E,— E) .tAl = 一 可 .AS 
式 中 上 是 回路 的 切 向 单位 矢量 , 当 和 矩形 的 短 边 h->0 时 ,回路 面积 AS 一 AAA/ 一 0, 因 
此 上 式 变 成 
(Es—E).t=0 (7. 3. 25) 


图 7.3.1 在 分 界面 上 取 高 度 为 h、 图 7.3.2 在 分 界面 上 取 狭 长 矩形 
面积 为 AS 的 小 盒子 回路 ,面积 为 AS 一 AA/ 
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注意 到 在 分 界面 上 ,回路 的 切 向 可 任 取 , 故 写成 更 一 般 的 形式 


(Es—E)Xn=0 (7. 3. 26) 
对 磁场 吾 , 方 程 (7. 3. 21) 第 二 式 右 边 第 一 项 积分 表示 穿 过 矩形 回路 面 的 总 电流 , 即 
中 7 ds = Al= keAl (7. 3. 27) 

其 中 k= 二 hj 为 面 电流 密度 ,e 是 逢 形 回 路 面 的 法 向 . 因此 
(H;—H)*t=k*e (7. 3. 28) 


而 
(Hi:—H):t= (HH). nnXe)=[(H—H)Xnj.e=k.e 
由 e 的 任意 性 ,我 们 有 
(Hi—H)Xn=k (7. 3. 29) 
可 见 电 场 EE 的 切 向 连续 ,而 磁场 H 的 切 向 一 般 不 连续 ,除非 面 电流 密度 为 零 . 
注意 ;四 个 边界 条 件 方程 (7. 3. 23)、(7. 3. 24) (7. 3. 26) 和 (7. 3. 29) 不 是 独立 
的 ,只 要 取 其 中 二 个 就 可 以 了 ,但 必须 保证 一 个 是 电场 的 边界 条 件 , 另 一 个 是 磁场 
边界 条 件 ,如 取 方 程 (7. 3. 23) 与 (7. 3. 24) ,或 者 取 方 程 (7. 3. 26) 与 (7. 3. 29). 但 对 
静电 场 (或 者 静 磁 场 ) 边 值 问题 ,必须 同时 取 两 个 电场 (或 者 磁场 ) 边 界 方程 ( 见 第 8 
章 讨论 ). 另外 ,我 们 在 推导 边界 条 件 时 ,假定 分 界面 是 平面 . 事实 上 ,四 个 边界 条 件 
方程 对 任意 曲面 都 成 立 . 


7.4” 电 磁场 的 守恒 定律 和 场 的 能 量 密度 


本 节 主 要 介绍 电磁 场 的 能 量 守恒 ,动量 守恒 和 角 动 量 守恒 定律 . 
由 方程 (7. 1. 4) 和 (7. 1. 19) ,静电 场记 对 静止 电荷 ,以 及 静 磁 场 B 对 稳定 电流 
的 作用 力 密度 分 别 为 
f.=oE; fn=jxB (7.4.1) 
那么 当 E 和 B 随时 间 变 化 时 ,(7. 4. 1) 式 是 否 成 立 ? Lorentz 把 上 述 力 密度 表达 式 
推广 到 一 般 情 况 , 即 在 任何 情况 下 ,只 要 电荷 和 电流 同时 存在 , 则 电磁 场 对 带电 体 
系 的 作用 力 密 度 为 
f=pE+jXB (7.4. 2) 
称 为 Lorentz 力 公式 . 如 果 电 流 由 带电 体 的 运动 而 产生 , 即 /一 pr, 由 于 磁场 产生 的 
力 与 运动 速度 方向 垂直 ,磁场 对 带电 体 不 做 功 ,所 以 只 要 考虑 电场 对 带电 体 做 的 功 
就 可 以 了 . 设 带 电 体 的 电荷 密度 为 p, 运 动 速度 为 v, 它 在 dt 时 间 内 移动 的 距离 为 
dl 二 vdi, 那 么 电场 做 的 功 为 
pdrE .dl=podrE .vydt=E. jdirdt (7. 4. 3) 
因此 单位 时 间 内 电场 对 空间 某 区 域内 的 电流 所 做 的 功 , 即 带电 体 机 械 能 Wh 的 变 
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化 为 
dW ， 
二 = | P .jdr (7. 4. 4) 
另 一 方面 ,由 真空 中 的 Maxwell 方程 组 
一 工 oF 1 381。p 一 
冯 YX eo Ors i VXEt | B=0 
于 是 
.j= 1 .FF_E0 On 
E.j mV XB) E 2 3 
1 .pF ,p11 lo/ ml Lp 
NL VXB) .EVxE).B] 2 (eoE tiB) 
Tv。 1 8 2 2 
nV (EXB) AC ~B’) (7.4. 5) 
令 
S. = LEXB 《7.4.6) 
ALo 


于 是 方程 (7. 4. 4) 可 以 写成 


人 一 划 Y， CEXBqr 一 二 | 总 (e 到 十 7B’ )d'r 
= 由 s “d5 一 让 各 (eB + ) dr (7.4.7) 
即 
ee 


分 析 上 式 , 显 然 左边 积分 表示 体积 Y 内 电磁 场 能 量 的 变化 率 , 因 此 电磁 场 的 能 量 
密度 定义 为 


tw = 到 (到 十 二 到 】 (7.4.9) 
2 Ho 


而 右边 第 二 项 表示 穿 过 曲面 S 的 能 量 ,因此 $. 为 电磁 场 的 能 量 密度 流 , 称 为 坡 印 
廷 矢量 . 

方程 (7. 4. 8) 表 明 : 体 积 V 内 电磁 场 能 量 的 减少 率 等 于 电磁 场 对 带电 体 做 的 
机 械 功率 和 从 曲面 上 单位 时 间 内 流出 去 的 能 量 之 和 . 这 一 结论 称 为 电磁 场 的 能 量 
守恒 定律 . 也 可 写成 微分 形式 


四 ow 
E.j V.S.— 这 (7. 4. 10) 


电磁 场 不 仅 有 能 量 , 而 且 具 有 表征 物质 普遍 属性 的 动量 和 角 动 量 . 在 Lorentz 
力 的 作用 下 ,带电 体 的 机 械 动量 Ps 的 变化 为 
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Fe = | far=| (0E +iX Bdr (7.4.11) 
利用 Maxwell 方程 组 ,消去 上 式 中 的 电荷 与 电流 密度 , 即 
了 一 aa(Y BET (VXB- ne By )XB (7. 4. 12) 
另 一 方面 ,由 Maxwell 方程 组 可 以 构成 恒等式 
lv. BB+te(VXE+S )XE=0 (7.4. 13) 
Ho ot 


上 式 与 方程 (7. 4. 12) 相 加 得 到 
f=g[(V. PE+(VXE)XE] 
TALV DBOVXB XB et (7.4. 14) 
进行 如 下 矢量 运算 
(VEET(VXE) XE=(V. EE— 品 VE.E)—(E. VE| 


=V. (EE)—3V(E.E) 


=V. (EPE) 一斑。 (ED 


(V. BBI+CVXB XB=Y. CBB) 一 亡 V， (BD 


方程 (7. 4. 14) 变 成 


_ ,1 5, 
f=—V°*T 二 如 (7. 4. 15) 
其 中 c==1/ Veoyw 为 真空 中 的 光速 ,I 为 单位 张 量 , 张 量 下 定义 为 
T= (oF + EB )I—eEE 一 工 BB (7.4. 16) 
2 ALo A 
利用 方程 (7. 4. 15) ,方程 (7. 4. 11) 化 成 
dPn __ ,ec ld 3 ， . 
让 fr dS 一 点 Elser (7.4.17) 
即 
_ld _ dP 。 
0| s.r= 十 和 了 .ds (7.4.18) 


分 析 上 式 : 显 然 左边 积分 表示 体积 V 内 电磁 场 动量 的 变化 率 , 因 此 电磁 场 的 动量 
密度 定义 为 


8 一 总 6。 (7. 4. 19) 
而 右边 第 二 项 表示 穿 过 曲面 S 的 动量 ,因此 工 称 为 电磁 场 的 动量 流 密度 张 量 . 方 
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程 (7. 4. 18) 表 明 ; 体 积 V 内 电磁 场 动量 的 减少 率 等 于 带电 体 机 械 动 量变 化 率 和 从 
曲面 上 单位 时 间 内 流出 去 的 动量 之 和 . 这 一 结论 称 为 电磁 场 的 动量 守恒 定律 . 
为 了 更 明确 动量 流 密度 张 量 了 的 物理 意义 ,方程 (7. 4. 18) 改 写成 
一 | far— 7 .dS 一 | gar (7. 4. 20) 
上 式 右 边 代 表 体 积 V 内 电磁 场 动量 的 变化 率 ,左边 第 一 项 代表 带电 体 对 场 的 作用 
力 , 如 果 认 为 上 式 是 电磁 场 的 运动 方程 ,那么 左边 第 二 项 只 能 是 体积 V 外 的 场 对 
体积 V 内 的 场 的 作用 力 , 故 又 称 为 Maxwell 应 力 张 量 . 因此 ,由 于 电磁 场 的 存 
在 ,单位 面积 上 的 电磁 应 力 为 
P=T.nr (7.4. 21) 
当 电 磁 波 投射 到 物体 (特别 是 金属 ) 表 面 时 ,物体 将 受到 电磁 波 的 作用 力 , 称 为 辐射 
压力 . 
例 7.4.1 带电 粒子 在 外 磁场 中 运动 的 总 动量 . 
解 : 设 带电 粒子 的 电量 为 g, 质 量 为 m, 体 积 V 内 电磁 场 的 动量 为 


一 3p 一 3 
G。 = | sa 7 | E x Bdr 
= el E x (VA dr (7. 4. 22) 


注意 :上 式 中 五 是 带电 粒子 产生 的 电场 ,而 如 是 外 磁场 ,带电 粒子 低速 运动 时 产生 

的 磁场 可 忽略 . 在 稳定 条 件 下 ,V XE 二 0;V， A 二 0, 可 得 到 矢量 关系 
EX(VXA)=V(A.E)—V. (AE-FEA)+A(V.E) 

代入 方程 (7. 4. 22) 


Cu 一 sj ,Lv (A» E)—V. (AEEA)+AC(V. E)ldr 


= 6o [| .acv .Edsr + a . EydS’ 一 昌 wu + EA). ds | 
当 S->co 时 ,上 式 中 面积 分 为 零 
Go=e| ACV* Ed'r’ = | Alp/e) dr 


一 中 48 一 “2 “一 叹 (7. 4. 23) 


其 中 把 带电 粒子 的 电荷 密度 表示 成 op 一 96Cr 一 +). 由 上 式 , 我 们 得 到 带电 粒子 在 外 
磁场 中 的 总 动量 为 
P=p+aA (7. 4. 24) 
其 中 p==mv 是 带电 粒子 的 运动 动量 ,P 称 为 正则 动量 . 
角 动 量 守恒 定律 :下 面 导 出 电磁 角 动 量 的 表达 式 及 角 动 量 守 恒定 律 . 电磁 场 对 
带电 体 的 作用 力 是 


第 7 章 ”电磁场 的 基本 性 质 145 


dF = (pE++j Xx Bdir (7. 4. 25) 
对 原点 的 力矩 为 
dM=rxdF=rx(pE+jxBdr (7. 4. 26) 
因此 带电 体 机 械 角 动量 的 变化 率 
Se = | rx GpE+IjXBdr (7.4. 27) 
利用 方程 (7. 4. 15) 可 得 到 
dL 
-人 = 一 号 rxgdr—| rx Dr (7. 4. 28) 
利用 矢量 恒等式 rX(V， 了 二 一 V，(TXr) ,上 式 改写 成 
dd To 
< 引 | xgdr 一 | Y .CTXmdr (7. 4. 29) 
即 | 
5 一 一 全 rxgdr— 和 Pv: (一 个 X rdsr (7. 4. 30) 
类 似 于 方程 (7. 4. 8) 和 (7. 4. 18) 的 讨论 , 即 可 知 电 磁场 的 角 动 量 密度 为 
I=rxg C7. 4. 31) 
角 动 量 流 密 度 张 量 为 
ME 一 一 工 Xr (7. 4. 32) 


角 动 量 的 存在 性 可 用 假想 的 装置 来 证 明 : 在 静止 的 塑料 圆 盘 中 心 线圈 上 通 有 
直流 电 了 ,产生 的 磁场 B 与 转动 轴 z 平行 . 圆 盘 的 边缘 有 一 系列 带电 的 金属 球 . 当 
电流 1 突然 中 断 ,B 突然 消失 ,塑料 圆 盘 将 转动 . 如 果 从 机 械 角 动量 守恒 的 角度 考 
虑 ,不 存在 力矩 ,塑料 圆 盘 保持 不 动 . 但 从 另 一 角度 考虑 ,由 于 B 突然 消失 ,在 线圈 
附近 会 出 现 环 绕 转 轴 的 涡 旋 电 场 , 该 电场 使 圆 盘 边 缘 的 金属 球 受 力 ( 圆 盘 边缘 切 
向 ), 并 且 产 生 力 矩 ,使 圆 盘 转 动 . 

对 介质 中 的 电磁 场 能 量 动量 和 角 动 量 可 以 得 到 类 似 的 表达 式 . 但 当 存 在 介质 
时 ,必须 包括 极 化 能 量 和 磁化 能 量 , 因此 电磁 场 能 量 密度 公式 为 


由 一 寺 ( 下 ,了 D 十 及 ,于 (7. 4. 33) 

能 量 密度 流 矢量 和 动量 密度 为 
Ss.=ExH, g— 3EXH (7. 4. 34) 

而 电磁 场 的 动量 流 密度 张 量 为 
T=3(E. D+B. HI~DE— BH (7. 4. 35) 


值得 一 提 的 是 ,由 能 量 流 和 动量 流 矢量 知道 ,即使 对 静电 场 和 静 磁 场 ,它们 也 不 为 
零 . 不 过 由 于 静 磁 场 线 是 闭合 的 ,它们 以 环流 的 形式 存在 . 
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7.1 | 


mE 
ov, CD VX (BV ja 
(9) VX (ax ps) (10) a 
答案 : 
1 _r, 了 0， . .+ 2 一 
(DD VT ER (2) V XT | 0; (3) VY 四 [7|; (4) Vr I; 
2 1 _ 。 2r. 7’ nn, 
(5) V 四 4n6Cr); (6) Vv? 人 [rl DV XT 0 
,ra 30°7Dr. 
Ve Tp) 
r a 3(a* Dr 
VD VX (ex) (0 rt 和 
a _3Ca°* nr 
(10) (a VX Ei v (a: 年) 一 rE lr 


7. 2 真空 中 的 势 函数 为 
-9 1 一 工 
P00 = He rp( 
求 :C1) 空间 电荷 分 布 ;C2) 空间 总 电荷 . 
答案 : 


p(n) — qn) — pe ; Texp(—)|; Q=0. 
7. 3 证 明 在 均匀 介质 的 内 部 ， ,机 化 电 稳 伯 和 pe 与 自由 电荷 体 密度 or 关系 
Pe 一 —(1 一 名 )pr 
(提示 :;P 一 D 一 espE， ps 二 一 V ，P,，V* D=p?) 


7.4 ”半径 为 a 的 无 限 长 导电 圆柱 内 流 有 稳定 的 均匀 电流 . (1) 计算 圆柱 表面 
的 能 流 矢量 ;(2) 证 明 进入 圆柱 体 的 能 量 等 于 产生 的 Joule 热 . (提示 :圆柱 体内 电 


场 和 磁场 为 E 一 二 一 才 6.， 且 一 到 lojaey) 


答案 :$= 一 j*?a( 一 e;)/(20); ;P= S。2xal( 长 为 /的 一 _ 段 加 柱 ). 注意 :电阻 一 
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l/rxa’o). 

7.5 一 点 电荷 9 置 于 均匀 外 场 E。 中 , 求 以 9g 为 圆心 的 球面 所 受 的 应 力 , 并 说 
明 意 义 . (提示 :总 电场 为 均匀 外 场 Eo 与 点 电荷 产生 的 场 之 和 ) 

答案 :单位 面积 上 的 力 和 合力 分 别 为 

f=—T.n'; F=|fds= gEoe. 

等 于 点 电荷 受到 的 Coulomb 力 . 

7.6 在 均匀 磁场 B。 中 有 一 个 线 电流 1, 电流 方 向 与 Bo 垂直 . 以 线 电流 为 轴 
线 作 一 圆柱 面 , 计 算 单位 长 圆柱 面 上 的 作用 力 (提示 :与 上 题 类 似 ,总 磁场 为 均匀 外 
场 与 线 电 流产 生 的 场 之 和 . 线 电流 产生 的 磁场 为 


_ po 
B= re Xr 
取 Bo 为 x 方 向 ,电流 为 z 方 向 ) 
答案 :作用 力 F 一 | 74S 一 TBue, 等 于 线 电流 受到 的 Lorentz 力 . 


7.7 介 电 常量 为 的 均匀 无 限 大 介质 中 有 两 个 相距 为 4 的 点 电荷 ,电量 都 为 
4. 求 在 这 两 个 电荷 连 线 的 垂直 平面 上 的 应 力 , 并 且说 明 意 义 〈 提 示 : 设 两 电荷 位 于 
(—qd/2,0,0) 和 (d/2,0,0) | 电场 为 


2 EF /4) 
其 中 pp 为 所 考虑 平面 内 的 位 置 矢量 ) 


答案 :FP 一 一 了 6 等 于 两 个 点 电荷 之 间 的 Coulomb 作用 力 . 
7.8 ”将 一 个 位 于 真空 的 带电 导体 球 切 成 两 半 , 设 球 半 径 为 RR, 球 上 电势 为 


Uo. 求 它们 之 间 的 排斥 力 . (提示: 球 表面 电场 为 E=1i te 一 去 2-) 


答案 :F 一 地 "Use,. 


7.9 一 质量 为 m 的 不 带电 球 壳 浮 在 介 电 常量 为 e 的 液体 上 ,但 有 1/4 的 体积 
浸没 在 液体 中 . 如 果 对 它 充电 并 且 使 它 有 一 半 的 体积 浸没 在 液体 中 , 求 电势 .( 提 
示 : 设 电势 为 w, 电 场 为 瑟 = ep/R, 电 磁 应 力 为 /一 exeE?/2, 球 过 受到 向 下 的 合 电 
磁力 大 于 零 ) 

答案 :向 下 的 合 电磁 力 为 


2mg 


F,== 芯 -一 ) 2 ， 一 四 
2 4 人 Tr(e 一 Eo) 


7.10 间距 为 d 的 平行 板 电容 器 垂直 浸入 不 可 压缩 的 液体 中 , 液体 的 密度 为 
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Pp; 介 电 常 量 为 e, 电 容器 两 板 的 电势 差 为 p. 求 电容 器 内 液体 上 升 的 高 度 . (提示; 电 
容器 内 电场 相同 且 为 二 g/d, 但 电位 移 矢 量 不 同 , 故 电磁 应 力 不 同 ,在 液 面 附 近 
应 力 差 为 F==(e 一 eo)g/(2d’) 二 pgh) 


(e—eo)g 
筑 室 .1 一 一 一 一 一 
答案 :有 308 
7.11 如 果 点 电荷 gq 的 电场 为 
9 了 
4neo r3t 


其 中 6 汪 0. (1) 求 V，E 和 V XE;(2) E 是 保守 场 吗 ?〈3)〉 Gauss 定理 是 否 还 
成 立 ? 

答案 :VXE=0, 是 保守 场 ,但 Gauss 定理 不 成 立 . 

7. 12 一 个 半径 为 a 的 球 ,表面 均匀 分 布 电 量 Q 的 束缚 电荷 . 球体 被 均匀 的 
介 电 常量 为 的 流体 电介质 包围 . 流体 中 的 自由 电荷 密度 为 pC7) 二 一 RUCr) ,其 中 
上 为 常量 ,U(r) 为 电势 . (1) 假定 无 限 远 处 电势 为 零 , 求 电势 分 布 ;(2) 求 电 介质 中 
压强 的 分 布 . (提示 :(1) 以 球 心 为 球 坐标 原点 ,电势 满足 Poisson 方程 


TUG) 一 pe 一 六 < (r+ >a) 
€ 
由 对 称 性 :UCr) UC) , 球 内 电场 为 零 ;(2) 球面 上 ||D .nds 一 Q; (3) 流体 静止 
条 件 ; pm 十 T， nT 二 0, 其 中 n= 二 e,,T 是 电磁 张 量 ) 


答案 :(1) 如 果 &>0 
UTCr) = Aoxop|— TE | 
A 由 球面 电荷 守恒 条 件 决定 ;如 果 &<<0 


U(r) = Acos| 1 | k | (2) p=— VU)’ 
r r E 
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静电 场 或 静 磁 场 (简称 为 静 场 ) 是 电磁 场 分 布 的 特殊 情况 , 即 电 场 或 磁场 不 随 
时 间 变 化 . 由 Maxwell 方程 组 知道 ,在 静 场 问题 中 电场 和 磁场 是 相互 独立 的 . 在 一 
个 体系 中 如 果 不 仅 包含 电荷 .电流 分 布 ,而 且 在 电荷 .电流 周围 还 存在 导体 、 电 介质 
或 磁 介质 ,这 些 介质 上 诱导 的 电荷 或 电流 又 影响 原来 电荷 .电流 激发 的 场 . 为 了 使 
这 复杂 的 问题 简单 化 ,一 般 把 电荷 .电流 激发 的 场 用 微分 方程 描述 ,而 把 周围 的 导 
体 或 介质 作为 边界 条 件 来 处 理 . 


8.1 静电 场 的 唯一 性 和 相互 作用 能 


由 Maxwell 方程 组 ,对 静 场 问题 
V.:D=p; VXE=0 (8. 1. 1) 
V.B=0; VXH=j (8. 1. 2) 
其 中 D=eE 和 B==jH , 故 静 电场 和 静 磁 场 可 以 分 开 讨 论 , 本 节 讨 论 静 电场 . 由 式 
(8. 1. 1) 中 第 二 个 方程 V XE 一 0, 可 以 引进 标量 势 函 数 g(r) ,下 (六 一 一 VPCr) ,代入 
式 (8. 1. 1) 中 第 一 个 方程 得 到 
V. (eVp) =—p (8. 1. 3) 
对 均匀 的 介质 ,上 式 简化 为 


Vz29 = 一 上 (8.1.4) 


称 为 Poisson 方程 , 当 op 一 0 时 , 称 为 Laplace 方程 . 结合 相应 的 边界 条 件 ,静电 问题 
就 是 解 Poisson 方程 (或 Laplace 方程 ) 的 边 值 问题 . 下 面 分 几 种 情况 讨论 边界 
条 件 . 

1. 分 界面 两 侧 是 不 同 的 电介质 :由 7. 3 节 讨论 ,边界 条 件 为 

(D; 一 Di)。 严 一 af (Es—E)t=0 (8. 1. 5) 
因此 电场 矢量 的 切 向 分 量 连续 ,而 电位 移 矢 量 的 法 向 存在 突变 . 如 果 电 介质 表面 不 
存在 自由 电荷 ,电位 移 矢 量 的 法 向 也 连续 ; 

2. 分 界面 的 一 侧 是 电介质 (用 2 表示 ) (或 者 空气 ,或 者 真空 ) ,而 另 一 侧 是 导 
体 ( 用 1 表示 ) :如 果 在 导体 内 存在 电场 记 , 必 产生 传导 电流 j 二 oF ,而 传导 电流 ( 运 
动 的 电荷 ) 又 要 产生 磁场 ,电磁 场 方程 必 将 耦合 ,而 这 与 Maxwell 方程 矛盾 ! 故 导 
体内 的 电场 为 零 . 由 于 电场 的 切 向 分 量 连续 ,因此 电场 垂直 于 导体 表面 . 义 E(7) 一 
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一 Vp(7) ,电场 五 的 切 向 导数 为 零 , 意 味 着 导体 表面 的 电势 相等 ,导体 表面 是 等 势 
面 . 边界 条 件 为 
D,.n=o; FE,.t=0 (8. 1. 6) 
唯一 性 定理 :如 果 静 电 体 系 内 存在 电荷 分 布 和 电介质 分 布 , 并 且 关系 式 卫 一 
sE( 注 意 ;e 可 以 与 空间 有 关 , 即 不 均匀 电介质 ?成 立 , 则 体系 的 电场 由 电荷 分 布 . 电 
介质 分 布 以 及 边界 上 的 g 或 者 n， DD 唯一 确定 . 
证 明 : 设 体系 存在 两 个 不 同 的 解 : Cp ,EF ,D ) 和 (yg ,E”,D), 引 进 辅助 函数 
Zn 一 (Co 一 9 )(D' 一 D), 作 体积 分 


| Y 。Z(r)dr 一 |v [Cy — YD —D)Jdr 


=| ce —GID’—D) ,nds (8. 1.7) 
而 
V.Z(0D)=V. [yg 一 多 (CD —D)] 
一 (Ve — Vg ) 。 (D’ —D) 十 (Cg _ ¢) (VY 。 DbD’ —V 。 DD) 

因 讨 论 的 是 同一 个 体系 , 故 V，D' 二 p,V，D = 二 p, 代 入 上 式 得 到 
V.Z0) =—(E—E’). (D—D,) (8. 1. 8) 

代入 方程 (8. 1. 7) 的 左边 得 到 - 
| —E’). (D —D)dr -一 | 一 邓 )(CD' 一 区) 。 adS (8.1.9) 


在 边界 上 :yg |s= 二 9 1s;D/ 。 nls=D "nl|s, 故 上 式 简化 为 


| —E’).(D—D)dr=0 (8. 1. 10) 
如 果 E'=eD' 和 E”=eD”, 则 
| (EF —E’).(E—E’)dr=0 (8. 1.11) 


而 e 之 1, 只 有 EF 二 E”, 唯 一 性 得 证 . 

必须 指出 ,在 介质 的 静电 学 中 D 与 不 一 定 是 线性 关系 ,一 般 DD 与 E 有 一 个 
函数 关系 ,如 果 这 个 函数 是 单 值 单调 且 递 增 的 ,由 式 (8. 1.10), 唯 一 性 仍然 成 立 . 
但 对 铁 电介质 ,唯一 性 定理 不 成 立 , 因 存在 电 滞 回 线 ,D 与 不 再 是 单 值 的 函数 关 
系 . 另外 ,如 果 体 系 存 在 导体 , 则 可 以 把 导体 表面 作为 边界 面 处 理 ,在 导体 表面 : 
D’. n|s=D 。 nis 二 0 ,结论 仍然 成 立 . 

具体 解 静电 问题 ( 即 解 Poisson 方程 或 者 Laplace 方程 的 边 值 问题 ) 有 多 种 解 
析 方 法 ,包括 镜像 法 分离 变量 法 、Green 函数 法 和 多 极 矩 展开 法 等 . 除 多 极 矩 展开 
法 将 在 第 8. 3 节 介绍 外 ,本 书 不 系统 介绍 其 他 方法 , 仅 举 一 个 例子 . 

例 8.1.1 半径 为 a. 具 有 介 电 常量 ei 的 介质 球 , 放 在 均匀 电场 E。 中 , 球 外 的 
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介 电 常量 为 6. 求 球 内 外 电场 的 分 布 . 
解 : 在 均匀 电场 E。 的 作用 下 ,介质 球 表面 产生 极 化 电荷 ,总 的 电场 应 该 是 
均匀 电场 E 与 极 化 电荷 产生 的 场 的 又 加 . 在 球 坐标 中 ,Laplace 方程 为 


VB 一 证 信 (7 串 + 证 汪 坊 (sin9 89) 


72 Dr 12 sin9 909 Do9 
1  B@ . 
十 FS (8. 1. 12) 
分 离 变 量 解 为 
B79,9) = 2) DY LAmr' +t Bmr JY (9,9) (8. 1. 13) 


{=0 |ml<1 

其 中 Yw (3,9) 为 球 谐 函 数 . 取 球 心 为 原点 ,z 轴 方 向 ( 即 球 坐标 的 极 轴 方 向 ) 为 均匀 
电场 E, 的 方向 ,垂直 于 E。 且 通 过 球 心 的 平面 为 zOy 平面 , 则 问题 关于 p 对 称 . 设 
球 内 、 外 电势 分 别 为 @ 和 $B ,边界 条 件 为 

Di |,o < Bo | =— Eorcosd 

Bl) 
因为 ; (1) 对 称 性 ,m= 二 0; (2) 无 限 远 处 只 是 cosy 的 一 次 . 所 以 在 球 外 ,一 般 解 式 
(8. 1. 13) 中 取 两 项 , 即 /二 0 和 1 


(8. 1. 14) 


rea 


BD, (r,9) 一 Bw 十 Aiorcos9 十 Scosy (8. 1. 15) 
而 在 球 内 要 求 原点 处 有 限 , 放 一般 解 式 (8 1.13) 只 取 一 项 
Dir,9) = Alorcosd (8. 1. 16) 


式 (8. 1. 15) 的 第 一 项 表示 位 于 原点 的 点 电荷 产生 的 场 ,而 假定 原点 不 存在 点 电荷， 
故 取 Bw 二 0; 由 史 | ~ =— Eorcosd 得 到 Aw 王 一 Eo. 另外 两 个 系数 Bi 和 Ai 由 球 
面 上 的 边界 条 件 决 定 


Bu 一 上 Eoa'; A1 一 一 aE (8. 1. 17) 
因此 球 内 、 外 电势 分 布 分 别 为 
Dir,9)= 到 — Forcosw 
pe (8.1. 18) 


DB, (r,9) 一 一 Ercosy+ 2 


4ne r’ 


其 中 
四 3 El E€ 
p = nea’ EFAE (8. 1. 19) 
上 式 表明 极 化 面 电荷 相当 于 在 球 心 的 电 偶 极 矩 . 球 内 、 外 的 电场 矢量 分 别 为 
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3s 


7 五 一 Eo 
ES El 十 2s 
、- BE,= Eo + eta os Eu (S00er 了 sngee ) 
-+X (8. 1. 20) 
可 见 球 内 仍然 是 均 义 场 , 极 化 电 共产 生 
的 场 为 
~ 坟 El 一 E 
= FE,=E—E = FaeE' 
= ~ (8. 1. 21) 
SN 一 般 @ 之 e, 故 在 53=0 面 , 极 化 电荷 为 


E 正 , 而 在 9 二 x 面 , 极 化 电荷 为 负 , 如 图 
图 8.1. 1 均匀 电场 E 中 的 介质 球 8. 1. 1, 图 中 画 出 了 球 内 外 的 电场 线 . 
静电 场 的 能 量 : 电 磁场 的 能 量 密度 
由 式 (7. 4. 9) 给 出 ,对 静电 场 ,可 假定 磁场 为 零 ,于 是 总 的 静电 场 能 量 为 


U. = |eE dr (8. 1. 22) 

假定 电场 由 两 部 分 组 成 :电荷 密度 分 布 p,(r) 和 p, (7) 分 别 产 生 电场 E 和 Es. 由 疮 
加 原理 ,E 二 Ei 十 E; ,代入 上 式 得 到 

U. = Te Ef dr te | Bdrte|E, 。 Edir (8. 1. 23) 

显然 ,上 式 第 一 、 二 项 分 别 表示 电场 Ei 或 Es 本 身 的 能 量 , 称 为 自 能 ;而 最 后 一 项 


可 看 作 电荷 密度 分 布 p,(r) 和 和 p,(r) 的 相互 作用 能 . 由 电场 与 电势 的 关系 五 一 一 Vy， 
上 式 可 写成 


U, =$eo | (Vp ) drt | (Ves Yr 
te| (Vo) + (Veo) dr (8. 1. 24) 
利用 Green 公式 ,可 写成 


1 op 
U. 一 7 人 o Us Tds—|y Vzpdr) 
1 9p 
ze Us 各 ds 一 |w vipdr) 
9 
+ea( Ee Vigudr) (8. 1. 25) 


当 积 分 面 趋向 无 限 ,面积 分 项 为 零 ,又 注意 关系 eo。V ?9 一 一 0, 故 
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1 
U. = Jop dart egdrt [op dr (8. 1. 26) 
方程 (8. 1. 25) 最 后 一 项 中 we*>gws 也 成 立 , 故 相互 作用 能 可 写作 
UL 一 Ug 一 as dir 一 |awdv 


一 Al dsr 十 jamdr] (8. 1. 27) 
例 8.1.2 电介质 系统 中 电位 移 矢 量 从 DD 增加 到 DD 十 dD, 求 外 界 做 的 功 . 
解 : 假定 空间 的 电荷 密度 变化 引起 静电 场 能 量 的 变化 为 5 , 外界 做 的 功 
5W 包括 两 部 分 ;移动 电荷 做 的 功 ;电介质 极 化 做 的 功 . 表达 式 为 
SW. = 3U = |gapd'r (8. 1. 28a) 
利用 pV .也 和 8o=V .8D, 上 式 可 表示 为 
3W.= [pv GD dr = {VCgaD) dr— |3D + Ved:r 


= 中 ip 。 ds 十 | .3Ddar = 人 .3Ddsr (8.1. 28b) 


得 到 最 后 一 个 等 式 ,已 假定 电介质 局 限 在 有 限 区 域内 ,只 要 S 足够 大 ,在 S 面 上 
8D 二 0. 因此 ,电介质 中 电位 移 矢量 变化 dD 时 ,外 界 对 单位 体积 电介质 做 功 为 
dw. = E. dD (8. 1. 28c) 
稳 恒 电流 产生 的 电场 :在 导电 介质 中 存在 稳 恒 电 流 情况 ,尽管 电荷 在 移动 而 形 
成 电流 ,但 空间 各 点 的 电荷 密度 不 随时 间 变 化 ,产生 的 电场 仍然 是 静电 场 . 在 导体 
中 ,由 于 Joule 热 而 电能 不 断 地 转化 为 热能 ,因此 存在 稳 恒 电流 的 基本 条 件 是 外 界 
必须 不 断 提供 能 量 . 由 于 空间 电荷 密度 不 随时 间 变 化 ,由 VY。j 十 ao/at 一 0 得 到 稳 
恒 电 流 的 方程 :V。j 一 0. 因此 ,电场 满足 Maxwell 方程 组 . 稳 恒 电流 方程 和 导电 
介质 的 本 构 方程 | 
V.D=p; VXE=0 
V.j=0; 了 一 Oo 
注意 :现在 o 未 知 ,不 能 用 方程 (8. 1. 29) 中 第 一 式 求 D. 由 方程 (8. 1. 29) 中 第 二 式 ， 
仍然 可 以 定义 势 函 数 ;:E= 一 VyCr) , 代 人 方程 (8. 1. 29) 中 第 三 、 四 式 得 到 
Vi’y=0 (8. 1. 30) 


(8. 1. 29) 


方程 V，j==0 的 积分 形式 为 
要 .ndS=0 (8. 1. 31) 


由 电场 的 切 向 边界 条 件 (E, 一 Ei)，t 一 0 和 上 式 可 以 得 到 电流 密度 满足 的 边界 
条 件 


n. (ji1—j:)=0; (上 2-&).1=0 (8. 1. 32) 


Ol G2 
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或 者 用 势 耳 数 表示 


ng, p= (8. 1. 33) 
而 电介质 中 的 电荷 密度 为 
p=—V° (ev) 一 Y (Ei)=j" VE (8. 1. 34) 


其 中 利用 了 V “7 一 0. 可 见 只 有 空间 不 均匀 的 电介质 , 才 可 能 有 电荷 存在 . 对 分 块 
均匀 的 电介质 ,电荷 只 能 出 现在 边界 面 上 ,电荷 面 密度 为 


of = (Di:—D) .n= (2j, 一 皇 记 :n= ( 鱼 一 旦 )j sn (8.1.35) 


O02 ol 
其 中 已 利 用 了 nn。 (jf1—j2)=0. : 

例 8.1.3 半径 为 a 的 小 球 ( 电 导 率 为 m , 介 电 常量 为 es ) 放 在 均匀 的 液体 中 
(电导 率 为 c, 介 电 常 量 为 s) ,液体 中 通 有 恒定 电流 了 , 求 小 球 内 外 电势 .电场 和 电流 
密度 . 

解 : 设 但 定 电流 j 方 向 为 z 方 向 , 球 内 、 外 电势 分 别 为 加 各 ,并 满足 Laplace 
方程 . 边界 条 件 为 


由 |-o<cei 内 | .~ =— Esrcosy 一 一 了 rcosg (8. 1. 36) 
0 
oy 
A C8. 1. 37) 
因此 本 例 与 例 8. 1. 1 相似 ,不 难得 到 结果 为 
37 
一 一 8. 1. 38 
内 7 了 cos9 《 ) 
(om 一 ao)asj cosd J 
gs jo To) 7 rcoswd (8. 1. 39) 
电场 强度 为 
Ei=—— VW =— ~ (8. 1. 40) 
(ai 二 2 | Dr J | j 
E:—— Vy = oloi 十 20) rs rs + o 
1 3Cp°Dr—rpj (8. 1. 41) 
4rs rs G 
其 中 
= dne HO} 8. 1. 42 
Pp hre oCor + 20)) C8. 1. 42) 


可 见 导 电 小 球 也 相当 于 一 个 电 偶 极 子 . 小 球 表面 电荷 密度 为 
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3(eo1 一 sio)aa . 
= (D, 一 六 ) |,, .n= 0 S00. .1. 
of 2 1) | n jo F260) jcosd (8. 1. 43) 


8.2 ”更 磁 场 的 唯一 性 和 磁 标量 势 


稳定 电流 密度 分 布 j(r) 产 生 的 磁场 满足 Maxwell 方程 

V.B=0; VXH=j (8. 2, 1) 
对 一 般 的 磁 介 质 ( 见 下 面 讨论 ) 本 构 关系 为 B= 二 juH. 由 上 式 第 一 式 , 可 以 定义 矢量 

势 A, 使 B=V XA4, 代 入 第 二 式 昌 利用 本 构 关系 得 到 
VV A)—V’A= Ij) (8. 2. 2) 
由 于 通过 求 4 的 旋 度 而 得 到 磁场 B, 故 A 可 以 加 上 一 个 任意 函数 的 梯度 而 磁场 B 

不 变 , 即 

B= VxXA=VX (M+VxX) = VXA+VX (VX (8. 2. 3) 
上 式 说 明 4 具有 一 定 的 任意 性 ,结合 方程 (8. 2. 2) ,选择 V。A==0 比较 方便 . 注意 : 
.在 7.1 节 中 V .4==0 是 由 稳 恒 电流 条 件 V。，j(r) 二 0 给 出 的 . 另 一 方面 ,从 矢量 场 
的 角度 来 看 ,方程 V XA 二 B 仅仅 给 出 了 A 的 旋 度 ,为 了 完全 确定 矢量 4, 还 必须 给 
出 它 的 散 度 V， A. 选择 Y。4 一 0 称 为 Coulomb 规范 (在 第 10 章 介 绍 ). 因此 矢量 
势 A 满足 的 方程 为 
VA =— yj (0) (8. 2. 4) 


上 式 满足 的 边界 条 件 由 方程 (7. 3. 24) 和 (7. 3. 29) 给 出 
(Bs—B).n=0, (Hi—H)XxXn= ky (8. 2.5) 
利用 积分 关系 
| 。 ndS =|| (vxa) 。 ndS = 中 4 .dj 一 0 (8.2.6) 
取 图 7. 3. 2 的 回路 ,边界 条 件 (B; 一 B1)。n 二 0 也 可 写成 
(A,—AI)Xn=0 (8. 2.7) 
即 矢量 势 4 的 切 向 分 量 连续 . 


唯一 性 定理 :如 果 静 磁体 系 内 存在 电流 密度 j(r) 和 满足 本 构 关系 的 磁 介 质 
有 一 /再 (注意 :,w 可 以 与 空间 有 关 , 即 不 均匀 磁 介 质 ) , 则 体系 内 的 静 磁 场 B 由 j (7) 
以 及 边界 上 矢量 势 4 或 者 磁场 H 的 切 向 分 量 唯一 决定 . 
证 明 ; 设 对 同一 个 体系 存在 两 组 不 同 的 解 B 和 B”, 使 下 列 诸 式 成 立 
B=VXA; 下 一 VX4 B=uH 
有 二 /8 VXH=j; VxXH 一: 
令 B=B' 一 B ,HH 一 H ,对 应 的 矢量 势 为 4 二 4' 一 4. 显然 ,V XH=0. 这 个 场 
的 能 量 为 


(8. 2. 8) 
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_1[,. 1 
U,= 上 | Hdr = 二 | (vxa) . Hdsr 


一 |[v: (AXD+A: (VXWDIEr (8. 2.9) 
把 V XH=0 代 人 上 式 且 把 体积 分 化 成 面积 分 得 到 
U = | 人 xH) .ndS= | En X (A’—A"]. HdS (8.2.10) 
如 果 在 边界 上 nXA = 一 nXA 和 ,那么 上 式 右 边 为 零 
U,= [cB 一 Bf) 。( 了 一 五 )dr 
= 万 | lB'—B).(B—B)dr=0 C8. 2. 11) 
风 


于 是 得 到 :B = 也, 即 唯 一 性 得 证 ;如 果 在 边界 上 nXH 一 aX 了 ,方程 (8.2.10) 
-写成 


U, = #4 xHD 。nds = Em —_H)Xnl.AdS (8.2.12) 


上 式 右边 同样 为 零 . 
静 磁 场 的 能 量 :由 式 (8. 2. 9) 


[一 去 | .Edar = 了 cv x A) 。Hdsr 
一 [Cv . (AXHD+A. (VXDIdr (8. 2. 13a) 
把 V Xx 五 =j 代入 上 式 且 把 体积 分 化 成 面积 分 得 到 
U,= 下 | xHD. ndiS 十 十 |4 .jdr 
= 3|4 。 jdar (8. 2. 13b) 
得 到 上 式 , 已 取 积 分 面 趋向 无 限 , 面 积分 项 为 零 . 与 静电 场 类 似 , 设 (41 ,4;) 分 布 由 
电流 密度 (1,j) 产 生 , 则 
U, = 于 |4 jdr 十 二 | 4 .六 dr 十 到 | Cha TA J) dr 


(8. 2. 13c) 
故 相 互 作用 能 为 


Uis= Ua 一 | i 十 Ai。 j2 dr 
一 |4 . 廊下 一 /a . jodir (8. 2. 13d) 
比较 上 式 与 (8. 1. 26) 和 (8. 1. 27) ,可 见 (4, 让 与 (8;p) 起 类 似 的 作用 . 
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例 8.2.1 磁 介 质 系统 中 磁感应 强度 矢量 从 B 增 加 到 B 二 dB, 求 外 界 做 的 功 . 
解 : 假定 建立 磁场 过 程 中 ,面积 为 dS 的 某 个 回路 中 电流 为 1, 则 d 时 间 内 电 
源 做 的 功 为 
dW = eIdt =— eldt = 至 rd = Idw = I8B. dS 
其 中 8。 是 电源 电动 势 ,e 是 感应 电动 势 ,8B 为 磁场 的 变化 . 考虑 某 区 域 中 电流 密度 
为 7 ,建立 电流 和 磁场 的 过 程 无 限 缓 慢 , 始 终 保 持 满足 稳 恒 电 流 条 件 V。j 二 0. 电 
源 克服 感应 电动 势 而 对 整个 磁 介 质 系 统 做 功 为 


AW.= | za .dS 一 | rev xs4) .dS 


= 184 。di 一 | sa 。j dsr (8. 2. 14a) 
注意 :电流 和 电流 密度 j 的 关系 
Pb Id = | jar (8. 2. 14b) 
CC Vv 


利用 j==V XH 代 人 上 式 
AW, = | ,84 . (VX HDdr = | .(VX8S4) 二 V.。( 耳 X54)]der 
= a .VX 3A) dr+h CH X84) .ds (8. 2. 14¢) 


由 于 电流 分 布 在 有 限 区 域内 ' 取 S 足够 大 ,上 式 面 积分 为 零 . 于 是 
AW = Lm . (VX 3A) dir = In .SCVXA)dar 一 |a . 3Bdsr 


(8. 2. 14d) 
因此 , 磁 介 质 中 磁感应 强度 矢量 变化 dB 时 ,外 界 对 单位 体积 磁 介 质 做 的 功 为 
dm 一 再, dB (8. 2. 14e) 
注意 : 式 (8. 1. 28c) 和 式 (8. 2. 14e) 在 讨论 电介质 和 磁 介 质 的 热力 学 性 质 时 有 重要 
的 应 用 ( 见 第 19 章 ). 
二 维 问题 :电流 密度 矢量 只 有 z 方向 的 分 量 
jr) = ex (x,y) (8. 2. 15a) 
而 且 体 系 的 边界 面 也 是 二 维 的 . 由 方程 (8. 2. 4) ,矢量 势 A 也 只 有 e 方向 的 分 量 
A = eA(lzx,y) (8. 2. 15b) 
以 上 两 式 代 人 方程 (8. 2. 4) 得 到 
VA =—yjf (8. 2. 15c) 
边界 条 件 式 (8. 2. 7) 化 为 (As 一 Ai)==0. 在 柱 坐 标 (r, gp,z) 下 
a4， 3A\ _ a4, 
VX = (ee C8. 2. 16) 
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， 故 边界 条 件 (Hs 一 Hi) Xn 一 ki 化 为 


lA 184 _ 
nm or pa or kt (8. 2. 17) 


可 见 求 二 维 静 磁 问 题 的 矢量 势 与 静电 势 的 求解 是 完全 一 样 的 . 

例 8.2.2 磁 导 率 为 yy、 半径 为 RR 的 圆柱 形 导 电磁 介质 通 有 电流 1, 并 且 置 于 
均匀 磁场 B。 中 ,磁场 方向 与 圆柱 轴 垂 直 , 即 Bo 沿 工 方向 . 求 空间 的 磁场 分 布 . 

解 : 当 7> 尺 时 ,空间 磁场 由 三 部 分 组 成 :均匀 磁场 Bo\ 电 流 了 产生 的 磁场 以 
及 导电 磁 介 质 表 面 的 极 化 电流 产生 的 场 ; 当 ~<R 时 ,空间 磁场 由 两 部 分 组 成 : 电 
流 密 度 7 产生 的 磁场 和 极 化 电流 产生 的 场 . 圆柱 内 、 外 势 满足 的 基本 方程 为 

V2Ai 一 一 上 1 Cr<R) VIA 一 0 (>R) (8. 2. 18) 

其 中 j 二 1/(xR*). 在 r 二 RR 处 边界 条 件 为 


上 式 中 假定 面 电 流 密度 为 零 . 在 无 限 远 处 和 原点 的 边界 条 件 为 (见习 题 8. 9) 
Ai lo < co Az |» >— Boy 一 一 Borsinp (8. 2. 20) 
在 二 维 极 坐标 下 Laplace 算 子 为 
Vv’ 一 土 仿 (7 全 )+ 吉 2 (8. 2. 21) 
Laplace 方程 的 通 解 为 


A(lr,p) 一 eolnr 十 > ， (cncosng 十 dnsinng)r™ 
2 一 0 


十 阿 (aacoszap + brsinng)r” (8. 2. 22) 

但 方程 (8. 2. 18) 中 第 一 式 是 Poisson 方程 ,必须 找 出 一 个 特 解 ( 即 电流 密度 j 产生 

的 磁场 ) 把 非 齐 次 项 消去 ,这 个 特 解 为 4 一 一 pr27/4. 又 由 无 限 远 边界 条 件 ,矢量 
势 只 与 sing 的 一 次 方 有 关 , 故 矢量 势 可 写成 

Ailr,9)=— Ea, + birsing (8. 2. 23) 


Aslr,g)= co 十 eolnr 十 Borsinyp 十 全 sing (8. 2. 24) 
由 方程 (8. 2. 19) 
am 十 elnR 十 (BoR 十 全)sinp 一 一 HR’j + biRsing 
(8. 2. 25) 
lire CLAN ， _ 1r_ 工 p， . 
六 [名 十 (B, 总 )sing |= | 3 4RI 十 如 sing | 
上 式 恒 成 立 的 条 件 是 
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1 . 
co 十 eolnR 一 一 于 AR 7 (BR 二 号 )= oR 


1 ip 1 (6,- sa (8. 2. 26) 
Ho 下 2 J ° R: Lk 
由 上 式 求 得 
eo 二 3 Rnj 一 二 Co 一 2 L(tolnR—3 ) 
pM— : 2 (8. 2. 27) 
= BR “; =B 
php pt 
代入 方程 (8. 2. 23) 和 (8. 2. 24) 得 到 
Ali(ry,p) 一 一 Tp 十 2 Borsing 
4 K+ po 
I R ul Rg: (8. 2. 28) 
wl R_ & 一 Am RN. 
As(r,9)= ar ln 和 +Bor(1+ 人 )sing 
磁感应 强度 为 
194 oA1, 2p 
Bi(r,9)= > ape 3 ev Bo oper 
1 . 2 . 
十 (Fpir 一 也。 Zn sing )es (8. 2. 29) 
_ 104 oA R? py— po 
B; (r ,9) Bp 3 er = Bucosp(1 十 总 大 “二 从 je 
pf Basino(l 一 怀 4 一 和 |, 
bs eal 六 2 二 名】 e (8. 2. 30) 
旋转 对 称 的 三 维 问题 :在 柱 坐标 中 ,电流 形成 环流 ,密度 矢量 具有 形式 
j= j(r,z)ey : (8. 2. 31) 
由 方程 (8. 2. 4) ,矢量 势 A 也 只 有 es 方向 的 分 量 , 即 
A= A(r,z)e, (8. 2. 32) 
因此 对 旋转 对 称 三 维 问题 ,矢量 势 满足 的 方程 为 
VzACrz) 一 二 Alr,z) =—— jj (7,z) (8. 2. 33) 
即 
OA,1l24 _ 1 SA_ _, 
Or? 十 r Or 方 叉 十 Oz2 | (8, 2. 34) 


上 式 为 非 齐 次 方程 , 它 的 解 为 特 解 与 齐 次 方程 通 解 之 和 ,而 齐 次 方程 是 可 分 离 变 量 
的 , 令 . 

Alr,z) = R(7)Z(z) (8. 2. 35) 
代入 方程 (8. 2. 34) 得 到 
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2 2 
+ 填塞 一 (让 8)R=0; -jpZ—0 (8.2.36) 


dr rdr dz? 
如 果 电 流 密度 在 球 坐 标 中 有 形式 
j = j(r,0)e, (8. 2. 37) 
矢量 势 也 只 有 一 个 分 量 , 即 
A = A(r,d)e, (8. 2. 38) 
于 是 我 们 得 到 球 坐 标 系 中 旋转 对 称 的 三 维 矢 量 势 方程 
VzA(r;D) — ZA (7) =— jj (7,0) (8. 2. 39) 
边界 条 件 (4;s 一 A1) Xn 二 0 和 (CH; 一 Hi) Xn 二 kt 变 成 
柱 坐 标 中 
AR 一 As |, 
[二 总 o4D 一 六 二 忌 o4] —— kt (8. 2. 40) 
球 坐 标 中 
Ai | 一 R 一 A， | 一 及 
[ 读 二 且 o4D 一 志 二 总 oh] ， 一 一 局 (8. 2. 41) 


例 8.2.3 电荷 g 均匀 分 布 在 一 个 半径 为 a 的 电介质 球 表面 ,该 球 围绕 某 一 
直径 以 恒定 角速度 w 旋转 , 求 磁 场 分 布 . 
解 : 选 角速度 方向 为 = 方向 , 面 电流 密度 为 


ki = o@ Xr = singe, (8. 2. 42) 
4na 


显然 是 一 个 旋转 对 称 问题 , 球 内 ,外 矢量 势 A 二 A1(r,9)e, 和 A 和 ,二 As《r,59)e, 满足 
的 方程 为 


A . 
? oo ; . 一 。 we 
V ain 0; V*A=0 (8. 2. 43) 
边界 条 件 为 
Ai | 一 A: |,—6 
工 工 9 _l113 4, 
[i r Br tr 人 04D| nas (8. 2 44) 
Azs | 一 0 Ail|o < (8. 2. 45) 
设 通 解 有 形式 A 二 RCr)sin9, 代 入 方程 (8. 3. 43) 得 到 
dR dR __ 
rt2r 2R=0 (8. 2. 46) 


上 式 为 齐 次 Euler 方程 ,根据 边界 条 件 式 (8. 2. 45), 取 
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RD =drr<o) R-Fr>a) (8. 2.47) 
故 解 为 
Ailr) = dirsind(r < a); Aslr,®) — Gsing(r > 4a) (8,2.48) 
设 jp 二 jw 一 pj ,代入 式 (8. 2. 44) 得 到 


= Jona = 1 交 (8. 2. 49) 
故 矢量 势 为 
A = 和 二 sindey; 4。 一 和 Se, (8. 2. 50) 
其 中 磁 矩 m 二 qwa?e./3. 最 后 由 B 一 V XA 得 到 磁场 
由 2 Barmer) mn 
Bi =— 公 zm BB | 4 县 | (8. 2. 51) 


由 例 7. 1. 2 , 球 外 相当 于 磁 偶 极 子 产生 的 场 , 而 球 内 是 > 方向 的 均匀 场 . 
磁 标 量 势 : 本 节 最 后 介绍 一 下 磁 标 量 势 概 念 . 对 本 构 关系 B 二 jyH 成 立 的 磁 介 
质 ( 顺 磁 或 抗 磁 介 质 ) ,Maxwell 方程 组 为 VY， H=0 和 V XH=j, 或 者 VY ， B= 二 0 和 
V XB=j/y. 根据 V。，H=0 或 V。B==0 可 以 定义 矢量 势 . 对 铁 磁 介 质 B= 二 jyH 已 
不 成 立 ,必须 直接 从 H 的 定义 
H=B/m%—M (8. 2. 52) 
出 发 讨论 . 由 介质 中 的 Maxwell 方程 组 V，B 一 0 和 V XH=j, 如 果 用 (8. 2. 52) 式 
消去 吾 , 则 得 到 方程 
V.:B=0; VXB=yCO+VXM (8. 2. 53) 
如 果 消 去 B, 则 得 到 方程 
V.H=—V.M; VxXH=j (8. 2. 54) 
方程 (8. 2. 53) 和 (8. 2. 54) 意 义 是 不 同 的 :前 者 B 可 以 定义 矢量 势 ,而 js, 圭 V XM 
作为 电流 源 出 现 , 为 分 子 电 流 ;而 后 者 与 静电 场 方 程 VY，D==p 比较 ,p, 一 一 V*M 
相当 于 电荷 密度 的 角色 , 称 为 “ 磁 荷 ”. 如 果 铁 磁 介 质 内 无 传导 电流 (7 一 0) ,那么 式 
(8. 2. 54) 与 静电 场 方程 VY。 E 二 p/e 和 V XE 一 0 完全 一 样 , 故 可 以 定义 标量 势 吾 一 
一 Vy. 但 是 由 y 定 义 的 场 应 该 是 一 个 保守 场 ,而 HH 不 是 一 个 保守 场 , 它 的 回路 积分 
由 式 (7. 3. 21) 的 第 二 个 方程 给 出 


buH .dl = i .dS (8. 2. 55) 


如 果 空 间 存在 电流 环 ( 尽 管 铁 磁 介 质 内 无 传导 电流 ,不 能 保证 空间 其 他 地 方 也 没 
有 ) ,而 积分 回路 穿 过 电流 环 ,那么 回路 积分 就 不 为 零 ,因而 H 不 是 一 个 保守 场 ,无 
法 定义 势 函 数 . 为 了 能 够 定义 标量 势 ( 称 为 磁 标 量 势 )%, 必须 假定 在 所 考虑 的 空间 
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没有 电流 环 ,或 者 如 果 存 在 电流 环 , 把 它 作 为 边界 面 来 处 理 . 引进 磁 标 量 势 py 后, 静 
磁场 问题 与 静电 场 就 基本 一 样 了 


Viy=—p,: ou —=—Y*M (8. 2. 56) 
边界 条 件 : 由 (H。 —H.) Xn=0 和 (了 B， 一 吾 )。 于 一 0 得 到 
of 9 
二 出 ; 一 MM) 一 (8. 2. 57) 


其 中 om 称 为 磁 荷 面 密度 . 所 以 一 旦 给 出 了 介质 的 磁化 强度 M, 就 可 以 求 空间 的 磁 
场 分 布 . 分 两 种 情况 讨论 上 式 中 的 第 二 个 方程 
(1) 非 铁 磁 介质 :由 (Bs 一 B1)，n 二 0 得 到 
oF Oy 
Ba 
(2) 理想 铁 磁 体 : 设 固 有 磁化 强度 为 Mo ,诱导 磁化 强度 为 M ,存在 关系 
AM 一 Mn 十 RM 一 AM 十 XnH 
B= py (Hi+M) = pll Xn)H+ poMo 


HA (8. 2. 58) 


= yH + Mo (8. 2. 59) 
于 是 由 (Bs 一 B1)， n= 二 0 得 到 
9 9 
A 奴 ke 如 = pon* Mo 一 Mo) (8. 2. 60) 


注意 :得 到 (8. 2. 60) 式 ,已 利用 了 理想 铁 磁体 的 关系 式 (8. 2. 59), 因 此 方程 
(8. 2. 57) 比 (8. 2. 60) 式 更 一 般 . 

例 8.2.4 半径 为 a 的 均匀 磁化 球 ,磁化 强度 矢量 为 Mo , 求 空间 磁场 分 布 . 

解 设 M 方向 为 z 方 向 ,由 于 球 均匀 磁化 , 磁 荷 p, 二 一 V，MMo 一 0, 磁 荷 分 
布 在 球面 上 


on = Nn. M, 一 Mocos9 (8. 2. 61) 

设 球 内 、 外 磁 标 势 分 别 为 山 和 只 ,它们 满足 Laplace 方程 . 边界 条 件 为 

hh | = po | oe 
os 一 a 一 一 om 一 一 Mocos9 (8. 2. 62) 
Or |r=a Or | 一“ 

lm 一 0 hl" (8. 2. 63) 
根据 边界 条 件 式 , 取 球 内 、 外 磁 标 势 分 别 为 | 
pr,9) = Arcosd; 内 (9) 一 肥 cos9 (8. 2. 64) 


代入 边界 条 件 式 (8. 2. 62) 得 到 
A=3M; B= Moa (8. 2. 65) 
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故 球 内 、 外 磁 标 势 分 别 为 
页 (ro9) = Moreosg; fr,9) 一 3 Moa co (8. 2. 66) 
相应 的 磁场 强度 为 
=— Vp = 一 了 Me H—— VW, — 二 一 全] (8. 2. 67) 


其 中 m 是 磁化 球 的 磁 矩 m 二 4xa’Mo/3. 如 果 忽 略 磁化 球 产生 的 磁场 对 原来 磁化 强 
度 的 影响 ,那么 B==jw CH 十 MD 和 ywo(H 十 Ml). 于 是 球 内 、 外 的 磁感应 强度 为 


1 

Bi = pH+M) = po (~ 3M +M, )= SpoMo 

B=wwH= 色 
4x 


图 8.2.1 面 出 了 矢量 8B 和 HH 的 场 线 , 可 见 :矢量 B 在 球面 上 连续 ,而 矢量 HH 不 连 
续 , 这 是 由 于 球 表 面 存在 磁 荷 ,矢量 H 的 场 线 从 球面 上 的 正 磁 荷 出 发 终止 于 球面 
上 的 负 磁 荷 . 


[和 “7 四 | (8. 2. 68) 


1 r 


图 8.2.1 矢量 B 的 HH 的 场 线 


8.3 多 极 展开 和 多 极 矩 与 外 场 的 相互 作用 


电 多 极 展开 :首先 讨论 电 多 极 展开 , 求 远 场 的 电势 分 布 . 设 电荷 分 布 在 坐标 原 
点 附近 , 即 场 点 与 原点 的 距离 远大 于 源 的 线 度 |r| 沁 |r |. 于 是 可 以 利用 展开 关系 


1  _ 1 
Ir—r| lrl | | 


代入 式 (7. 1. 8) 


十 和 (8. 3. 1) 


reV 1 + :VV 
Ir| 2! 
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1 八 [ 1 1 。 1 rr” a / 
rm 一 社 |oo5[TL r Vir arr BAA [十 jar 


(8. 3. 2) 


仿 


一 | ed ar p= | re Yar 0Q= 3 rpcr dader (8. 3. 3) 


显然 9 是 区 域内 的 总 电荷 ,p 是 电 偶 极 矩 矢量 ,Q 称 为 电 四 极 矩 张 量 . 电势 的 级 数 
表达 式 为 


9 1 .vl 1 .., 
9 一 pe 7 zxeP YE 友人 0: Vv)+ (8. 3.4) 
上 式 第 二 项 与 式 (7. 1. eh 第 三 项 为 电 四 极 子 的 势 , 写 成 分 量 的 形式 为 
p(n) 二 7 (3 >a， ss TH ) (8. 3.5) 


于 计 玫 展开 ,多 极 展开 也 姜 以 用 这 放 玫 时 人 利用 Legendre 函数 的 母 函 
数 公式 


1 1 l/rY 
Pi(CcosB) (8.3.6) 
[rr | Vi a co 名 (7) Pre 
以 及 Legendre 函数 的 加 法 定理 
Pi(cos@) = Yh ,PY (9, 9) (8. 3.7) 


其 中 日 是 位 置 矢量 7 之 同 的 交角 (8. 3. 6) 和 (8. 3.7) 式 代入 式 (7. 1. 8) 得 到 
[JY (9 ,ra 到 9) 


9 一 ne? ) 1 


pep 了 mm (9， D) 
-= 2l 年 1 dm rit! 


其 中 r=(r ,9 ”人 “7 和 一 (r,9,p) 分 别 是 源 点 和 场 点 的 坐标 ,gw 为 多 极 矩 


(8. 3. 8) 


gym 一 [Yh ,rp dr (8. 3. 9) 
上 式 实际 上 是 多 极 矩 展开 在 球 坐 标 中 的 表示 . 与 式 (8. 3. 3) 的 关系 为 
3 1 
doo 一 -二 jeoo， )dr /a 


w= |Y% C8 ,rplr dr 一 /一 这 |zoc) dr =—/2z. 
qu ,| Cz —iy )plr dr 一 一 /就 (Db: 一 访 ,) 
5 / 7/ / / 1 5 : 
让 | (so 一 "par 一 吉庆 Qs 
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1 / / ， 了 六 了 
gz = 一 人 (x 一 这 )oCr )d 一 一 寺 /证 (Qu — iQ;) 


1 1 / -J/ J / » 
qu— | iy pr gr 十 六 (Qu 2iQ Qn) 
例 8.3.1 二 维 电 多 极 子 展开 . 


解 : 二 维 电荷 分 布 可 用 与 z 方 向 无 关 的 电荷 密度 pCr) 二 p(x,y) 来 表示 . 二 
维 Green 函数 为 


Glr,r’) 一 一 lr—r | C8. 3. 10) 
TE0 
故 电 蓓 线 密度 pCr) 产 生 的 电势 为 
plr) 一 一 让 | 2oo mn | Fr 一 天 | gr (8. 3. 11) 
利用 关系 
In|r—r |= 1 
一 lnr 十 与 zln(1 十 5 一 2 cosg) (8. 3. 12) 
其 中 pbB 是 r 与 7 的 夹 角 . 当 plr ) 分 布 在 原点 周围 ,~ /r<1, 利 用 展开 
In(1 + x? — 2zco0sf) —2> SS (z<D (8. 3. 13) 
得 到 
in|r—r [= () (8. 3. 14) 


因为 cosn8 二 cosn(g— 9 ) 二 cosnpcosng 十 sinngsinng (其 中 2 和 9 分 别 是 7r 与 大 
的 极 角 ) ,因此 


PCr) 一 一 二 |. 2oCr) )| mr 一 > So () |r 


-二 |- 2glnr + 25) Qcomg— cesmne | (8. 3. 15) 


n 


# 一 1 nr 
其 中 
一 Jocr dar Q: = Jocr Yr "cosng der’ 
(8. 3. 16) 
QQ 一 Jpcr drsinng’d r 
CQ 和 Q; 就 是 二 维 n 级 多 极 矩 , 取 * 一 1 时 ,得 到 二 维 偶 极 子 的 电势 
gD = 7 (8.3.17) 


4reo 7 
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其 中 二 维 偶 极 子 为 
p= |roCr Ydr (8. 3. 18) 
电 偶 极 矩 与 外 场 的 相互 作用 :在 电荷 连续 分 布 的 情况 下 ,由 式 (8. 1. 27) 得 到 
or) 与 外 场 g。 的 相互 作用 能 为 
W= [pg War (8. 3. 19) 
因 pC7) 分 布 在 原点 处 小 的 体积 内 ,把 yp. 在 原点 展开 
Gn) = G0) Tre Ve) ot 3m: (VV) |o +e C8. 3.20) 
代入 式 (8. 3. 19) 得 到 
W =9.0) [part [rp adr. (Vp.) | 


十 二 | rpmDdzr : (VVP) | 十 … 


一 4p。(0) 一 P。 已 +AO : (VV9.) | -十 … 《8.3.21) 


显然 上 式 第 一 项 表示 电荷 与 外 场 的 相互 作用 能 ;第 三 项 为 电 四 极 抢 与 外 场 的 相互 
作用 能 ;而 第 二 项 为 电 偶 极 子 与 外 场 E. 二 一 Vy. 的 相互 作用 能 
W, =—=— p* E。 (8. 3. 22) 
只 要 知道 了 相互 作用 能 ,利用 虚 功 原理 就 可 以 求 出 电 偶 极 子 在 外 场 中 受 的 力 和 
力矩 M. 设 电 偶 极 子 有 一 个 虚 位 移 5r, 则 力作 功 等 于 相互 作用 能 减少 , 即 
F. Sr=— 8W,=V(p: E).ér (8. 3. 23) 
故 
F=V(p*E.)= (p.V)E. (8. 3. 24) 
注意 ;p 是 常 矢量 . 同样 , 设 电 偶 极 子 有 一 个 虚 转 动 54, 则 力矩 MM 做功 ,相互 作用 
能 减少 , 即 


M. 584=—6W,= SC E.)= 6p°*E. (8. 3. 25) 
电 偶 极 子 的 大 小 不 变化 , 仅 转动 方向 , 故 5p= 二 864Xp, 代 入 上 式 
M.84= (54Xp).E.= (pxXE.). 564 (8. 3. 26) 
即 
: M= pxXxE,. (8. 3. 27a) 
上 式 也 可 直接 由 力矩 的 定义 得 到 
AM 一 | x Fdr 一 | x [pWE. dr=pxE. (8. 3. 27b) 


磁 多 极 展开 :与 以 上 讨论 电 多 极 展开 类 似 , 设 电流 密度 分 布 在 坐标 原点 附近 ， 
求 远 场 的 磁 势 分 布 . 由 式 (7. 1. 24) 和 (8. 3. 1) ,我 们 有 
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= so// 1 ye, | 工 vv ， 1 os 7 
A(r) | jC [TT VT 二 十 妆 rr VV 和 T+ ]er 


(8. 3. 28) 


AuCr) = 包 | jr (8. 3. 29) 
4 Vv 


因为 是 稳定 电流 分 布 ,上 式 积分 恒 为 零 ,这 表明 磁场 多 极 展 开 不 含有 类 似 于 点 电荷 
的 磁 单 极 项 . 再 看 第 二 项 


AD 一 全 | jcoo 人 r 。 Vr) 二 皮 1 re | rr Yar 


= 人 ly. Tj, 去 (7 十 jr dr 


4 | rs 
+|, 到 Cr 一 7rodr | (8. 3. 30) 
利用 矢量 恒等式 
Vorr = VV rr tjr tr (8. 3. 31) 


以 及 稳 恒 电流 条 件 V“ . j 一 0, 式 (8. 3. 30) 中 第 一 项 可 化 成 面积 分 ,而 电流 只 在 小 
区 域 存在 ,于 是 面积 分 为 零 . 因此 


1 1 Jj、 ,3 
Ai(r)= Ir 可 FL or )j 一 (re Dr ]dr 
_to 1 1 
=- 生计 [| 去 XDer |xr (8. 3. 32a) 
其 中 利用 了 矢量 恒等式 
(rorOj— rr = Xi) Xr (8. 3. 32b) 
A | 
四 ;| / of/ N13/ 
m= 5] Xjr)dr (8. 3. 33) 
称 为 磁 偶 极 矩 , 则 矢量 势 展开 的 第 二 项 为 
Ai(7) 一句 亚 关 (8. 3. 34) 


47 | 六 | 


显然 上 式 与 式 (7. 1. 37) 是 相同 的 . 对 线 电流 ,jdr 用 TdL 来 代替 , 即 


m = 了 中 rxdl (8. 3. 35) 
2 Jc 


168 ”理论 物理 导论 


dl 例 8.3.2 求 平面 上 一 任意 形状 闭合 电流 回路 的 磁 惩 . 
pa s 解 : 如 图 8. 3.1, 图 中 面积 元 为 
ds = Fr xdl (8. 3. 36) 
‘ 于 是 
图 8.3.1 任意 闭合 TT 
m 二 中 xdl= IS (8. 3. 37) 
磁 偶 极 矩 与 外 场 的 相互 作用 :电流 密度 j(r) 在 外 磁场 
B。 中 受 的 力 为 

F= | 7 又 BCr)dr (8. 3. 38) 

因 j(7 分 布 在 原点 处 小 的 体积 内 ,把 B。 在 原点 展开 得 到 
Blr) = B.CO0) +r * (VB.) [ot (8. 3. 39) 


代入 式 (8. 3. 38) 得 到 
F= [jr Yar x B.CO) + [iY x Er VB) Io dr (8.3.40) 


第 一 项 积分 为 零 ,第 二 项 记 (VB.)|,-o 一 VB.(7). 设 产生 外 磁场 的 电流 源 不 在 原点 
附近 ,在 积分 区 域内 V XB. 一 0, 故 

rxX(VXB)=V(r .B)—(r . V)B.=0 (C8. 3. 41) 
代入 式 (8. 3. 40) 得 到 


F= jC) x [Cr VB) Jr = [rpxyEr Bn Jr 
3 
=— VX | Tr. BIEr = 一 YX Dj YBodr 
o=1 


3 
一 一 VX /Bs [| rt jr Yar 二 | Orir Vadr | (8. 3. 42) 
0 一 1 
利用 矢量 恒等式 (8. 3. 31) 和 稳 恒 电流 条 件 V“ .7 一 0, 上 式 第 一 项 体积 分 化 成 面积 
分 而 为 零 ,于 是 
3 
F=—VX >》) 也。 于 [| or 一 和 28r | 
o=1 
= 一 VX [ 寺 又 门 XB.dr |= 一 Yx Cm Xx B.) (8. 3. 43) 


其 中 已 利用 了 恒等式 (B。. 7)j 一 (B。* 站)r 二 (r Xj) XB.. 于 是 磁 偶 极 子 在 外 场 
中 受到 的 力 为 
F—=—VXmXB.)= Gn VYV)B.=V (Gn. B.) (8. 3. 44) 
注意 :m 是 常 矢量 . 
通过 类 似 的 推导 可 以 得 到 磁 偶 极 子 在 外 场 中 受到 的 力矩 为 
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M= |r XL XB Vr = mxB. (8. 3. 45) 
当 磁 偶 极 子 有 一 韦 位 移 时 , 力 做 功 等 于 体系 能 量 的 减少 
—6u=F. 6r=VGOn.B.). r= 860m. B.) (8. 3. 46) 
故 体系 的 能 量 为 
2 =—=— m+. B. (8. 3. 47) 


称 为 磁 偶 极 子 在 外 场 中 的 有 效 势 能 . 当 磁 偶 极 子 与 外 场 同 一 方向 时 ,wu 二 一 mB。 极 
小 , 反 向 时 ,u 二 mB 极 大 , 故 也 称 w 为 取向 能 . 注意 :有 效 势能 不 是 相互 作用 能 , 相 
互 作用 能 应 由 式 (8. 2. 13d) 决 定 


U = |4. .jdsr (8. 3. 48) 
不 难 证 明 Us 一 大。 了 3., 即 有 效 势能 与 相互 作用 能 反 号 . 


8.4 准 静 态 场 和 场 的 扩散 


当空 间 电荷 密度 和 电流 密度 随时 间 变 化 比较 缓慢 时 ,激发 的 电场 和 磁场 随时 
间 也 较 缓 慢 . 每 一 时 刻 , 源 和 场 之 间 的 关系 类 似 于 静态 场 的 源 和 场 的 关系 ,改称 为 
准 静 态 场 . 对 准 静态 场 , Maxwell 方程 组 中 可 以 忽略 位 移 电流 项 . 

首先 讨论 可 忽略 位 移 电流 的 条 件 . 导电 体 中 的 电流 可 分 为 两 部 分 , 即 传导 电流 
j. 二 oE 和 位 移 电 流 js 二 eOE/3t. 设 电场 随时 间 的 变化 为 


E= Eexp(— iwi) (8. 4. 1) 
显然 位 移 电 流 与 传导 电流 之 比 大 大 小 于 1 时 ,就 可 以 忽略 位 移 电流 
[jl ew yl (8. 4. 2) 
Ij.| 5o 


即 wo/e. 对 金属 ,如 纯 金 co 一 107QVmssseo,w<<107s .因此 金属 中 的 场 一 般 可 
看 作 准 静态 场 ,故我 们 主要 考虑 金属 导体 . 由 Maxwell 方程 组 ,在 金属 导体 外 部 ， 
忽略 位 移 电 流 得 到 准 静态 场 满 足 的 方程 

oB 


VD=p; VXE-——® (8. 4. 3) 


V.B=0; VXH=j (8. 4. 4) 
令 B 二 V XA 和 EE= 一 Vp 一 34/3t 和 Coulomb 规范 V * A 二 0 得 到 


Vp——£; V324 =— yj (8. 4. 5) 


显然 准 静 态 场 与 静电 场 和 静 磁场 满足 同样 的 方程 . 所 不 同 的 是 ,电场 E 不仅 与 标 
量 势 有 关 , 而 且 与 矢量 势 也 有 关 . 
在 导体 内 部 /一 co 且 自 由 电荷 为 零 ,因此 场 方程 为 
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V.E=0; vxXE——% (8. 4. 6) 
V.B=0; VxXH=0oE (8. 4.7) 
上 两 式 分 别 消去 EE 和 B 得 到 方程 
oH_ lopoo. OE_l vp 
VHT-0 -VE-0 (8. 4. 8) 


可 见 在 准 静 态 场 近似 下 ,导体 内 部 的 电场 和 磁场 满足 扩散 方程 . 
例 8.4.1 圆柱 形 导线 中 的 电流 分 布 
解 : 设 导 体内 的 电场 与 导线 轴 平 行 , 目 为 z 方 向 :E 二 Ee,, 则 


SE_ 1 vy:Ep=0 (8. 4. 9) 
ot 0 
由 问题 的 对 称 性 ,E==E(r, 四 ,与 9g 和 zz 无关, 并 取 时 间 谐 振 解 
El(r,t) = E(r)exp(— iwt) (8. 4. 10) 
于 是 式 (8. 4. 9) 简 化 为 
SE + EN EE 一 0 (8.4.11) 


其 中 有 VE 一 (1 十 D) Veaz75. 上 式 为 零 阶 Bessel 函数 ,由 于 -~>0, 电 场 有 限 ， 
故 上 式 的 解 为 


E(r) = EoJo lkr) (8. 4. 12) 
导体 中 的 电流 密度 为 
j= ok = Eoo]o (kr)exp(— iwt)e (8. 4. 13) 
， 常数 由 条 件 : 
| Ea ,kr)2nrdr = I (C8. 4. 14) 
决定 ,其 中 尺 为 导体 半径 ,I 为 导体 通过 的 总 电流 . 不 难得 到 
kI 
Po 一 RJ CORY (8. 4. 15) 
所 以 


,kK . 
j=okE= DR CRI KEXP iwt )e。 (8. 4. 16) 


分 两 种 情况 讨论 : 
(1) AR| 禄 1, 即 导体 很 细 :R<1/ Vwox. 利用 渐 近 关系 ; 
JoCz) 一 11， 和 (zz)- 一 /2 (zz 一 0) 
得 到 


j= -大 pC iwt )e。 (8. 4.17) 


上 式 表示 电流 在 导体 中 均匀 分 布 ; 
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(2) |kR| 污 1, 即 导体 很 粗 ,R 污 1/ wucw. 利用 渐 近 关系 ， 


(x) ， 
J ,Cxrew?) = L(x)exp(i® -> Pexp 1 区 (8. 4. 18) 
(一 exp 人 党) 


其 中 x 一 co, 了 (zx) 是 虚 宗 量 Bessel 水 数 .上 式 代 人 式 (8. 4. 16) 得 到 
了 e。 A K exp| (二 7) |exp| 一 io 一 人 “十 要 ) ] (8. 4. 19) 


其 中 8= V2/Cjywo). 上 式 表明 ;从 表面 到 轴线 ,电流 是 指数 豪 减 的 . 在 高 频 情况 或 
理想 导体 ,6->0, 电 流 基本 集中 在 导体 的 表面 . 


习 题 8 


8. 1 设 空间 某 区 域 无 电荷 ,证 明 该 空间 一 点 的 电势 等 于 以 该 点 为 球 心 的 任 一 
球面 上 电势 的 平均 值 . 

8.2 一 个 半径 为 尺 . 体 内 均匀 带电 Q、 介 电 常 量 为 6 的 介质 球 放 在 均匀 外 电 
场 E。 中 , 求 空间 电势 分 布 . (提示 : 球 内 外 电势 分 别 满足 Poisson 方程 和 Laplace 方 
程 , 先 求 球 内 一 个 正比 于 的 特 解 ) 


答案 : 
(eo 十 2e)Q QW’ _ 3e Esr; 
A 8xeeoR 8reR ed2e”" 
__Q _ pm， 一 so psEo* 六 
pe 4neor E 7” 于 soet 3 


8.3 一 电荷 位 于 两 个 均匀 无 限 大 电介质 的 平面 分 界面 上 ,两 边 电介质 的 介 电 
常量 分 别 为 s 和 ez, 求 空 间 电 场 的 分 布 . en: 以 电荷 为 原点 ,由 电场 的 切 向 连续 


条 件 知 道 , 电 场 是 球 对 称 分 布 的 , 设 为 五 一 人 六 er 以 原点 为 圆心 , 作 半径 为 -的 球 


面 ,在 球面 上 积分 | D .dS 一 4, 求 常量 A) 
gg 1 ge 1 nm age 1 
De Her nme Ze to ne’ DD: ac te nr 
8.4” 同 轴 理 想 导电 薄片 做 成 无 限 双 圆锥 (5 二 8 二名), 内 锥 面 保持 电 势 为 
@ ,外 锥 面 接地 . 求 :(1) 两 锥 面 间 (% <9<<9% ) 的 电势 ;(2) 当 外 锥 面 为 无 限 大 平面 
时 , 求 平面 上 的 电荷 密度 . (提示 ; 锥 面 间 的 电势 与 p 和 > 无 关 ) 
答案 : 


答案 : 开 一 Di= 


lIntan(9/2)—1ntan(wY, /2) 
(1) 从 9) 一 和 htanG9 /2) —IntanGd, /2)’ 


(2) 当 名 二 x/2 时 ,外 锥 面 为 无 限 大 平面 
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Intan(WY/2) 

#9) = Bh ianCy /5 
_ (8 —@/%Y | 
2 “(3) gm2 7 (3) sw rlntan(y/2) 


当 r 一 0,c>co, 表 示 电 荷 集 中 在 锥 点 处 . 
8.5 设 电荷 密度 为 


2 
一 a in2 一 - 一 
pl7) GAras sin Sexp( 2 ) 


其 中 a 为 常量 . (1) 作 多 极 展 开 ,确定 所 有 的 多 极 矩 , 写 出 远 处 的 势 ;(2) 证 明 在 原 
点 附近 电势 为 


-ee rl __r 
$n) = meal 4 120a 0 P(e | 


(提示 :在 原点 附近 不 能 作 多 极 展开 公式 ,直接 由 方程 (7.1. 8) 求 电势 ;利用 展开 
公式 
[T7771 一 之 纺 Pi(eos@) 
其 中 r+< 和 77> 分别 表示 7 和 中 较 小 的 一 个 和 较 大 的 一 个 ,以 及 
Pi(cosB) = Pi(cosd) Pi(cosy ) 


+ ET Pr (cosd) Pr Ccosy’)cos[m(g— 9 )] 


第 一 项 对 积分 没有 贡献 ;sin 9 二 2[1 一 Ps《cos9) ]/3; 求 出 积分 后 再 用 条 件 ~ 一 0 展 
开 到 项 ) 


答案 :go 一 


大 


[peoww] 
8.6 在 零 级 近似 下 ,He 原子 中 两 个 电子 都 可 以 看 成 电子 云 分 布 
8 


0 


求 两 个 电子 间 的 相互 作用 能 . (提示 :首先 求 一 个 电子 云 产生 的 势 
27 r 
和 一 总 [gm 
然后 求 相 互 作用 能 ) 
答案 :W= p(y dr 
8.7 空间 ri 和 rz 点 分 别 存 在 两 个 电 偶 极 矩 p, 和 p,. 证 明 相互 作用 能 


lr,0)= 一 
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有 一 3(e。 Pi)Ce。Pp)) 
4reso | 六 一 产 | 
其 中 e 为 两 点 连 线 方向 的 单位 矢量 . 设 两 个 电 偶 极 矩 的 大 小 相等 且 都 指向 z 
轴 方 向 ,一 个 位 于 原点 , 另 一 个 位 于 : (1) 9 二 x/2, 距 离 原 点 7;(2) 9 二 0, 距 离 原点 
r. 求 两 种 情况 下 电 偶 极 矩 的 相互 作用 能 和 作用 力 . 
答案 :(1) 8 二 x/2,py | PP dr,p, |r: 
W=_t , Fo SW 3 


W= 呈 


-一 ; 一 r r; 
4neor’ Or 4reor’ 
(2) 2 一 0，P) | Pp, ,Di | r,p, | rr; 
___P -_a8。-_ 30 
2reo7 3r 2neor’s 


8.8 ”半径 为 a 的 圆 形 薄 片 ,电荷 密度 为 oc 二 kr,k 为 常量 . 准确 到 电 四 极 矩 , 求 
该 带电 体 在 远 处 的 电势 . (提示 :由 于 轴 对 称 分 布 , 电 偶 极 矩 为 零 一 0; 由 于 电荷 分 
布 与 z 无 关 ; Di 二 Ds 二 Dss 一 Dy 一 0) 

答案 : 


2 


Q= nha; Di 一 也 2 = 3xka 


5 3 
3 2 
1 QQ BD sor 


4 一 4neo +r 24T7eoi y DBQziQzi 
ka’ kas vv] 
= Ge + joe, 二 (1 3cos29). 


8.9， 写 出 均匀 磁场 在 直角 坐标 、 柱 坐 标 和 球 坐标 中 矢量 势 的 表达 式 . (提示 : 
利用 V XC(aXr)==24, 故 A 二 (BXr)/2) 
答案 : 取 B= Be, ,直角 坐 标 
A= Bl(ze, — yez)/2 或 A 二 Bre， 或 A = 一 Bye， 
它们 相差 一 个 规范 变换 , 见 第 10 章 讨论 ; 
A 一 去 Bres( 柱 坐标 ); 4 一 方 Brsin9es( 球 坐标 ). 
8.10 电荷 9g 均匀 分 布 在 一 个 半径 为 R 的 电介质 球 内 ， eT 一 直径 以 


恒定 角速度 w 旋转 , 求 磁场 分 布 . (提示 :电流 密度 /一 =pw Xr=- 了 2 pe “rsingev, 旋 转 


对 称 的 三 维 问题 ,用 式 (8. 2. 39) 求 矢量 势 , 球 内 一 个 特 解 为 Ao 一 一 Segw asing， 


40xRs 
设 球 内 和 球 外 通 解 分 别 为 
A = Ao +arsind(r < R); As = sindlr >R) 
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边界 条 件 中 面 电流 密度 取 零 ,然后 求 系数 ) 

答案 :4; 一 rmXrt Da mxXr; A,= 一 名 加 

其 中 mm 一 gwR?e./5. 

8. 1] 上 题 中 考虑 9 均匀 分 布 在 表面 ,用 磁 标 量 势 法 求 磁 场 分 布 ,并 且说 明 球 
内 是 一 均匀 场 , 球 外 相当 于 磁 偶 极 抢 产生 的 场 . (提示 :表面 电流 密度 为 


Qi 一 o@ Xr = Rowsinde, 
等 效 体 电流 密度 j 二 ar6(R 一 7) , 故 磁 甜 为 


m 一 去 | X jdr = xR'ow| sinsgdge。 一 Rgwe, 
[0 


磁化 强度 
—_m 一 
4rRa/3 Rowe: 
球 内 外 没有 传导 电流 ,可 用 磁 标 量 势 法 ,把 表面 电流 作 边 界 条 件 处 理 
三 ; ( 乏 一 中 = oRwcosd) 


答案 :办 (r, 咏 一 二 caRo ，r3gs(7,5) 一 计 oR' 名 


r 


Bi = (H+M) = —Vh +M) = poRae: 
3(o。r) 四 
ol FB" ] 


3 


B, 一 /再 :二 一/o Vy = 王 pooRao 7 


1 一 -一 一 一 
3 Ho0w 本 “(3cosye, ez) 


利用 e, 二 coswe, 一 sin9e, 


ea 


B, = (2cosVe, 十 sint9es) 


由 例 7. 1.2, 这 是 取向 为 z 方 向 和 信和 产生 的 

8. 12 ”两 个 半径 为 尺 的 圆 形 线圈 ,通过 的 电流 均 为 工 当 它们 相距 L(L>>R)， 
并 且 它 们 的 轴线 相互 平行 ,电流 方向 相同 . 求 :(1) 两 线圈 作用 的 力矩 ;2) 相互 作 
用 能 ;(3) 相互 作用 力 . (提示 :可 看 成 两 个 磁 偶 极 矩 的 相互 作用 , 求 线圈 1 对 线圈 2 
的 作用 时 ,首先 求 出 线圈 1 在 线圈 2 处 的 磁场 ) 

答案 :假定 两 线圈 的 轴线 在 x 方向 ,轴线 与 两 线圈 的 连 线 夹 角 为 5 


— 及 


t= Im; XB =~— 一 一 一 一 Sintcosoe; 
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U= mm .B, 一 名 


Bs "rr)* (mr) me | 


4x 天 
线圈 2 受到 线圈 1 的 作用 力 
ER ; 
Fi 一 一 VU = 人 [(9cose9 一 15cossg)e. 十 (3 一 15cos?9)singey] 


同样 可 得 线圈 1 对 线圈 2 的 作用 力 Fi 二 一 Fi ,可 见 符合 牛顿 第 三 定律 ,但 作 
用 力 的 方向 不 在 线圈 的 连 线 上 . 
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Maxwell 从 Maxwell 方程 组 成 功 预言 电磁 场 以 波动 形式 传播 , 其 速度 为 光 
速 . 现在 我 们 知道 从 X- 光 、 紫 外 光 到 远 红 外 光 , 都 是 电磁 波 , 不 过 是 频率 不 同 而 已 . 
本 章 介绍 无 限 大 均匀 介质 中 的 平面 波 、 电 磁 波 在 平面 界面 的 反射 和 折射 \ 各 向 异性 
介质 中 的 电磁 波 、 等 离子 体 中 电磁 波 的 传播 特性 ,以 及 电磁 波 在 波导 中 的 传播 . 


9.1 无 限 大 均匀 介质 中 的 平面 波 和 波 的 偏振 


非 导 电介质 :首先 考虑 无 限 大 ,均匀 的 非 导 电介质 ,如 果 不 存在 源 (p 二 0,j 二 0)， 
则 Maxwell 方程 组 为 
B 
V.D=0; Vx 瑟 = 一 汪 (9.1.1) 
aD 
ot 
其 中 非 导电 介质 的 本 构 方 程 为 D=eE 和 B= 二 =H 且 假 定 e 和 A 为 常数 .方程 


(9. 1. 1) 第 二 式 两 边 取 旋 度 ,并 利用 本 构 方 程 和 方程 (9. 1. 2) 第 二 式 , 得 到 


V.B=0; VXH= (9. 1. 2) 


VXVXE=V(V:E)—VE-—y2VXH-— pe a C9. 1. 3) 
再 利用 方程 (9. 1. 1) 第 一 式 和 本 构 方 程 得 
ViE— loE-0 (9.1.4) 
2 ot 
其 中 c= 二 1/ Vye 为 介质 中 的 光速 . 类 似 的 过 程 可 以 给 出 
VB 一 证 人 一 0 (9.1.5) 


方程 (9. 1. 4) 和 (9. 1. 5) 的 平面 波 解 为 
E= Eexpli(k.r—wi)]; B= BoexpLiCk.r— wt)| (9. 1. 6) 
其 中 波 数 上 一 wy/c. 由 方程 VY， D 二 0 和 V ， B= 二 0 得 
k.E =0; k.B=0 (9.1.7) 
因此 波 的 传播 方向 与 电场 和 磁场 方向 垂直 ,说 明 电磁 波 是 横 波 . 由 方程 (9.1. 1) 第 
二 式 得 
kX E, = mwB。 (9. 1. 8) 
说 明 电 场 和 磁场 不 是 相互 独立 的 ,E、B 和 kk 组 成 右手 定 则 . 
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注意 到 能 流 5. 一 EXH 是 非 线 性 的 运算 , 故 式 (9, 1. 6) 必 须 取 实 部 , 而 且 我 们 
对 平均 能 流感 兴趣 ,于 是 


(S$.) = (ReE X ReH) = 于 | sa (9.1.9) 
利用 公式 :(ReBXReH) 一 Re(BE* XH)/2, 平 均 能 流 为 
(S.) — Re(E* XH C9. 1. 10) 
对 平面 波 
(S.) 一 去 VEEla (9.1.11) 


其 中 ex 是 传播 方向 的 单位 矢量 . 如 果 令 s 一 se 和 /一 和 和, 上述 结果 完全 可 应 用 于 
电磁 波 在 真空 的 传播 . 

导电 介质 :导电 介质 与 非 导电 介质 的 主要 区 别 在 于 ,前 者 存在 自由 电子 ,只 要 
有 电磁 波 在 其 中 传播 ,就 会 引起 传导 电流 j 一 cE ,而 且 在 频率 较 低 时 ,导电 介质 中 
电荷 密度 p 二 0. 事实 上 ,由 电荷 连续 性 方程 


Pryj= PHVB= +tep=0 (9. 1. 12) 


即 
o 一 pexp( 一 和) (9.1.13) 


一 般 o 一 107S/m, 真 空中 介 电 常数 为 6 王 8.85X10-2FVmso/s 一 108s !, 故 在 电磁 
波 频率 不 太 高 时 ,基本 可 认为 o=0 成 立 . 因此 导电 介质 的 Maxweli 方程 组 为 
38 


V .了 一 0 VxXE-—% (9.1.14) 
V.B 一 0 VXH-oE+S (9.1.15) 

利用 消 元 法 ,可 得 到 导电 介质 的 电磁 波 方程 为 
VE 一 % 于 一 二 8 有 = (9. 1. 16) 
VB 一 oq 中 一 圭一 0 (9.1.17) 


上 述 方程 比方 程 (9. 1. 4) 和 (9. 1. 5) 多 一 项 时 间 的 一 阶 导 数 项 ,表示 电磁 能 量 的 损 
耗 ,是 不 可 逆 过 程 . 仍然 假定 平面 波 解 , 即 方 程 (9. 1.6) 的 形式 ,代入 方程 (9. 1. 16) 
和 (9. 1. 17) 

—k 二 ioguw 二 epyw’ 一 (9. 1. 18) 
可 见 & 是 复数 .上 式 改 写成 
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kb? = pw? (eti£)= ule (w) C9. 1. 19) 


其 中 se (wo) 一 e 十 ic/o 称 为 复 介 电 常 数 ,反映 了 介质 的 极 化 和 传导 两 个 方面 . 令 二 
5 十 ix, 显然 a 表示 波 的 衰减 . 由 方程 (9. 1. 19) 


Bi—a =wex; .au 一 人 pa (9. 1. 20) 


一 般 a 与 B 的 方向 不 一 致 ,只 有 在 重 直 金属 平面 ( 见 9.2 节 ) 人 射 时 ,@ 与 了 的 方向 
一 致 .考虑 这 种 情况 ,于 是 可 得 


1/2 1/2 
B=w /党 二- 十] ; Qa—=w /主人 二- 一 ] (9. 1. 21a) 


如 果 导 电介质 为 良 导体 ,c/we 六 1( 注 意 :与 频率 有 关 ) ,于 是 


a=B= /2 (9. 1. 21b) 


电磁 波 透 入 到 良 导体 的 深度 为 6 二 1/g 二 V2/ (opw) ,如 铀 的 o~5.8X10’'S/m, 对 
频率 为 MHz 的 电磁 波 , 透 入 深度 约 为 6X10 mms; 若 导电 介质 是 非 良 导体 , 即 
o/ (we ) 世 1( 特 别 是 高 频 ) ,那么 


B= w ve; 4a 一方 全 (9. 1. 22) 


这 时 Ba, 所 以 衰减 很 小 . 继续 假定 x 与 的 方向 一 致 由 方程 (9. 1. 8) 
B, 一 LkxE, 一 Tp+ive x E, (C9. 1. 23) 
式 中 e 是 wx 或 有 方向 的 单位 矢量 ,上 式 可 以 改写 成 
B, =— (B+iveXE, 一 二 Var TPrexplife XE (9.1.24) 
其 中 $==arctan(a/B), 即 


B, = ver[1+ (2) | expdpexE, C9. 1. 25) 
分 两 种 情况 讨论 : 
1. 对 良 导 体 o/we 污 1,a 二 6 二 Vonw/2,8 一 x/4, 于 是 
B, = 0 Ye x E, (9. 1. 26) 


因此 电场 与 磁场 之 间 有 x/4 的 相位 闫 ,而 且 葵 声 能 晤 大 于 电场 能 量 ， 
2. 对 不 良 导体 o/we< 世 1, 由 方程 (9. 1. 21) ,$0, 于 是 
Bo = Vexe XE (9. 1. 27) 
因此 ,磁场 与 电场 同 相 位 , 且 两 者 大 小 之 比 为 Vey. 
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电磁 波 的 偏振 :最 后 讨论 电磁 波 的 偏振 问题 , 若 平 面 波 的 电 矢量 E 始终 在 一 
个 方向 e1( 磁 矢量 B 的 方向 也 固定 且 由 式 (9. 1. 8) 决 定 ), 称 这 个 电磁 波 为 线 偏 振 
波 . 考虑 偏振 矢量 分 别 为 et 和 ez 的 两 个 线 偏振 波 
Ei= eiEloexpliCk 一 局 十 g)] 
FE, = es Ezoexp[iCk» r— wt 十 2)] 
其 中 e 和 e 相互 与 直 日 e Xe 一 [AP 和 qs 分 别 是 两 个 波 的 相位 . 两 个 波 的 线 
性 释 加 为 


(9. 1. 28) 


E = LeiEivexp(ig,) + es Ezoexplig,) JexpLi(k»r—wt))] (9.1.29) 
分 三 种 情况 讨论 : 
1. 如 果 两 个 波 的 相位 相同 ,gq 一 pg, 二 9, 那 么 
E= [ekFE+tebFz lexp[liCk -er— wt 十 9)] (9. 1. 30) 
两 个 矢量 相 加 后 仍然 是 一 个 固定 方向 矢量 ,于 是 合成 电磁 波 还 是 一 个 线 偏 振 波 ; 
2. 当 两 个 波 的 相位 不 同 , 取 式 (9. 1. 28) 的 实 部 , 则 
El 一 elEiocos(K er—wtio); 瑟 : 一 ezEzocos(K。r 一 oz 十 to) (9.1.31) 
消去 空间 和 时 间 变 量 得 到 


(前 ) +( 娘 ) (总 )( 束 )cosp —p) 一 sinCp 一 ww) 
, (9. 1. 32) 
显然 上 式 是 一 个 椭圆 方程 ,因此 合成 波 电场 矢量 的 端点 轨迹 是 一 个 椭圆 , 故 称 为 椭 
圆 偏振 波 ; . 
3，Ewo 二 Ew 二 Eo ,并 且 相 位 差 为 p, 一 m 一 士 x/2, 则 椭圆 退化 成 一 个 圆 , 称 为 
圆 偏振 波 . 由 式 (9. 1. 29) , 圆 偏振 波 可 表示 为 


下 一 已 (el 士 ies)expLiCKE。r 一 ot)] (9. 1. 33) 
为 了 看 清楚 “ 土 ”的 意义 , 取 上 式 实 部 ,并 且 分 析 原 点 (r= 二 0) 电 场 矢量 振动 
E(0,1) = Eo (eicoswt 士 ezsincot ) (9. 1. 34) 


因此 “十 ”表示 电 矢 量 是 逆 时 针 变 化 的 , 称 为 左 螺旋 圆 偏 振 波 ;而 “一 ”表示 电 矢 量 是 
顺 时 针 变 化 的 , 称 为 右 螺 旋 圆 偏振 波 . 


9.2 ”电磁波 在 平面 界面 的 反射 和 折射 全 反射 


考虑 无 限 大 空间 充满 两 种 介质 ,介质 的 分 界面 是 平面 . 分 界面 是 一 个 不 连续 的 
面 ,介质 参数 有 突变 ,因而 电磁 场 也 有 突变 . 必须 满足 边界 方程 (7. 3. 23) 、(7. 3. 24) 
以 及 (7. 3. 26) 和 (7. 3. 29). 下 面 讨论 电磁 波 在 介质 分 界面 上 的 反射 和 折射 . 

非 导 电介质 - 非 导电 介质 界面 :对 非 导 电介质 分 界面 , 面 电流 密度 和 面 电荷 密 
度 为 零 . 设 人 射 到 界面 的 电磁 波 为 
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E= Eexpli(k 。r 一 o) 
(9. 2. 1) 
反射 波 和 折射 波 分 别 为 
E’= Boexp[Li(C «rr— wt); 
E’= Eexp[i(K 。r 一 oot) 
(9. 2. 2) 
界面 的 法 向 n 与 组 成 的 平面 称 为 人 射 
面 ,假定 为 xOz 平面 ,如 图 9.2.1. 设 入 
射 角 , 反 射 角 和 折射 角 分 别 为 5. 和光， 
在 分 界面 z 二 0, 把 以 上 三 式 代 入 边界 方 


图 9. 2.1 人 和信 射 波 .反射 波 和 折射 波 
《电场 矢量 垂直 于 纸 面 向 外 ) 


程 (7. 3. 26) 
Evexp(ik »« ro) + Edexplik’ » ro) = Edexplik 。 ro) (9. 2. 3) 
其 中 ro 二 (zx,y) 为 分 界面 上 的 点 . 上 式 对 任意 的 ro 成 立 , 故 要 求 相 位 匹配 
RE 十 有 sy = kr+hk’y = Kz hy (9. 2. 4) 
由 zx 和 y 的 任意 性 得 到 :太一 如 一 改 和 ,一 必 一 多 ,而 我 们 已 假定 人 射 波 在 zxOz 平 
面 内 , 故 包 一 已 一 尼 一 0, 因 此 人 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 是 共 面 的 . 由 ,一刀 二 也 得 
&sing = k'siny’ = ksing (9. 2. 5) 
式 中 用 一 oy/m vk 二 w/w 和 凡 二 w/v2 yw 和 vs 分 别 为 两 种 介质 的 电磁 波 速度 . 因此 
sin9 _ Von 722 
sinY VE mn 
式 中 ns 和 ni 为 介质 的 折射 率 , 上 式 表明 :入射 角 等 于 反射 角 , 人 射 角 和 折射 角 满 
足 方程 (9. 2. 6) 的 第 二 式 , 称 为 Snel 定律 . 
入 射 波 可 以 有 两 个 独立 的 偏振 方向 ,对 不 同 的 偏振 方向 ,其 反射 和 折射 强度 不 
同 , 故 分 别 讨论 ， 
1. 入 射电 场 拓 量 垂直 于 人 射 面 (垂直 于 纸 面向 纸 外 ,图 9. 2. 1) :显然 这 时 
的 反射 波 和 折射 波 的 电场 矢量 都 垂直 于 人 射 面 , 而 磁感应 强度 矢量 加 平行 于 人 射 
面 ,E、B 和 的 关系 由 kXE,=wB, 决定 . 
由 方程 (9. 2. 3) , Eu 十 E4 一 E4 ,注意 到 人 射电 场 矢量 互 垂 直 于 人 射 面 ,只 有 
切 向 分 量 , 于 是 


. . / 
SINn9 一 sin®9 ; 


(9. 2. 6) 


E+E= ES (9. 2.7) 
另 一 方面 ,由 方程 (7. 3. 29) 


lB + RB) = + (9. 2. 8) 
Hl 12 
除 铁 磁 物 质 外 ,一 般 ja 二 pe 二 po ,因此 
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Bo, = V ESEHLo 一 Vepo Eo (9. 2. 9) 
注意 到 关系 Bo 二 Bocosy9; Bi 一 一 Bocos9 ;Bh 一 Blcosy ,方程 (9. 2. 8) 变 成 
Ve Eocosd9 — VeiEscosd = Ves Escosy (9. 2. 10) 


解 方程 (9. 2. 10) 和 方程 (9. 2. 7) ,可 以 得 到 反射 波 和 折射 波 与 人 射 波 的 强度 比 为 
(至 ) _ Vicos9 一 Vescosgy _ sin( — 9) 
Eo Veicosd + Vezcosy sin(g + 9) 


( 坚 ) 2 Vei cosw9 一 2cosysiny 
Eo)l! eicosd+ Vezcosy sin(Y + 9) 
上 式 第 二 个 等 式 利用 了 折射 定律 ;Vez sin 二 Vel sin9. 
2. 人 射电 场 矢量 五 平行 于 入 射 面 :这 时 磁场 如 的 方向 垂直 于 入射 平面 ,于 是 
— Eocosd+t Eocosy’ = Escosy (9. 2. 12) 
VS Eo + VeEo= VerEs (9. 2. 13) 
联 立 方程 (9. 2. 12) 和 (9. 2. 13) , 求 得 
(至 _ Vsacos9 一 Vaicosy _ tan(9—) 
Eo Veacos9 + Vercos¥ tan(d 十 9) 


(9. 2. 11) 


(¥) 2 Veicosd 2cosysiny (9. 2. 14) 
Eo/l Vercosd+ Vercosy cos(9 一 9 )sin(9 +0) 


利用 式 (9. 1. 10) ,入 射 波 的 平均 能 流 为 


《S. ) 二 ReCE" xH)= SE xX (Fat xE, )= 让 | Eo |?e 


C9, 2. 15) 
式 中 @ 为 人 射 波 方向 k 的 单位 矢量 ,同样 ,反射 波 和 折射 波 的 平均 能 流 分 别 为 
(S$,)= FRe(E’ x 好 ) = 记 a | El?er (9. 2. 16) 
2 
(S% ) 一 ReCE”" xH) = 评 &2 | EE’ |?ey (9. 2.17) 
Ha 
上 二 式 中 ez 和 ey 分 别 为 反射 波 方向 k "和 折射 波 方向 kK” 的 单位 矢量 . 定义 反射 系数 
和 折射 系数 分 别 为 
14S on| _ |Eocosy’|? _ |Eol? 
R= | 《S$S.) nn Eucos9| |E, (9. 2. 18) 
_|(SO:n|_ felEsl’ he) fe|Eo|’ cosy 
T= 入: on -Vs 志 | tne = | csy “9219) 


把 式 (9. 2. 11) 和 (9. 2. 14) 代 入 (9. 2. 18) 和 (9. 2. 19) 式 可 求 得 电场 矢量 巨 平 行 或 
者 垂直 于 人 射 面 时 的 反射 系数 和 折射 系数 . 
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介绍 几 个 重要 的 特性 . 
Brewster 角 : 由 式 (9.2.14); 当 5 十 六 二 x/2 时 ,tan(9 十 9 ) 二 00, (El/Eo) jy 一 
0, 即 反射 波 为 零 ! 这 时 Snell 定律 为 


Va sind = /es sin (了 一 5) 一 escosy (9. 2. 20) 


即 人 射 角 为 ga 一 arctan Ves/ei , 称 为 Brewster 角 . 当 人 射 为 98 ,平行 于 人 射 面 偏振 
的 反射 波 振幅 为 零 . 因此 ,如果 人 射 波 中 既 有 平行 于 人 射 面 偏振 的 波 又 有 垂直 于 和 人 
射 面 偏振 的 波 ,那么 只 要 调整 人 射 角 为 Brewster 角 , 则 反射 波 中 就 只 包含 垂直 于 
入 射 面 偏振 的 波 ,用 这 一 特性 可 以 得 到 纯 的 偏振 光 ， 

半 波 损失 : 当 垂 直人 射 时 ,由 方程 (9. 2. 11) ,反射 波 与 人 射 波 的 振幅 比 可 能 为 
负 值 .事实 上 , 当 vez 之 Vel, 即 9g> 愉 时 ,电磁 波 从 光 下 媒 质 传播 到 光 密 媒质 ,反射 
波 与 人 射 波 的 振幅 比 为 负 值 . 说 明 电场 矢量 经 界面 反射 后 相位 改变 了 r, 称 为 半 波 
损失 . 只 有 垂直 于 人 射 面 偏振 的 波 ,其 反射 波 有 半 波 损失 ,透射 波 没 有 半 波 损失 . 对 
平行 于 人 射 面 偏振 的 波 情况 ,其 反射 波 也 没有 半 波 损失 . 

全 反射 : 当 六 一 x/2 时 ,电磁 波 不 折射 到 第 二 种 介质 , 称 为 全 反射 . 由 Snell 定 
律 , 发 生 全 反射 的 人 射 角 为 9>0.,0. 二 arcsin( Vez/eil) 称 为 临界 角 , 显然 要 求 6; 一 
sl. 当 发 生 全 反射 时 


:2 :2 
cosy = VI—simy = 1 i [3 l= (9. 2. 21) 


为 虚数 ,反射 波 与 人 射 波 的 振幅 比 为 


E, _ Veicos0 — i Vez EE, _ Vezcosy0 — iB Vei 
( ) 和 ; (这 ) 三 一 (9. 2. 22) 
Ei’! Ve cos9 十 ip ves ol Vecosdt i Vel 
它们 的 模 为 
FE, FE, 
| 二 | 二 一 9. 2. 23 
Eolj Eoli ! ) 


尽管 反射 波 与 人 射 波 振幅 比 的 模 为 1, 但 不 意味 着 电磁 波 一 点 也 不 能 透 过 界面 进 
人 第 二 种 介质 中 了 . 因 电 磁 波 在 zOz 平面 传播 ,局 一 0, 故 


尼 一 VFRi=K Vi— siny 一 iRB (9. 2. 24) 
因此 透射 波 为 
E’” = E’exp[i(kz + Rx — wt)]= Ee «exp[i(ksx — wt)] 
(9. 2. 25) 


上 式 表示 , 波 在 xz 方 向 传播 ,而 在 z 方 向 衰减 ,假定 人 射 波 是 垂直 于 入 射 面 偏振 的 
波 ,那么 
E’= e,Ere Wr 。exp[i( 夏 z — wt) | (9. 2. 26) 
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B= XE’— (ket Ke) XE (9. 2. 27) 
故 户 的 e: 和 e, 分 量 分 别 为 
B= 二 ECe me » exp[iCkx — wt)] 


Bo—— TE Ye As * exp[Li(Kx — wi)] 


i Ep V1— sin Ere Wrexp[iCksz — wt)] 
1 


—— iPk"Eoe ® » exp[i(kex — wt)] (9. 2. 28) 
透射 波 能 流 
S$/= Re(E') x (ReB'’) (9. 2. 29) 
的 e: 和 e, 分 量 分 别 为 
(SO ,= Esino | Eo |?e 2 。 cosi (Kx — wt) (9. 2. 30) 
CS0.= 一 广 gp | EG? ,sin2 (Kz 一 oo) (9. 2. 31) 
可 见 e 方向 的 平均 能 流 ((St),) 二 0, 而 ez 方向 的 平均 能 流 
《Se 一 到 、 sing | EY |?e€ 2 (9. 2. 32) 
不 为 零 ,但 限制 在 界面 附近 . 


非 导 电介质 -金属 界面 :如 果 介 质 2 是 金属 ,只 要 引入 复 介 电 常 量 
e (w) = eio/w 
方程 (9. 2. 6) , (9. 2. 11) 和 (9. 2. 14) 依 然 成 立 . 但 金属 中 电磁 波 的 传播 是 衰减 的 , 问 
题 较 复 杂 ,我 们 仅 考 虑 垂直 人 射 情况 , 即 9 一 0. 由 方程 (9. 2. 11) 和 (9. 2. 14) 


E\ _ /EY\) _vVa-ve 
( 富 ) ( 安 )， 人 (9. 2. 33) 
假定 介质 1 为 真空 ,介质 2 为 良 导体 ,反射 系数 为 
1 一 /se (+ 
E, 2 Eo ? 2e0w 8eow 
R= | 总 | .一 | 二 |, V2 (9. 2. 34) 


人 1 一 
I 1+ 30 +D 
€00 


上 式 表 明 , 良 导体 的 反射 系数 接近 1, 电磁波 能 量 基 本 被 反射 ,只 有 少 部 分 透 入 导 
体内 . 对 理想 导体 ,ac 一 co,R=1, 可 以 认为 导体 中 不 存在 电磁 波 . 因此 导体 的 边界 
条 件 简化 为 
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Exn=0; HXn=k (9. 2. 35) 
或 者 
D.n=o; B.n=0 - (9.2.36) 


9.3 各 向 异性 介质 中 的 电磁 波 和 双 折射 现象 


在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 假定 介质 的 本 构 方 程 为 D 一 eE 和 如 一 / 瓦 ,这 里 介 电 常 
量 @ 和 磁 导 率 / 为 标量 . 事实 上 ,许多 各 向 异性 的 介质 ,特别 是 晶体 材料 , 介 电 常 量 
和 磁 导 率 不 是 简单 的 标量 ,而 是 一 个 二 阶 张 量 . 考虑 磁 各 向 同性 但 电 各 向 异性 的 均 
匀 电 介质 晶体 ,其 本 构 关 系 为 
D=e.E'; B=H (9.3.1) 
其 中 磁 导 率 y 仍 为 标量 ,而 介 电 常 量 = 是 二 阶 张 量 , 如 果 用 3X3 矩阵 表示 , 它 的 元 
素 为 ss (i,k 二 1,2,3). 由 能 量 守恒 定律 可 以 证 明 介 电 常 量 = 是 对 称 张 量 . 为 了 简单 
起 见 , 设 电介质 晶体 的 电导 率 为 零 , 因 此 电介质 晶体 中 电流 密度 j 二 oF 二 0. 由 式 
(7. 4. 10) 


VS = 
VS 一 过 (9. 3. 2) 


其 中 5S. 和 w 分 别 为 介质 中 能 量 密度 和 能 量 流 密度 矢量 , 由 式 (7.4.33) 和 
(7.4. 34) 决 定 , 故 上 式 右边 为 


Br _ 
ot 评 ot 


利用 矢量 运算 公式 V ， (EXH)==H.(V XE) 一 E，(V XH) 和 和 Maxwell 方程 
(7. 3.17) 和 (7. 3. 18) ,方程 (9. 3. 2) 左 边 为 
一 V。S.= 一 V， 全 六 ~E.D+H.Bb 


一 [EenE + 3 F OH’) ] 


一 | 计 CEeu 户 + EnewE) + 坟 (EienE, —EenE) |+ 5 DH ) 


(EenE, 十 Ap ) (9. 3. 3) 


一 去 号 CEewE, 二 AH + (Eenk, — EenE') 

一 部 十 却 (Beu 术 ,一 EenukE, ) (9. 3. 4) 
因此 由 方程 (9. 3. 2) 得 到 
(EixnE,— ExenuE)=0 (9. 3. 5) 


上 式 求 和 交换 指标 得 到 
(Eeunk: — EienE) 一 EE, (ex 一 sw) 一 0 
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于 是 en 二 en, 即 8 是 对 称 张 量 ,有 6 个 独立 的 分 量 . 因为 ED 是 标量 
E.D= ell 五 了 十 e22 EF3 十 &a3 3 十 2e1z EikE; 十 2e13 EE; 十 2e2sE2 Es (9. 3. 6) 
在 坐标 变换 下 不 变 , 通 过 坐标 旋转 ,可 以 使 以 上 二 次 式 的 交叉 项 为 零 , 即 


E.D= enFi eB esE? (9. 3.7) 
此 时 电位 移 矢 量 的 分 量 形式 为 
Di 一 slEI; D = ew; Di = essEs (9. 3. 8) 


使 (9. 3. 8) 式 成 立 的 坐标 轴 方 向 称 为 晶体 的 主轴 . 若 E11 一 822 一 833 一 s, 则 电介质 为 
各 向 同性 ; 若 e1 寺 en 二 ev2 关 es3 三 8 , 称 为 单 轴 晶 体 ; 若 ell 了 22 关 ess , 称 为 双 轴 晶体 . 
我 们 只 考虑 单 轴 晶 体 中 电磁 波 的 传播 . 由 方程 (9. 1. 1) 和 (9. 1. 2) 


VxVxE+z ace 可) 一 0 (9. 3.9) 
注意 ;此 时 不 能 使 用 方程 VY ， Dp 二 eV .BE 一 0 把 上 式 左 边 化 简 了 . 设 电场 有 形式 
E = Eoexp[li(k +: r— wt)| (9. 3. 10) 
代入 方程 (9. 3. 9) 得 到 
kxX(kXE)+wne. FE 一 0 (9. 3. 11) 
上 式 写 成 矩阵 的 形式 
人 (CEo Eu,Eo) 7 一 0 (9. 3. 12) 
其 中 4 为 矩阵 
性 一 apei 0 一 (1 一 ss/slD)RIRs 
人 一 0 有 — ow pel 一 (1 一 ss/el)RzRs (9. 3. 13) 
0 0 十 hk 十 (ge3/e1)k3 — wpes 
方程 (9. 3. 12) 存 在 非 零 解 的 条 件 为 
det(4) 一 0 (9. 3. 14) 


上 式 给 出 与 w 的 关系 , 即 色散 方程 . 显然 此 方程 可 分 解 成 两 个 独立 的 方程 
她 一 opel 一 0 
三 十 司 十 (ss/el) 嫩 一 wzpes 一 0 
这 两 个 解 表明 单 轴 晶 体 中 可 以 传播 两 类 平面 波 
1. 寻常 波 ( 即 o 光 ) 
色散 关系 为 有 一 w Viei，, 代 人 方程 (9. 3.12) 可 得 : Es 一 0. 于 是 也 一 e 瑟 ,由 
Maxwell 方程 V。 了 一 eV“。 五 一 0 得 到 k。E==0. 即 波 矢量 与 电场 垂直 且 E 与 D 
平行 ,与 各 向 同性 介质 中 的 电磁 波 一 样 ; 
2. 非 寻 常 波 ( 即 e 光 ) 
色散 关系 比较 复杂 ,假定 电磁 波 在 yOz 平面 中 传播 , 即 已 一 0, 取 天 与 zx 轴 的 
夹 角 为 5, 则 


(9. 3. 15) 
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k=w, |/ S153p .3.1 
® el Sin?0 二 es cos:09 C9. 3. 16) 


代入 方程 (9. 3. 12) 可 得 :EF 二 0( 注 意 条 件 : 仅 当 九 二 0 时 ), 即 电场 矢量 下 处 于 yOz 
平面 ,D; 一 ez E;;D; 二 es 上 3, 故 E 与 D 不 平行 . 与 各 向 同性 介质 中 的 电磁 波 不 一 


样 , 相 速 度 为 
由 一 所 一 。 f+ (9. 3. 17) 
因此 一 东 光 通过 单 轴 蝇 体 后 变 成 两 束 ,一 束 为 寻常 光 , 另 一 束 为 非 寻 常 光 , 此 即 为 
双 折 射 现象 . 
我 们 来 分 析 各 向 异性 介质 中 电磁 波 传播 的 一 般 规 律 . 在 各 向 异性 的 介质 中 ,EE 与 
D 的 方向 一 般 不 一 致 . 对 于 无 源 场 VY .， D 一 0,V，。B==0, 即 ,k。D 一 0 和 大 ,如 一 0. 因 
此 平面 电磁 波 波 矢量 天 与 也 和 加 垂直 . 由 Maxwell 方程 (9. 1.1) 和 (9. 1. 2) 的 第 二 式 
kXE= uwH; kx HQ=—wD (9. 3. 18) 
可 见 E.D 二 矢量 与 H 垂直 ,因此 D.EK 三 个 是 共 面 矢量 . 由 上 式 
D 一 一 =k xH —— tk XKXxE)= CE 一 (es» Ee:] (9.3.19) 
式 中 e 是 波 矢量 方向 的 单位 矢量 ,可 见 D 与 E 的 方向 一 般 是 不 一 致 的 . 另 一 方 
面 ,由 式 (9. 3. 18) ,能 量 密度 为 


w=—FE. DIB Ht[le. (EXH]- ke,.S. (9. 3. 20) 


Ww 


因此 群 速度 为 
一 | S。 | 一 k 一 Up 


Ww WCoOsa COosa 
(9. 3. 21) 
其 中 a 为 能 量 流 矢量 与 波 矢量 的 夹 角 ,也 是 
DD 与 E 之 间 的 夹 角 , 或 者 加 一双 cosa, 即 光波 等 
位 面 传播 方向 ( 波 矢量 k 方 向) 与 光波 能 量 传 播 
方向 (光线 方向 ) 不 一 致 . 图 9.3.1 表 明了 大 、 
图 9. 3.1 五 个 矢量 方向 的 关系 S..D.E 和 H 五 个 矢量 的 方向 关系 . 


9.4 电磁波 在 等 离子 体 中 的 传播 和 Faraday 旋转 效应 


等 离子 体 是 由 离子 和 电子 组 成 的 电离 气体 ,宏观 上 呈现 电 中 性 . 当 电 磁 波 在 等 
离子 体 中 传播 时 ,其 中 的 电子 和 离子 都 受到 电磁 场 的 作用 而 运动 . 由 于 离子 的 质量 
远大 于 电子 质量 , 故 可 以 忽略 离子 的 运动 . 另 一 方面 ,平面 单 色 电磁 波 的 磁场 分 量 


Vg 
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与 电场 分 量 对 电子 的 作用 力 之 比 为 
~ 
可 以 忽略 电磁 波 中 磁场 对 电子 运动 的 影响 ,电子 的 运动 方程 为 
mF 一 < (9.4.1) 
考虑 时 间 简 谐振 荡 EE 二 EoCr)exp( 一 iwt), 代 人 上 式 得 到 电子 的 运动 速度 为 
”一 一 mE (9. 4. 2) 
于 是 电流 密度 为 
j = nev 一 一 了 -有 二 wm (9. 4. 3) 


其 中 是 电子 的 密度 ,op 一 一 ne?/ (imw) 为 相应 的 电导 率 . 另 一 方面 ,由 Maxwell 方 
程 组 


V.E=£; vxXE=-3 (9.4. 4) 
&0 - ot 
V.B=0; VXB= (jte ee) (9. 4. 5) 
并 且 注 意 等 离子 体 的 电 中 性 条 件 :pp 十 p_ 一 0, 得 到 电场 满足 的 方程 
2F 1 3 oj > 一 
VE (9. 4. 6) 


把 平面 单 色 波 E==E。exp[iCk。r 一 wt)] 和 方程 (9. 4.3) 代 入 上 式 得 到 等 离子 体 介 
质 中 的 波 数 -频率 关系 

k= 二 (or — 2) (9.4.7) 
其 中 ww 由 等 离子 体 中 电子 密度 .电子 电量 和 质量 决定 


2 
mw 一 /22 (9. 4. 8) 
meo 


称 为 等 离子 体 振荡 频率 ,是 表征 等 离子 体 的 一 个 特征 参数 . 由 式 (9. 4. 7) 可 见 , 电 磁 
波 的 传播 特性 与 频率 密切 相关 :四 当 w<w 时 ,k 为 虚数 ,表示 电磁 波 将 迅速 衰减 
而 不 能 穿 过 等 离子 体 ;四 当 ww。 时 ,k 为 实数 ,表示 电磁 波 可 以 在 等 离子 体 中 传 
播 . 等 离子 体 的 这 一 特性 在 通讯 中 有 十 分 重要 的 应 用 . 地 球 上 空 的 电离 层 (50 一 
500km) 的 等 离子 体 密度 为 102 一 10m-* ,最 大 截止 频率 为 1 9MHz. 利用 其 反射 
特性 可 实现 短波 (o<w) 通 讯 ; 而 电视 信号 频段 ww, 故 可 以 穿 过 电离 层 并 通过 
卫星 进行 转播 . 

若 考 虑 地 球 附近 的 等 离子 体 层 ,必须 考虑 地 磁场 的 影响 . 在 有 外 磁场 B。 存在 
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时 ,电子 的 运动 方程 应 该 为 (注意 :电磁 波 的 磁 分 量 作 用 仍然 可 忽略 ) 
mE 一 <CE 十 ? 驻 肋 ) (9.4.9) 


取 BB 二 Boe,, 考 虑 到 时 间 因 子 exp( 一 iot),(9. 4.9) 式 的 解 为 


v ee TioE:t weE, _ ee ~iwE,— weE, ie E. 
mm hw mm ho mo 
(9. 4. 10) 
其 中 we 二 eBo/m. 于 是 电流 密度 为 
j= nev = ne(v es 二 vy ey 十 ve:) (9. 4. 11) 
显然 此 时 的 电导 率 应 该 用 张 量 来 表示 
3 
ji = DD) ouE: (k= 1,2,3) (9. 4. 12) 
l=1 
由 式 (9. 4. 10) 得 到 各 向 异性 的 电导 率 张 量 为 
[1 ， _ 
lw ww 
2 
6 一 | 二 一 二 0 (9. 4. 13) 
4 一 史 ) 1 wt 
|。 0 一 寺 (1 一 僵 让 
故 存在 外 磁场 的 情况 下 ,对 简 谐 波 ,等 离子 体 中 的 Maxwell 方程 组 为 
V.E~0; VXE= iwH (9. 4. 14) 
3 
V.B=0; VXH= DouEer — ieowE (9. 4. 15) 
k,[=1 
上 式 第 二 个 方程 改写 成 | 
VXH=—iw yesEe, (k= 1,2,3) (9. 4. 16) 
k,i=1 
其 中 定义 等 效 介 电 常 量 张 量 为 Egl 一 ceo6u 十 iok /w. 于 是 容易 得 到 电场 的 波动 方程 为 
3 
VE， 十 opno DeuE, 一 0 (9. 4. 17) 
l=1 


由 此 可 以 得 到 各 向 异性 的 等 离子 体 中 平面 电磁 波 的 两 个 性 质 ， 
(1) 不 存在 线 偏 振 横 电 磁 波 
设 电磁 波 沿 z 方向 传播 , 波 的 偏振 方向 为 e, 即 只 有 E 分 量 ,由 方程 (9. 4. 17) 
得 到 
VE,+openE;: =—=0; ViE,+ow pekE: 一 0 (9. 4. 18) 
由 第 二 式 ; 因 假定 E,==0, 而 ez 关 0, 故 只 有 Es 二 0, 即 这 样 的 线 偏振 模 电 磁 波 是 不 
存在 的 . 
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(2) 设 电磁 波 为 沿 z 方 向 传播 ( 即 外 磁场 B 方向 ) ` 右 旋 圆 偏振 平面 波 


E= FE,(e,— ie,)exp[i(kz — wt)] (9. 4. 19) 
代入 方程 (9. 4. 17) 得 

2 /w 2 w/w? 

= (2) (1 1 (9. 4. 20) 
如 果 电 磁 波 为 左旋 圆 偏振 平面 波 

五 一 E(e ie,)exp[Li(kz — wt)] (9. 4. 21) 

代入 方程 (9. 4. 17) 得 

2 (ww 2 w/w 

k (2) ( Te) (9. 4. 22) 


可 见 存在 外 磁场 时 , 右 旋 与 左旋 圆 偏振 波 具 有 不 同 的 波 速 . 如 果 一 个 线 偏 振 波 由 各 
向 同性 的 空间 进入 各 向 异性 的 等 离子 体 中 ,由 于 线 偏振 波 可 以 分 解 为 两 个 等 幅 的 
右 旋 与 左旋 圆 偏振 波 (见习 题 9. 10) ,而 右 旋 与 左旋 圆 波 的 波 速 又 不 相等 ,结果 是 
电磁 波 的 偏振 面 在 等 离子 体 中 以 前 进 方向 为 轴 不 断 地 旋转 , 称 为 Faraday 旋转 效 
应 (如 图 9. 4. 1). Faraday 旋转 在 解释 字 宙 中 微波 辐射 的 偏振 时 有 重要 的 应 用 . 


图 9. 4.1 Faraday 旋转 效应 


9.5 ”波导 中 波 的 传播 : 相 速 度 、 群 速度 和 截止 频率 


由 式 (9. 2. 34) ,电磁 波 不 能 在 理想 导体 中 传播 ,因此 可 以 用 理想 导体 (金属 ) 构 
成 截面 为 各 种 形状 的 中 空 柱 体 ,那么 电磁 波 就 只 能 沿 着 柱 方向 传播. 这 样 的 结构 称 
为 波导 . 我 们 首先 考虑 横 截 面 为 矩形 的 波导 ,分 析 电 磁 波 在 矩形 波导 中 传播 的 特征 . 

矩形 波导 : 设 和 矩形 波导 长 度 方向 沿 z 轴 方 向 ,四 边 位 于 z 一 0 和 x 二 a;y 一 0 和 
y 一 ba.0 分 别 是 矩形 的 宽度 和 高 度 . 考虑 = 方向 的 行 波 , 令 
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E(x,y,z,t) = E(x,y)exp[i(kzz 一 ot)] 
H(z,y,z,t) = H(zx,y)exp[Li(k,z — wt)] 
代入 波动 方程 (9. 1. 4) 和 (9. 1. 5) ,得 到 与 坐标 x 和 y 有 关 的 部 分 满足 的 方程 


C9. 5. 1) 


o_o [EC ] 
+ 人 十 (kk? 一 
IE tort eh ) | He WJ (9.5. 2) 
式 中 二 w/c ee oe We Maxwell 方程 V *， E==0 和 V .B=0 
e+ + = 0 3 +ikH, =0 (9.5.3) 
由 V Pi 和 V > 向 
E, | | 
3 一 — ik,E, = iwnoH,; 3 —ikH, =——iweoE, (9.5.4a) 
dE. _. | asH.， 
3 一 opo H,; ik.H,;— oar iweoE, (9. 5. 4b) 
oF, _ BE- OH, 9H6。 
Bz By = iwpo H,; Bz By iweo E, (9. 5, 4c) 


于 是 由 上 式 和 式 (9. 5. 3) 可 以 得 到 用 电磁 场 撩 量 的 x 方向 分 量 E. 和 五 : 表示 的 4 
个 横向 分 量 E.、E,、 昌 : 和 HH， 


已 一 下 ( 久 2 HopsaE)， 杞 = 站 他 aE: -wa 


Oy kc Oy ox 
i/_,. oF, oH, i oF, OH; 
五 = 一 去 ( we0 9 * Oz 让 H, 一 大 (ee az 3 ) 
(9. 5. 5) 


式 中 妨 == 由 一 丸 . 可 见 只 要 求 出 电磁 波 的 纵向 分 量 E. 和 互 ., 就 可 用 以 上 各 式 求 出 
4 个 横向 分 量 E,、E,、Hs 和 五 ,. 我 们 知道 ,无 限 空 间 传播 的 电磁 波 是 横 波 , 即 电场 
矢量 和 磁场 矢量 与 传播 方向 垂直 , 称 为 横 电 磁 波 ,或 称 为 TEM 波 . 但 在 波导 中 ,如 
果 令 FE. 一 日, 二 0, 那 么 电场 矢量 和 磁场 矢量 的 分 量 全 为 零 . 因此 至 多 只 能 有 一 个 
为 零 . 对 E. 二 0 而 互 . 天 0 的 情况 , 称 为 机 电波 ,或 TE 波 ; 对 E. 取 0 而 昌 : 一 0 的 情 
况 , 称 为 模 磁 波 ,或 TM 波 . 

(1) TE 波 :由 


3: a 2 2 
Es tay tk RB) | 本 zy) 一 0 (9. 5. 6) 


显然 互 。 的 表达 式 为 
H,(x»y) = (Aisinksz + Ascoskszt) (Bisinkyy + Bacoskyy) (9.5.7) 

且 其 中 居 十 必 一 居 . 于 是 由 (9. 5. 5) 得 

iwuo DOH, 


EF.= k: Oy 


一 0 ,CAisinksz + Ascoskzsr ) (Bicoskyy — B: sinkyy) 
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iwpo oz _ 一 2 


kAicosksz — Azsink.x) (Bisink,yy 十 了 zcosRyy) 


” hk ox 
由 管 壁 边界 条 件 : 电 场 9 向 分 量 为 零 
Eb =0; E,k= =0 (9. 5. 8) 
得 Ai 二 B= 二 0, 并 且 
ks — 已 一 让 (msn = 0,1,2,3,."°) (9. 5. 9) 
故 得 到 电场 和 磁场 矢量 分 量 的 表达 式 


H,= Hocos ~ cos * pb Ey 


__ ilk: /mx mn nx 
H,= 导 (2 2 )Hosin a TOs b 
ik, /nn 
H,—— (PF )Hocos in Fr (9. 5. 10) 


一 Jopo (nx mx 2 
F,= (至 )Hocos Sin p 


巨 ,一 JU ( 玛 )Hosin 又 一 zcos 人 


EF,.= 0 《9. 5.11) 
其 中 Ho。 二 AsB; 为 本 征 模 的 归 一 化 常数 . 
(2) TM 波 :显然 E. 的 表达 式 也 为 
E(x,y) = (Aisinksx + Azcosksx) (Bisinkyy + Bcoskyy) (9.5.12) 
直接 代入 边界 条 件 方程 (9. 5. 8) 得 到 As 二 Bs= 二 0, 以 及 


b= nn 0,1,2,3,.") (9. 5. 13) 
令 EE, 一 A1BI 
EF,(x,y) = Eosin xsin 人 《9. 5. 14) 
由 方程 (9. 5. 5) 不 难得 到 E, ,E, ,日 ; 和 日 ，. 
讨论 : 


1. 对 矩形 波导 ,本 征 模 式 由 (wz 决定 ,一 般 TE 波 记 为 TE ,而 TM 波 记 为 
TM,. 实际 问题 中 ,总 是 选取 一 个 特定 的 模式 来 传送 ; 


2. 由 
“ET sm 


如 果 电 磁 波 频率 足够 高 ,x, 为 实数 ,但 当 w<w.,k. 为 虚数 ,电场 和 磁场 很 快 就 随 = 
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衰减 ,不 能 形成 行 波 ,其 中 w. 称 为 截止 频率 


we = </ ( 穴 ) + (至 ) (9. 5. 16) 

对 TE 波 ,m 和 ?2 中 有 一 个 可 以 为 零 , 因 此 TE 波 的 最 低 截止 频率 由 a 或 5 的 较 大 

者 决定 ;而 对 TM 波 ,m 和 n 都 应 该 大 于 零 ,因此 最 低 截止 频率 由 模式 TM 决定 ; 
3. 电磁 波 的 相 速 度 为 


ww C 
ww 一 让 一 ; 二 > (9.5.17) 
内 - 厅 ( 公 ) + (YF) ] 
大 于 光速 ,但 群 速度 | 
vw, = 要 =c/1 一 去 [( 宇 ) + (你 ) ] < (9. 5. 18) 


而 群 速度 代表 能 量 传 播 速度 ,所 以 与 相对 论 不 矛盾 . 
4. 波导 中 电磁 场 的 分 布 : 考 虑 最 简单 的 TEio 模 的 场 分 量 , 即 m= 二 1 和 ?一 0, 由 
式 (9. 5. 10), 且 取 实 部 


瑟 ,= k. (2 )Hosin AL, Sink,z — wt) 
nT a 


H,= Hocos EE «cos(ksz — wi) 
a (9. 5. 19) 


EF,=— wpo (4)H, sin TsinCkez — wt) 

H,= E, = E,.=0 
利用 方程 (9. 2. 35) 或 (9. 2. 36) 不 难 求 出 面 电荷 密度 和 面 电流 密度 . 由 上 式 可 见 : 
电场 平行 于 y 轴 方 向 ,其 大 小 沿 a 边 作 正弦 变化 ,中 间 强 两 边 弱 ,b 边 方向 没有 
变化 ;@@ 磁 场 同样 在 5 边 方向 没有 变化 ,但 在 a 边 方向 , 互 ; 作 正弦 变化 , 互 . 作 余 弦 
变化 . 在 两 边 x=0 和 a, 只 有 互 .( 理 , 为 零 ) 且 二 者 反 相 , 在 中 间 z 一 a/2, 只 有 瓦 : 
( 互 . 为 零 ). 我 们 知道 磁力 线 是 闭合 的 ,因此 整个 场 的 图 像 如 图 9. 5. 1, 由 于 TEw 模 
.的 电场 和 磁场 与 y 轴 无 关 , 故 图 9. 5. 1 画 出 了 平行 于 xOz 平面 的 某 个 谢 面 . 


图 9.5.1 和 扼 形 波导 TEw 模 的 电场 和 磁场 分 布 


第 9 章 电磁 波 的 传播 ”193 


圆柱 形 波导 :采用 柱 坐标 讨论 比较 方便 . 令 波 导 柱 轴 方 向 为 = 方向 , 圆 截面 中 
心 为 原点 ,考虑 = 方向 的 行 波 
Elp,p,z,t) = E(p,g)exp[i(k,z — wt)] 


， (9. 5. 20) 
H(p,9,z,t) = H(p,g)exp[LiCk,z 一 ct)] 
代 人 波动 方程 (9. 1. 4) 和 (9. 1. 5) 得 到 与 坐标 po 和 9p 有 关 部 分 满足 的 方程 
193/ 92.18 ,EP 
[5 A p+ 这 ta J |- 0 (9. 5. 21) 


其 中 民 一 外 一 必 . 与 矩形 波导 相同 ,可 以 得 到 用 电磁 场 拓 量 的 z 方 向 分 量 E, 和 H， 
表示 的 4 个 横向 分 量 EE,、H, 和 HH。 


i/, SE ,we OH) ~ i/k&oE_ , 9 
E,— (4 ap p 9y )， 友人 ap “ap ) 
1 _. WEo0 OF., oH. 。 四 1 OF, kz AH, 
H,=( th < ); H, = (we ot 7) 
(9. 5. 22) 
而 = 方向 的 通 解 为 
E, | 
(F: )= LawJ a Cep) + bn Nn (hep) JexpCimg) C9. 5. 23) 


其 中 J 和 和 N 分 别 为 第 一 、 第 二 类 Bessel 函数 . 由 原点 * 一 0 有 限 条 件 得 :加 一 0. 
与 矩形 波导 一 样 ,圆柱 形 波导 也 只 能 传播 TE 或 TM 波 . 
1. 圆柱 形 波 导 中 的 TE 波 :E: 一 0 且 有 
H: 一 am] m (kep)explimg) (9. 5. 24) 
上 式 代 人 (9. 5. 22) 就 可 得 到 电磁 场 的 其 他 四 个 分 量 . 在 边界 上 ,电场 的 切 向 分 量 为 
零 , 即 E,|。-。 二 0, 因 此 
dJ Ck.p) 
dp 
设 zm 是 及 (x)==0 的 第 2 个 根 , 那 么 如 一 zmy/a, 因 此 波 矢量 在 = 方向 的 分 量 为 


2 
有 = VE CG") = /wpoeo— (于 ) (9. 5. 26) 


一 0 (9. 5. 25) 


pa 


故 圆柱 形 波导 TE 波 的 截止 频率 为 
we 一 — (9. 5. 27) 
a VEOHAo 
2. 圆柱 形 波导 中 的 TM 波 :H, 二 0 且 有 
E. = anm] mn(k.p)explimg) (9. 5. 28) 


由 边界 上 电场 的 切 向 分 量 为 零 , 即 FE,|,-。 王 0 得 到 
Jn(kep) lp-a 一 0 (9. 5. 29) 
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设 ym 是 J(y) 一 0 的 第 个 根 ,那么 ke" 二 ym/a, 因 此 波 矢量 在 z 方 向 的 分 量 为 


2 
有 一 VEC = /weo — ( ) (9. 5. 30) 
故 圆 柱 形 波 导 TM 波 的 截止 频率 为 
Ym 
,二 一 (9. 5. 31) 
“ a VE0oHo 


Joly)= 二 0 的 第 一 个 根 为 yi 一 2.405, 而 JoCz) 王 0 的 第 一 个 根 为 zu 一 3.832 之 
ya; 故 TMo 是 TE 和 TM 波 中 截止 频率 最 低 的 模式 , 它 的 场 分 布 为 
下 .一 EoJo (kep)exp[i(k,z — wt)] 


. / . (9. 5. 32a) 
. E,= iEE], (kep) expLiCk,z 一 ozt)] 
了 7 _ :WEéEo 7 ; _ 
H,= i Eo J oCk.p)expLi(k,z wt) | (C9. 5. 32b) 


E,= H,= H,.=0 
其 中 二 2.405/a 和 kk 二 VE 一 (k.)? 一 Vwipoeo 一 (2.405/a)?. 从 上 式 可 见 , 磁 场 
只 有 切 向 分 量 ,形成 闭合 圆 环 ;在 横 截 面 看 ,电场 只 有 径 向 分 量 而 无 切 向 分 量 , 故 是 
原点 附近 发 出 的 射线 ,从 纵向 截面 看 , 因 Jo。Ck.p) 在 p 二 0 处 最 大 , 故 中 心 轴 附近 电 
场 最 大 . 图 9. 5. 2 画 出 了 TMo; 模 的 场 线 分 布 . 


TM 模 的 电场 TMo 模 的 磁场 
图 9. 5.2 圆柱 波导 中 的 TMo 模 的 电场 和 磁场 分 布 


习 题 9 


9.1 太阳 辐射 到 地 球 表 面 的 能 流 密度 为 1. 35X10 ;kW/m ,计算 下 列 物体 受 
到 的 光 压 ; (1) 理想 导体 板 ; (2) 完全 吸收 的 板 ;(3) 理想 导体 小 球 ; (4) 完全 吸收 
的 小 球 , 设 太阳 光 是 线 偏 振 的 平面 单 色光 ,对 于 平板 ,考虑 垂直 人 射 情 况 . 

答案 :(1) p= 二 2u 二 9.0X10 N/m’; 

(2) p=u=4. 5X10—N/m?; 

(3) p=2ucos:y=9.0X10 cos:IN/m ; 
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(4) p=ucos:9=4. 5X10 cos IN/m. 

9.2 证明 电 磁 波 在 介质 分 界面 上 反射 和 折射 时 能 量 守 便 . (提示 :证 明 反 射 系 
数 与 透射 系数 之 和 为 1) 

9.3 ” 单 色 平面 电磁 波 由 真空 倾斜 人 射 到 非 磁 性 的 导体 平面 上 , 波 的 偏振 方向 
与 人 射 面 成 a 角度 ,人 射 波 为 强度 等 于 和 的 线 偏 振 波 , 求 反射 波 的 强度 和 偏振 态 . 
(提示 :人 射 波 分 解 为 平行 与 垂直 人 射 面 的 两 个 正 交 分 量 , 然 后 分 别 讨论 它们 的 反射 

答案 :El =Ecosa, El = Esina 

T=E?+E?=FE(|r| |?costa |r, |?sin?a) 
一 1 人 Ir |?cos?a 十 Ir |?sin?a) 

一 般 为 椭圆 偏振 . 

9.4 平面 电磁 波 垂直 人 射 到 金属 表面 ,证 明 透 射 到 金属 内 部 的 电磁 波 能 量 全 
部 转变 为 Joule 热 . (提示 :平均 能 流 

(S。。en) = ((E’ XH).e,) 一 只 op Bz) 

金属 内 的 平均 消耗 功率 为 ww 二 (j，E”) 二 cLE”。E”), 单 位 面积 消耗 的 总 能 量 
为 W 一 | wie 一 加 ) 

9.5 考虑 无 限 大 平面 分 层 电介质 ,中 间 层 的 厚度 为 4( 介 电 常 量 为 @;) ,两 边 
介 电 常量 分 别 为 s 和 es ,电磁 波 由 si 介质 人 射 到 界面 , 当 4 为 多 少时 ,反射 最 小 ? 


_ 、 、 ， 十 2ikzd) 
(提示 : 设 入 射 波 为 线 偏振 波 且 为 正 入 射 ,反射 系数 为 有 一 | 名 222p ce | ， 


_ki— R 一 了 一 ?2 ns = 全 73) 
422 Ri 十 Rk。 nl ni1 十 nz ” G23 722 十 ns 


答案 : 当 d= 二 (2m 十 1)Ahs/4 时,R 极 小 , 当 6z 二 Veres 时 ,R=0. 
9.6 平面 电磁 波 


E(r,t) = eyEosin(kz — wt bo) 
由 真空 正人 射 到 理想 导体 平面 上 , 求 空间 电磁 场 分 布 .导体 表面 的 电流 分 布 及 辐射 
压力 . (提示 :理想 导体 内 电磁 场 为 零 ) 
答案 :E,(r,!) 二 一 eyEosin( 一 kz 一 wt 十 各 )， 
2Eo 


a= e» XH= eX (Bi+tB,) |.-。 一 一 oc sot 一 加)ey， 
B? 2 
二 一 I . T 二 一 一 一 二 一 9 
f en 2 po)e 


p= Cf) a _p))e. =— eo Efe. 
9.7 ”一 对 无 限 大 的 平行 理想 导体 板 相距 d, 电 磁 波 沿 着 平行 于 板 面 的 x 方向 
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传播 , 求 可 能 传播 的 波 型 的 场 分 布 及 其 相应 的 截止 频率 . 提示: 设 电磁 波 在 y 方 
向 均匀 ,存在 三 种 波 , 即 TE 波 .TM 波 和 TEM 波 ). 


答案 :对 TE 波 和 TM 波 ,w 二 nxc/qd;TEM 波 是 平面 波 ， 
E, = Eoexpli(k,z—wt)], E,=E.=0 
B, = SEoexp[iCkz —wt)], B=B.=0. 
9.8 无 限 长 矩形 波导 在 z= 二 0 处 被 一 块 垂直 揪 和 人 的 理想 导体 板 完全 封闭 , 求 
在 z=0 和 zx 王 co 这 段 管 内 的 可 能 波 型 . (提示 :在 z=0 处 增加 了 边界 条 件 ,z 方向 
的 行 波 解 变 成 驻 波 解 ) 
9.9 ”矩形 波导 尺寸 为 aX5b, 电 磁 波 沿 z 方向 传播 , 设 电场 的 一 个 分 量 为 
FE, 一 = Esin( 他 p > )exp[iCk.z — wt)] 
求 其 他 场 分 量 . (提示 E, 与 x 无 关 , 其 他 场 分 量 也 应 该 与 z 无 关 ) 
答案 : 
B, = = Bocos (2 p > )exp[iCksz — wt)]; B,=E,=0 


x Eo 
B, 一 一 1 之 Bosin( )exp[LiCkaz — wt)|]; Bu 一 1 二 2» 


9. 10 线 偏振 光 EF,(z,t) 二 Eoexp[i(kz 一 wt) ] 正 人 射 到 一 对 左 、 右 旋 加 偏振 光 
的 折射 率 分 别 为 nt 和 的 物质 上 ,计算 反射 光 的 强度 和 偏振 态 . (提示 :人 射 光 可 


分 解 为 左 . 右 旋 园 偏 振 光 的 又 加 (忽略 传播 因子 )E 一 e.Eo 一 EE, (一 二 (+ 


1 1 
3E(_.) 
答案 : 
l—n | lon 
i—n/lyY 1,. 1—n/! 1 li+n 1l+n 
一 二 r -二 二 一 FF 
E BE i )+E 1 2 (i 一) 
\TFn T+ 


.反射 光 为 椭圆 偏振 波 ,强度 比 为 
一 二 [ (生生 + 二 开 ) + (生生 一 后 各) ] 


1 二 nm 
=- 到 [( 持 半 ) + (2) 下 
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上 一 章 我 们 介绍 了 电磁 波 的 传播 , 即 假定 电磁 波 已 经 存在 ,从 而 分 析 电磁 波 的 
传播 特性 . 本 章 介 绍 电磁 波 是 如 何 产生 的 , 即 电磁 波 的 辐射 问题 . 在 研究 辐射 问题 
时 ,用 电磁 场 的 矢量 势 和 标量 势 描 述 较 方便 ,因此 首先 介绍 矢量 势 和 标量 势 概念 . 


10. 1 矢量 势 . 标 量 势 和 规范 不 变性 


首先 写 出 真空 中 的 Maxwell 方程 组 


V.E=£; VxXE=-—3 
€0 


2 (10.1.1) 
VY.B=-0 VXB=-(jtee) (10.1.2) 


从 V，B==0, 我 们 知道 B 一 定 是 某 个 矢量 势 A 的 旋 度 (与 静态 场 类 似 , 但 意义 大 不 
一 样 ), 即 B= 二 V XA; 而 由 方程 (10. 1. 1) 的 第 二 式 


vx (E+ 关 )=0 z (10. 1. 3) 
故 五 十 Q4/at 一 定 是 某 个 标量 势 的 梯度 , 即 
__vp_a4 
E——Vo—% (10. 1. 4) 
上 式 代入 方程 (10. 1. 1) 的 第 一 式 得 
Vv? 6 十 总 2 V。 A = 一 上 (10. 1. 5) 


Eo 


将 如 一 V XA 和 代入 方程 (10. 1. 的 第 一 
闸 ) 


YXx(VYXA) 一 po 十 eopeo 夺 之 (一 Vo 3 


令 c 二 1/ Veop ,并 利用 矢量 恒等式 V X(V XA4) 一 V (V， 4) 一 V *4, 得 到 


(10. 1. 6) 


， 9 a4 
VCVY 4 一 YA 一 poj 十 am 六 (一 Vo— 3 ) (10.1.7) 
即 
1 35、 1 oA ， 
2 二 生 ) 一 二 一 . 
VY24 一 Y(Y .4 十 二 各 ) 王 二 3 一 一 [oj (10.1.8) 


方程 (10. 1. 5) 和 (10. 1. 8) 就 是 矢量 势 和 标量 势 满足 的 方程 . 这 两 个 方程 相互 耦合 ， 
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求解 比较 困难 . 能 否 进 一 步 简 化 ”因为 对 应 E 和 B, 可 有 无 限 多 个 的 A 和 .事实 
上 , 作 变 换 
4 一 4 十 VXi 了 一 5 一 全 (10.1.9) 
式 中 Xx 是 满足 一 定 微分 条 件 的 任意 标量 函数 , 求 得 的 EE 和 B 都 一 样 
B=VXA’=VXA+VXVvx=VxXA=B 
/ 1/ 84 3 
E'~— Vg —% =—V (g 一 闵 )- 鱼 4+ 


__vp_ 2 
一 一 VE Ev E (10. 1. 10) 


电磁 场 在 这 样 的 变换 下 的 不 变性 称 为 规范 不 变性 . 可 见 矢量 势 和 标量 势 的 选择 不 
是 唯一 的 ,可 以 对 它们 加 上 一 定 的 附加 条 件 , 这 种 附加 条 件 称 为 规范 . 如 果 我 们 选 
择 附加 条 件 满足 


V.A+ 证 疆 =0 (10.1.11) 


cc ot 
称 为 Lorentz 规范 ,那么 x 满足 方程 


:2y_ 1X 
VX 一 广 (10. 1. 12) 
在 Lorentz 规范 下 ,矢量 势 和 标量 势 满足 的 波动 方程 具有 对 称 的 形式 
vig— 19 _ 2 (10. 1. 13) 
C2 OF £0 ~ 
2 A , 
V4 一 言 信 多 = 一 pj (10. 1. 14) 
附加 条 件 也 可 以 选择 为 
V.A=0, VX=0 (10. 1. 15) 
称 为 Coulomb 规范 . 在 Coulomb 规范 下 ,波动 方程 为 
1l195\ 1394_ ， 
V4 一 V (二 等) 王 2 一 一 [oj (10. 1. 16) 
Vi —_—_£ (10., 1. 17) 


€0 
选择 Coulomb 规范 的 意义 :在 无 源 情况 下 j 一 0,po 一 0, 标 量 势 显然 满足 Laplace 方 
程 ,在 无 界 空间 ,满足 Laplace 方程 的 标量 势必 为 常数 ,不 失 一 般 性 ,可 取 这 个 常数 
为 零 6 一 0. 于 是 电磁 场 可 用 单一 的 矢量 势 描写 ,而 且 4 满足 齐 次 波动 方程 ,这 一 结 
论 在 第 22. 4 节 中 要 用 到 |. 
无 界 空间 的 辐射 问题 就 是 求 非 齐 次 方程 (10. 1. 13) 和 (10. 1. 14) 的 特 解 , 而 不 
考虑 方程 的 初始 条 件 . 如 果 定 义 Green 函数 G(r,r ;t,t 满足 方程 
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[一 去 全 ]G / ’) 四 《 7 / 
C2 OF ror stst 一 6 rr Olt,t ) (10. 1. 18) 
那么 方程 (10. 1. 13) 的 特 解 为 
$lr,t) = | ,os dG set) dr ar (10. 1. 19) 


因此 关键 是 求 Green 函数 GCr,r ;t,t ). 方 程 (10. 1. 18) 的 解 可 表示 为 
GCrr tt) = sy re | rr |—c(t—t)] (10.1.20) 
其 中 H(z2) 为 阶 跃 函数 ,代入 方程 (10. 1. 19) 得 
1 Cr 六 ) | / 7 
Dr,t) ze)], [7 二 To r—r |—c(t—t) ldrd (10.1.21) 
对 时 间 部 分 积分 得 到 


=_l1 | 
Dr,t) 和 4reo V 


pr st—|r—r |/o) 
|r—r | 

称 为 推迟 势 ,一 |r 一 r |/c 称 为 推迟 时 间 . 对 矢量 势 方程 (10. 1. 14) ,在 直角 坐标 系 
内 ,每 个 分 量 都 满足 标量 势 方程 ,因此 

Alr,t) 一 各 | Tr st | rr |/O gy (10. 1. 23) 

47rJV |r—r | 

方程 (10. 1. 22) 和 (10. 1. 23) 表 明 :观察 点 (zx,y,z) 的 电磁 场 是 由 (x ,y ,> ) 点 在 时 
刻 t 一 |r 一 r |/c 的 电荷 和 电流 决定 的 ,或 者 说 ,空间 一 点 (x ,y ,> ) 处 的 电荷 、. 电 
流 元 产生 的 电磁 波 以 光速 经 过 一 定时 间 间 隔 |r 一 r |/c 传播 到 观察 点 (x,y,z) ,这 
种 推迟 效应 说 明 电 磁 波 在 真空 中 是 以 有 限 的 速度 c( 即 光速 ) 传 播 的 . 


10.2 ” 电 偶 极 矩 辐射 .辐射 场 和 角 分 布 


根据 B=V XA 和 式 (10.1.4) ,原则 上 可 从 式 (10.1.22) 和 (10.1.23) 求 出 电 
场 和 磁场 ,但 这 非常 困难 ,也 不 能 给 出 一 般 性 规律 . 如 果 源 
分 布 在 一 个 小 区 域 ,如 图 10. 2. 1, 可 以 作 多 极 展开 . 为 了 
方便 , 重 写 式 (10. 1. 22) 和 (10. 1. 23) 


Br,L)= oe|, — [Lp] gr (10. 2. 1) 


4reoJy |r—r | 


dsr’ (10. 1. 22) 


Ar 一 名 | Lur (10. 2. 2) 


4rxjJvy | rr | 
上 式 中 [ ] 表 示 推 迟 势 . 注意 ;与 静电 场 展 开 的 区 别 , 这 里 / 
Lpj 和 [jj 也 是 1r 一 六 | 的 函数 ， 故 必须 对 Loj 和 [jj 也 作 展 图 10. 2.1 辐射 场 的 
开 . 在 原点 作 展 开 多 极 展开 
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[Lp] Lo / [pjo 上 rr [oj 


7 reV 十 1 rr :Vy 十 … 
ir—r| |rl |r| |rl 
其 中 [oj 一 p(r ,一 |r|/c) , 同 理 可 得 
Lj -Dj _ .vb ly .veh 


Ir—r| |r| Ir| 2! nl 
其 中 [jjo==jCr ,i 一 |r1/c). 故 


一 1 [oj 3 / vy Ley 3 
Db) 让 dr | Tr 
1[ :vy eb gy 
+ 去 |r AAA + | 
4A,D 一 名 | Dh | ‘va 
4rLJv |r| VV | 


1 7/ 。 [jj / 。 


分 析 以 上 展开 各 项 ， 
(1) 标量 势 的 第 一 项 


= 元 二 | 3 /ee@ 
Bo r,t) dneo | r | [ojod r fneo | 7 | 


(10. 2. 3) 


(10. 2. 4) 


(10. 2. 5) 


(10. 2. 6) 


(10. 2.7) 


其 中 Q 是 系统 的 总 电荷 ,因此 第 一 项 相当 于 位 于 原点 的 点 电荷 产生 的 场 ,对 辐射 


没有 贡献 ; 
(2) 标量 势 的 第 二 3 
1 / v eh 3 r/ 一 一 1 , Lplo 
@ (7,0) = ee 一 


注意 :上 式 中 V 只 对 r 作 用 , 故 与 对 的 积分 可 交换 . 其 中 
[py = | [aer 
表示 系统 的 电 偶 极 矩 ; 
(3) 矢量 势 的 第 一 项 
_ 如 L7J]。 3 7 3 / _ Lpjo 
Ailr,it) 和 2, dr 去 个 - 小， Lodr = 


Ir| 4x|r| 
最 后 个 等 式 是 因为 电流 守 度 是 电荷 运动 产生 的 , 即 
[7]。 一 Lovjo 一 Dewdlr —r) 


故 


(10. 2. 8) 


(10. 2. 9) 


(10. 2. 10) 


(10. 2. 11) 


| ,Dhar 一 | Dewacr —r)dr’ 一 Derilt) 一 [p]。 (10. 2. 12) 


”注意 :在 静 磁场 的 多 极 展 开 中 ,由 于 稳 恒 电流 条 件 V，j 一 0, 展 开 式 第 一 项 为 零 ,而 
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现在 讨论 辐射 问题 ,没有 条 件 V，j 一 0. 因此 ,在 一 级 近似 下 ,电磁 场 主要 由 电 偶 极 
和 矩 产 生 , 标 量 势 和 矢量 势 为 


Prt) =—— v. ph A = Lp (10. 2. 13) 


4neo |r| ; 4x | | 
根据 B 一 V XA 和 式 (10. 1. 4) ,得 到 电 偶 极 矩 的 场 强 为 


_Amuvv[p 1 . [pe 1 Lp 
B 一 各 YX 下 E=7-(v | ee) (10. 2. 14) 
注意 到 推迟 时 间 是 7 的 函数 ;t= 一 |r|/c, 故 有 下 列 微分 关系 
_ og VW. 
VXgG) = Vt Xa V. g(t )=Vt 办 (10. 2. 15) 
AG Tvlr 一 一 二 站 = 一 二 (10. 2. 16) 
其 中 e 是 7 方向 的 单位 矢量 . 利用 以 上 微分 关系 ,方程 (10. 2. 14) 变 成 
_ pof Lpjlo , [po 
B= | 2 SE ei 下 x e, (10. 2. 17) 
1 {rf3CLpl *« e,)e,— Lplo 
和 去 | | r | | 
十 [2 。 ee 一 [LpJ。 二 e; X (e, X [pjo) (10. 2. 18) 
cir| cz | 了 | 


分 析 上 式 : 假 定 电 倡 极 矩 对 时 间 的 依赖 关系 为 exp( 一 iwt) ,对 时 间 的 一 阶 导 数 为 
一 iuwexp( 一 iut) ,而 w/c 二 2x/A(4 为 辐射 场 波长 ), 式 (10.2.17) 和 (10.2.18) 中 ,后 
一 项 比 前 一 项 多 一 个 一 iw 因子 ,因此 后 一 项 与 前 一 项 之 比 大 约 为 


w/c 2x|lr|l. | r| 
.2.1 
27 [71 A x 《10. 2. 19) 


下 面 分 三 个 区 域 来 讨论 : 
1. 近 区 ;满足 |r|< 娘 ,但 仍然 有 |r| 六 5 为 源 的 线 度 ), 式 (10.2.17) 和 
(10. 2. 18) 近 似 为 
B= wo Lp jo 1 3([plo * e,)e,— Lp 
4x|lrl neo | 产生 
电磁 场 能 流 随 1/1r|5 衰减 而 无 法 传播 ,因此 叫 静 场 区 . 在 辐射 问题 中 ， 我 们 对 静 场 
区 不 感 兴趣 ; 
2. 中 区 ;|r| ~ 一 ,但 仍然 有 |r| 闵 风 式 (10.2.17) 和 (10. 2. 18) 每 项 都 在 同一 数 
量 级 ,这 一 区 域 称 为 感应 区 , 场 强 颇 为 复杂 ， 
3. 远 区 ， 不 仅 要 求 |r|>/ 而 且 |zr| 六 1, 式 (10. 2.17) 和 (10. 2. 18) 近 似 为 
1 erXf(erX[Lp]o) 
4reo cz | 六 | 


Xer; E= (10. 2. 20) 


B= Xe,; E= (10. 2. 21) 
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场 强 随 1/1r| 衰 减 ,电磁 场 能 流 随 1/1r1? 衰减 ,因而 通过 
一 个 球面 的 能 量 为 常量 ,可 以 脱离 源 向 很 远 处 传播 , 故 称 
为 辐射 场 . 

由 于 式 (10. 2. 21) 中 电场 和 磁场 都 与 电 偶 极 矩 有 关 ， 
因此 称 为 电 偶 极 辐射 . 

例 10. 2.1 电 偶 极 矩 辐射 的 总 功率 . 

解 : 由 方程 (10. 2. 21) 可 知 ,磁场 B 和 电场 E 垂直 
于 e, 且 B 和 五 相互 垂直 ,满足 电磁 波 的 横 波 特性 . 假定 
电 偶 极 矩 位 于 z 轴 方 向 : [pj 一 [Lp joe: , 则 es Xe- 二 ep， 
图 10.2.2 场 点 己 的 e, Xeo 二 es( 如 图 10. 2. 2) 即 


单位 矢量 关系 E=_!1 [pj inye, 
4reo ce | r | 
[2] (10. 2. 22) 
Lo 0 
4xc rT [7 [sin2en 
电 偶 极 辐射 的 平均 能 流 密度 为 
1 | Lp | 。 2 
二 + 一 ; 10. 2. 2 
《S.» ; Re(E* XH) 32rec TD sin Ye (10 3) 


可 见 辐射 具有 方向 性 ,在 平行 于 电 偶 极 矩 的 方向 ,辐射 为 零 , 而 在 垂直 方向 9 一 x/2， 
辐射 最 强 . 电 偶 极 矩 辐 射 的 总 功率 为 


加 Lo 时 fsx fs ，。。， 
(P) 一 | ss 。dS 一 3 dp| sinrd sind dy 
一 1 [| (10. 2. 24) 
4reo 3c3 
如 果 电 侦 极 矩 是 由 随时 间 正 弦 变 化 的 短 电流 产生 的 , 即 
p= ji 一 [Taz = Jolexp(— iwt) (10. 2. 25) 
其 中 1 为 短 电流 的 长 度 . 则 
[pj =— iwlolexp[— iw(t —7/c)] (10. 2. 26) 
辐射 功率 为 
1 Blo 1 BE/2xuy /LY 
‘P) = 4neo 3c° 4reo 2( 从 ) (3 ) (10. 2. 27) 


所 以 电 偶 极 矩 的 辐射 功率 正比 于 1/4 的 平方 ,而 我 们 已 假定 /A<1, 故 辐射 功率 很 
小 ,为 了 提高 辐射 功率 ,必须 加 大 ZA. 

我 们 也 经 常用 角 分 布 的 概念 来 描述 体系 向 不 同方 向 辐射 能 量 的 情况 ,定义 角 
分 布 函数 
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_ (S$.)»dS _ (S.) + ndS 
f(9,9) = 让 (10. 2. 28) 


显然 它 表示 8,9 方向 单位 立体 角 内 的 平均 能 流 . 


10.3 磁 偶 极 矩 辐射 和 电 四 极 矩 辐射 


当 系 统 的 电 偶 极 辐射 为 零 时 ,多 极 展开 中 必须 考虑 更 高 阶 的 项 . 由 多 极 展开 公 
式 (10. 2.5) 和 (10. 2. 6) ， 人 
1 / ， [ojo 3 
Dr DT fre 点 | 六 dr (10. 3. 1) 
一 一 上 如 | 六。 Lj 3p/ i, 
A;(r,?)= a Vy Fr [4 r 


因为 我 们 关心 的 是 辐射 场 ,上 式 可 以 略 去 1/1r| 高 阶 项 ,凡是 微分 号 下 的 1/1r| 都 
可 作为 常数 所 出 来 . 和 


Ba r,t) i 2 23171 rr :VIphdr 一 pe 6 下 

[vv srr tohdr | 让 TYY:[O， (10.3.2) 

式 中 Q 为 电 四 极 甜 
[0], = | ,arr [pjodr (10. 3. 3) 

利用 微分 关系 

VV : [QJ 一 一 ee, : [@]。 (10. 3. 4) 

方程 (10. 3. 2) 变 成 
BD (7,1) A dn, 62 1 7 GE re [O]。 (10. 3. 5) 


再 看 矢量 势 
hr D7 a V .| rear 


x|r| 


一 Co 1 Ln 7 7 1 1 3 
ri (|, alritir ddr 十 | 二 [一 jer ) 
(10. 3. 6) 

注意 到 


[jjo= [pvjo = 7 [pjo (10. 3.7) 
/es, 7 1 d Li 了 1 六 
二 | Cr +i Jodr 一 寺 名 {| 3rr plod )= [Ql (10.3.8) 
以 及 
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Ve Erij—jrj =—VX {r Xx jo} (10. 3. 9) 
代入 方程 (10. 3. 6) 得 到 


Ayr (#7 
2 4x|r| 


4x rl 
Lo .TO 一 

-mh (sv [Ol vx Em) (10. 3. 10) 
而 由 式 (10. 2. 15) 和 (10. 2. 16) 


v [的 =- ww . A -- 1 . [0 


. [0 一直 Vx {Er x jo}er| 


iy 
6 
BA 
1 
6 


1 (10. 3. 11) 
VX [mj= Vt Xx [mj 一 一 er X [mo 
代入 方程 (10. 3. 10) 得 到 
~ 1Lro] 。 rc. 
I me [rl Xe,) (10. 3. 12) 


从 上 式 和 (10. 3. 5) ,可 以 求 出 磁 偶 极 矩 和 电 四 极 和 矩 辐 射 的 电场 和 磁场 ,分 别 讨论 如 下 . 
1. 磁 偶 极 矩 辐射 : 势 函 数 为 


Bt) =0; 4 一 一 名 [ixe (10. 3. 13) 
4rc |r| 
电磁 辐射 场 为 
E= dt 4neocs | r [和 x [Cm jo 
(10. 3. 14) 
B=VXA=— e, x (e, x [ml) 
4rcz | | 
辐射 能 流 的 平均 值 为 
($,) = Re(E" xD=-i ,lt ;| (exLi]) lre (10.3.15) 
pp 8rc5 | | 
2. 和 四 李 全 本 扫 和 和 
Br,t) = oe 6c2 1 r 6 1712e : [O01,; A(r,2t) 一 Gc | r [Ql +e 。 
(10. 3. 16) 
电磁 辐射 场 为 
五 一 Vo ot 一 区 站 C3 入 {(ee, : [Qj]o)e; [0 e,} 
(10. 3.17) 
B=V X4 王 一 一 一 一 -ie,x (0 。er) 


7 | 
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车 记 [Q]。*e, 二 De,) ,上 式 简化 为 


E= FT TFT ([Dee,) J Xe,) Xe, 
(10. 3. 18) 
B= gpa Tr De xe) 
辐射 能 流 的 平均 值 为 
(S$.) = Re(E* xHD) = 1 2 rz | [pe xe, 1 
(10. 3. 19) 


例 10.3.1 磁 偶 极 矩 辐射 的 总 功率 . 
解 : 假定 磁 偶 极 矩 位 于 xz 轴 方 向 ,Lmj 一 ee 由 方程 (10. 3. 14) 


一 pp sin9es; B= [lo sindes (10. 3. 20) 


4neoc Anc 人 Fr | 
磁 偶 极 辐射 的 平均 能 流 密度 为 
1 ， |[%wjo 
‘S$.) 一 3 Re(E’* XH)= 39rec TFT sin 2 9e, (10. 3. 21) 
如 果 磁 偶 极 矩 是 由 半径 为 ,电流 为 [一 exp( 一 it 切 的 小 圆 环 产生 的 ,那么 
[mjo =— wTora?exp[— iw(t— r/c)] (10. 3. 22) 
代入 式 (10. 3. 21) 
— WwW 4 JT3a? 
(S$.) = 32ecs | rl: [sin Ve, (10. 3. 23) 
辐射 总 功率 为 
ws Beas E 2xay a 
(有 = onec 一 ra 到) ~(#) (10. 3, 24) 


所 以 磁 偶 极 矩 的 辐射 功率 正比 于 a/X 的 四 次 方 , 比 电 偶 极 矩 辐射 小 (a/4)* 数 
量 级 . 
例 10. 3.2 证 明 荷 质 比 相同 的 不 同 带电 粒子 组 成 的 体系 不 会 有 偶 极 辐射 . 
解 : 体系 的 电 偶 极 和 矩 为 


p= yer 一 5») Emr (10. 3. 25) 
i=1 i=1 i 
体系 的 质心 坐标 为 
N N 
一 > ori/ > mn (10. 3. 26) 
i=1 i=1 
即 
N N 
Smr; 一 (Pm) = Mr。 (10. 3. 27) 
z 一 1 z 一 1 


其 中 M 为 总 质量 . 因 荷 质 比 相同 ,由 方程 (10. 3. 25) 
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p= > eri 一 EMr., (10. 3. 28) 
i=1 (A 
故 
7 N on ee; £7 
b= Der;= SEM. (10. 3. 29) 
i=1 Mi 


在 无 外 力作 用 情况 下 ,质心 作 匀 速 运动 , 即 r= 二 0, 因 此 电 偶 极 矩 辐射 为 零 . 该 体系 
的 磁 偶 极 矩 为 


1 1 e 
m= 2 2; eri XV 一 2 2 mi Xv 
-lav le 
Fm Xr Tmt (10. 3. 30) 


而 工 是 体系 的 动量 抢 ,在 没有 外 力矩 情况 下 ,体系 的 动量 和 矩 守恒 . 故 mw 一 0, 因 此 体 
系 也 不 存在 磁 偶 极 矩 辐射 . 


10.4 运动 电荷 的 辐射 场 与 辐射 阻尼 


本 节 讨 论 运 动 点 电荷 产生 的 场 和 电磁 辐射 问题 . 假定 空间 只 有 一 个 带电 粒子 ， 
位 置 矢量 为 +。, 则 运动 带电 粒子 产生 的 电荷 密度 和 电流 密度 可 表示 为 
pr = eBLryre Ct))]; jr,t) = ev(t)6Lr, rt)] (10. 4. 1) 
带电 粒子 的 速度 矢量 为 y(7) 一 +。 (C2). 人 2.1) 和 (10. 2. 2) 得 到 


ke 宇 和 or (10.4.2) 
Alr,t)= | [adr sea ’ (10. 4. 3) 
x 


因此 问题 的 关键 是 求 上 述 积分 ,注意 到 
[evd Cr’,r.) 1]= ev Ct)6[r’ ,re Ct )] [2=t ler le 
=| wt Lr sr (rt t+ i)ae (10. 4. 4) 
代入 方程 (10. 4. 2 和 09 3) 
rp (tl)arar 
” Tae 一 


ir—r | 


4cD= 色 | | v(t 将 ,elt )]》 3(# 一 jy 十 |r—r Le di 


r—r | 
(10. 4. 5) 
先 对 空间 部 分 进行 积分 
Ao wy) 1/ | r 一 产 G) 1] 
A = | Tr Bb t+ te a (10.4.6) 
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利用 6 函数 的 公式 
| raperecD]dz — he (10.4.7) 
| 9 (zx) | Hz)=0 
式 (10. 4. 6) 变 成 
_ 和 ew t) 
Alr,1) 4x| r 一 r (CD) 四 | pr) | HL) 0 (10. 4. 8) 


其 中 gC)=Y 一 t 十 |r 一 rebt)|/c. 由 g(t)=0 求 出 ,然后 代入 上 式 , 就 可 以 得 到 
矢量 势 . 令 矢 量 RC(z )= 二 r 一 r.(z ) 作 运算 


BRGY)__ orl) yr), 


ot ot R ot (10. 4. 9) 
oR_ 1 9 二 一 . oR 一 一 Da 
R= 338 R)=R 3 一 一 R 
因此 
aR__Rev ,apC) 1aR |， 1R.， 
Bt R 9(z ) ot litiar™! c FR 
(10. 4. 10) 
代入 式 (10. 4. 8) 得 到 
和 @y 
Alr,i) 1 RO or ve) (10. 4. 11) 
注意 :上 式 右边 的 所 以 参量 都 是 的 函数 ,由 方程 
;= :Le (10. 4. 12) 
解 出 ,而 不 是 推迟 时 间 . 同 理 可 得 
1 e 
Br,t) = Tre RO or we (10. 4. 13) 


式 (10.4.11) 和 (10. 4.13) 中 eg 一 R/R 是 R 方向 的 单位 矢量 ,注意 :en 仍然 是 的 
函数 . 把 式 (10. 4. 11) 和 (10. 4. 13) 代 入 B= 二 V XA 和 方程 (10. 1.4) 就 可 以 得 到 电 
磁场 强度 . 由 于 计算 过 程 涉 及 到 微分 ,而 # 隐 含 变量 r 和 1, 故 首先 讨论 之 . 

1. 对 时 间 上 的 微分 


立 一 旋 此 (10. 4. 14) 
而 
a _ af,_ RO) 1 aRG) _,_ 1 RG a 
kl c |=1 ny le a Be 0415) 
即 有 
/ / 
莹 [+ 2 |]= 1 (10. 4. 16) 
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而 由 方程 (10. 4. 10) 第 一 式 


Ot 1 
Ot 1l—er* ve (10. 4. 17) 
因此 得 到 
9 一 上 Oo 
ot 1—er* vt)/c or (10. 4. 18) 
2. 对 空间 求 梯度 V 
Vglr,t’) = Vglr,t’) | 一 党 量 + Vt (10. 4. 19) 
而 | 
/一 下 \_ 1 1 , oR / 
Vi=V (一 全 )= 一 一 WR= 一 二 {CYR) TAA 
—_ Lor + 2 ) Vi 
故 
/一 ER 
Vi Te. ve 7e (10. 4. 20) 
因此 得 到 
一 , _1 eR O 
V 一 W |/-% c Te ve 7e Be (10. 4. 21) 
令 KK 二 R(1 一 er， Vv/c) 二 R 一 R，v/c, 由 方程 (10. 4. 13) 
-ee vl _ Ee 
VoD = EVE- mR 
-ee _ , 1 eR oK 
mrlv 1- 三 天 一 一 工 一 去 2 (10. 4. 22) 
而 
K yeR Vv 
V |/-maK = er—; 2 一 一 rv 一 + 六 (10. 4. 23) 
同样 
ohA_ _e 1 o ( 交 ) 
ot 4reoc2 工 一 eR . v/c Ed K 
_ ee Rr. ,v/v:R yeR vw 
=- z+( FR 十 c -) | (10. 4. 24) 
由 式 (10. 4. 23) 和 (10. 4. 24) 得 到 
__ys_- e /oe 了 1 一 隐 
E= Ma Ot 4nxeo(l—er* Vv/c)’ { 京 (ex c )( 所) 


+ ie x[(e +)x] 
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同 理 


B=VxXA— ler XE (10. 4. 26) 


注意 :(10. 4. 25) 和 (10. 4. 26) 式 中 物理 量 仍然 是 的 函数 . 由 电场 的 表达 式 
(10. 4. 25) 可 知 ,电场 或 磁场 由 两 部 分 组 成 :第 一 部 分 与 R 的 平方 成 反比 ,而 第 二 
部 分 仅 与 尺 成 反比 ,其 总 能 流 与 R? 成 反比 ,因此 是 辐射 场 . 由 于 这 部 分 与 加 速度 
有 关 , 所 以 也 称 为 “加 速度 ” 场 . 

1. 当 vc&l, 9 


一 eg Xer XW); 有 > 一 一 和 二 一 (eg 义 六 (10.4.27) 
Teoc R 


= 4 
车 取 e; 为 v 方向 网 
Ex~7 | 三 Rsingeoi B^ 一 站 Lsinge, (10. 4. 28) 
辐射 能 流 为 
S$. = EXH= -< sin2gen (10. 4. 29) 
l6x’eoc R 
辐射 功率 为 


2 . 
1 2e |»|? (10. 4. 30) 


注意 :上 式 表示 瞬时 功率 , 而 偶 极 矩 辐射 功率 公式 (10. 2. 24) 是 平均 功率 . 
2. 当 w/c 一 1, 辐 射 场 为 


e 
一 一 5 -BER x [LCer— PB XxX 甩 
neotl er 用 (10. 4. 31) 
B= ter XE 
c 
其 中 p=v/c. 辐射 能 流 为 
S. — EXB— eclEle (10. 4. 32) 
0 . 
故 在 At 时 间 间 隔 内 穿 过 dS 面 的 能 量 为 
AW = S$. » dSAt = S.RzdDAt (10. 4. 33) 


注意 ;上 式 中 的 能 量 是 观察 者 在 dS 面 附近 At 时 间 间 隔 内 观察 到 的 . 但 这 些 能 量 是 
带电 粒子 在 Az 时 间 间 隔 内 发 出 的 ,我 们 关心 的 是 带电 粒子 在 单位 时 间 内 辐射 出 
去 的 能 量 , 即 


一 。 本 4 


当 w/c<1 时 ,电磁 波 传播 的 速度 远大 于 粒子 运动 速度 , 基本 上 At Ar ,而 
当 w/c~1 时 ,At 与 At 有 明显 的 差别 . 因而 单位 时 间 内 沿 dQ 方向 辐射 出 去 的 能 
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量 , 即 角 分 布 为 


fl9,9) = = S. i » (10. 4. 35a) 


利用 式 (10. 4. 17) 得 到 
fC9,9)= rs 一 .PIELR: 


一 e ~- 2 
I6rmcd or ps lee XLCen—P XB C0.4.35b) 


设 er 与 有 的 夹 角 为 3, 那么 (1 一 er， 月 ;二 (1 一 Bcos9)5 ,显然 由 于 这 项 的 存在 ,使 辐 
射 能 量 基本 集中 在 3=0 附近 .下面 分 两 种 情况 讨论 . 
1. vv, 粒 子 作 直线 运动 ,如 直线 加 速 器 中 的 电子 ,这 种 辐射 称 为 畏 致 辐射 . 
这 时 BXBb=0, 因 此 
f(9,9) 一 1 (1 ys 
(10. 4. 36) 
辐射 分 布 如 图 10. 4. 1. 相应 的 辐射 功率 为 


一 1 2 | 
=|,f 0,9d0 4reo 3c (1— PB)’ 


(10. 4. 37) 
2. vLv, 粒 子 作 圆 周 运 动 , 如 回旋 加 速 器 中 
图 10.4.1 思 致 辐射 角 分 布 的 电子 ,这 种 辐射 称 为 同步 辐射 . 取 某 一 时 刻 ， 
在 z 轴 方 向 ,v 在 zz 知 方 同 ， 那么 
B= Bcosd; er .b= Bsindcosgp 


于 是 
_ ep (~— Bcosd)’:— (1—p’)sin dcosg 
19,9) 一 (1 一 pcos9)5 
可 见 角 分 布 不 仅 与 极 角 有关, 而且 与 方位 角 gp 有关 . 限制 在 p 一 0 的 平面 内 观察 ， 
则 


(10. 4. 38) 


ep (1 一 pcos9)2 — (1 —pB’)siny 


f(9,0) — Tre 0 pos (10. 4. 39) 
角 分 布 见 图 10. 4. 2, 可 见 能 量 主要 集中 在 v 方 向 . 相 
应 的 辐射 功率 为 > 
1 2e |y|: 
加 Jf‘9,9d0 4xeo 3c3 (1 一 8B2)2 
(10. 4. 40) 


辐射 阻尼 ; 从 方程 (10.4.30)、(10.4.37) 和 图 10.4.2 同步 辐射 角 分 布 
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(10. 4. 40) 可 见 , 带 电 粒 子 作 加 速 运动 时 辐射 电磁 波 . 仪 考虑 v/c 1 情况 ,由 方程 
(10. 4. 30) ,显然 粒子 在 单位 时 间 内 辐射 出 去 的 能 量 为 


2 # 
-时 = 二 知 17l (10. 4. 41) 
在 所 一 刀 时 间 间 隔 内 辐射 出 去 的 能 量 为 
=- 寺 -经 | ， | 2 1 2e2:f2， 
W hneo 3c3J [| 下 一 4neo | “dy 

2 ， 2 ft 。 

= 一 让 2 人 十 1 |v (10. 4. 42) 
1 


设 粒 子 作 周期 运动 且 ~ts 刚好 为 一 个 周期 ,那么 粒子 在 一 个 周期 内 辐射 出 去 的 


能 量 为 
_ 2 。 1 2 dy 
W= 4neo 3c3 7 dy 4reo 3c3 4 a 
1 2e2 刀 靖 
一 人 (10. 4. 43) 


由 于 辐射 ,粒子 损失 能 量 和 动量 而 作 阻 尼 运 动 ,相当 于 受到 一 个 阻尼 力 F, 的 作用 ， 
称 为 辐射 阻尼 力 . 由 能 量 守 恒定 律 ,粒子 辐射 出 去 的 能 量 应 该 等 于 辐射 阻尼 力 Fr， 
做 的 功 , 即 


名 1 2 ,» . 
| F, «vdi 一 Te 经] ve vd (10. 4. 44) 
由 (10. 4. 44) 式 ,辐射 阻尼 力 F, 为 
Fol 2c; 10.4.45) 


”dreo 3c3 
辐射 阻尼 力也 称 为 Lorentz 摩擦 力 . 显然 它 是 由 对 时 间 取 平均 的 方法 得 到 的 ,因此 
不 代表 瞬时 值 ,是 一 种 时 间 平 均 效应 . 一 般 带电 粒子 受到 的 外 力 比 辐射 阻尼 力 大 
得 多 . 


习 题 10 
10.1 如 果 电 荷 分 布 是 球 对 称 的 ,证 明 该 体系 不 可 能 辐射 电磁 波 . (提示 :证 明 


各 阶 电 多 极 和 矩 为 零 ) 
10. 2 ”一 个 电 侦 极 矩 p。 在 zxOy 平面 内 以 恒定 的 角速度 w 绕 z 轴 旋 转 , 求 辐 


。 射 场 分 布 、 能 流 密度 和 角 分 布 .提示 :旋转 的 电 偶 极 矩 可 写成 p(2) 一 po (coswtes 十 


sinawte)) 一 加 [cos(wt 一 人 6 十 sin(ot 一 p)ep]) 
答案 : 


B=— eA cos[o(t—z) Jeos0e, —sin[o(e—£)—9 ,| 
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ow p, . 
一 一 | cos| w(t 一 二 )— gp |cosoes 十 sin| (1 一 亏 ) 一 pje,| 
_ 《S。。dS pw 加 
/199) dn 32rzc 
10. 3 ”一 个 半径 为 尽 , 通 有 恒定 电流 I 的 圆 形 线圈 , 绕 一 直径 ( 取 为 > 轴 ) 以 、 
恒定 的 角速度 w 旋转 , 求 辐射 场 分 布 .能 流 密度 和 角 分 布 . (提示 :旋转 的 磁 偶 极 甜 
可 写成 m(t) 二 mo (coswtes 十 sinwte,) 二 mo[Lcos(wt 一 gp)e,tsin(wt—g)ey]) 
答案 : 


B 一 一 Low mo (eosLol: 一 三 )— 9 |eosdes 十 sin| w(t 一 三 )- pe:| 


(1 二 cos:0). 


4zrc27 
E = eh (eosloli 一 志 )- p |cose。 一 sin| wi 一 去 )— ples| 
f(0,9) 一 全 和 = (1 十 cosz)， 


10.4 ”两 个 相同 频率 和 振幅 的 电 偶 极 矩 ,相位 差 为 x/2, 但 户 方向 在 工 轴 ,P， 
方向 在 xOy 平面 内 且 与 有 内 角 , 求 辐射 的 平均 角 分 布 , (提示 :两 个 电 偶 极 撼 
可 表示 为 

= poexp(— iwt)es; 
ps= poexp[— i(wt 十 1/2)JCcosyes 十 sinWey) 


分 别 求 辐射 场 , 然 后 相 加 ) 
答案 : 
wp 
B= re cy {[sing + isin(g — y,) Jes 
二 [cosgt icos(g— J)Jcosde,}expLiCkr — wt)] 
4 2 
f(9,9) = 5 {2— sin?d[ cos’g+ cos: (g— J )]}. 


10. 5 ”两 个 电子 沿 着 半径 为 R 的 圆 轨道 作 恒定 角速度 w 的 运动 且 两 电子 在 
同一 直径 的 两 端 . (1) 辐射 的 角 分 布 和 辐射 场 的 偏振 情况 ; (2) 如 果 拿 走 一 个 电子 
则 情况 如 何 ? (提示 :两 个 电子 的 坐标 为 

ri = R(coswtes 十 sinwtey); rz 一 一 下 (coswtez 十 Sinwte,) 
故 电 偶 极 矩 p 为 零 ; 磁 偶 极 矩 m 二 二 2ewrR?e.,m 一 0, 故 必须 考虑 电 四 极 矩 辐射 
D= Raze[ (1 十 3cos2wt)e- ev 十 (1 一 3cos2wt)evey — 2e: ez 
十 3sin2wt (ere ey 二 er-ey)]) 


答案 :(1) 9, 由 一 全 sin29(1 十 cos29) ,9 二 0 和 x 时 为 圆 偏振 ,9 一 r/2 
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为 线 偏 振 ,一般 为 椭圆 偏振 ;(2) 只 有 一 个 电子 时 , 仅 需 要 考虑 电 偶 极 矩 辐射 p 一 
eR(coswtes 十 sinwte,) ,结果 与 习题 10. 2 类 似 . 本 题 也 可 先 求 一 个 电子 的 场 然后 
相 加 . 

10.6 半径 为 RR 的 均匀 磁铁 ,磁化 强度 为 Mo ,以 恒定 角速度 w 绕 过 球 心 且 垂 
直 于 M 的 轴 旋 转 CRw<<c) , 求 辐射 场 和 能 流 密度 . (提示 : 设 绕 z 轴 旋 转 , 则 MM 在 
XOy 平面 转动 ,该 转动 可 分 解 成 x 和 y 方向 的 两 个 线 振动 


m 一 SxR'M, (coswte; 十 sinwte,y) 
故 结果 与 题 10. 3 类 似 ) 


_ pow: ReMS 
答案 :5.) 一 T1872 
10. 7 ”一 个 磁 偶 极 矩 mm 绕 一 轴 以 恒定 的 角速度 w 旋转 ,m 与 旋转 轴 夹 角 为 a， 
求 辐射 功率 ;地 球 的 磁 矩 m 二 8.0X102A，。m? ,与 自转 轴 夹 角 为 "一 11 ,如 果 转 动 
能 量 由 于 磁极 矩 辐 射 而 减少 ,并 导致 一 天 长 度 变化 ,估计 变化 率 . (提示 : 磁 偶 极 矩 
分 解 为 


(1 十 cos2z9)e,。 


m(t) = mcosae: + m(coswtez 十 sinwte,) 
地 球 转动 惯量 为 1=8. 1X10”kg* m? ,转动 能 量 为 一 1w/2, 能 量变 化 率 等 于 辐 
射 功率 P= 一 dE/dt) 


答案 :辐射 功率 
P= ee sin2za 
转动 周期 变化 率 
dT _ TP _ 一 25 
i 2. 8 X 10°%s/d. 


10.8 ”围绕 质子 作 圆 周 运动 的 电子 ,开始 的 轨道 半径 为 
ao 一 4neofi:/ mee’) 一 0.529 X 10 0m 
电子 由 于 辐射 能 量 ,轨道 半径 越 来 越 小 . (1) 求 电子 与 原子 核 相 接触 的 时 间 ;(2) 在 
此 时 间 内 电子 辐射 的 能 量 , (提示 :电子 的 总 能 量 为 
E=T+V= mv 


ez 


ez 
4xeosR 8xeoR 


能 量变 化 
dE _dEdR_ ee dR ea? 


df dR BxeR’: dt 一 了 一 一 evE) 
答案 :(1) Tez3.2X107-18s; (2) E, 一 e/(8reoao). 本 题 说 明 经 典 的 原子 是 不 
稳定 的 . 
10.9 一 个 电 偶 极 矩 振幅 为 p, ,以 频率 w 振荡 . 它 与 一 无 限 大 理想 导体 平面 
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平行 且 相 距 a/2, 求 辐射 场 和 平均 角 分布 . (提示 :建立 直角 坐标 系 , 以 导体 法 向 为 z 
轴 方 向 , 电 偶 极 矩 位 于 xz 轴 上 ,方向 为 z 轴 方 向 ,用 镜像 法 , 像 偶 极 矩 在 (一 a/2,0， 
0) 处 , 偶 极 矩 为 
p’ =— poexp(— iwt)e, 
分 别 求 两 个 偶 极 矩 的 场 分 布 , 然 后 相 加 . 注意 : 电 偶 极 矩 和 像 电 偶 极 矩 到 观察 
点 的 距离 可 近似 为 


a 
nr—e.* Fe 一 了 一 


2 


Q 


2 sind cosgp 


a Q ， 
rar e,* Her 一 了 十 亏 Sin9gcosp) 


2 2 
答案 : 
一 job ，。，/ 玉 , 
B= sind sin( 2 asingcosypjevexp[i( 杂 wt) | 
_ iw po 


sin9sin ( ksiny cosp Jeoexp[iCkr — wt)]. 


2reoc27 2 

10. 10 ”一 个 电 偶 极 矩 振幅 为 p, ,以 角 频 率 w 振荡 . 它 与 一 无 限 大 理想 导体 平 
面 垂直 有 旦 相 上 距 a/2, 求 辐射 场 和 平均 角 分 布 . (提示 :建立 直角 坐标 系 ,以 导体 法 向 
”为 = 轴 方 向 , 电 偶 极 矩 位 于 z 轴 上 ,方向 为 轴 方 向 ,用 镜像 法 , 像 偶 极 矩 在 (0,0， 
一 a/2) 处 , 偶 极 矩 为 

有 =— poexp(— iwt)e. 

分 别 求 两 个 偶 极 矩 的 场 分 布 ,然后 相 加 . 注意 : 电 偶 极 矩 和 像 电 偶 极 矩 到 观察 点 的 
距离 可 近似 为 


a a 
ri 人 7 一 让 COSY9; 72 之 7 十 2 C059) 


2 
答案 : 
i p。. . /Ek . 。 
一 Dsindsin( 3asind )esexpLiC hr — wt)] 
io po 


singsin( Sasing )esexpL[iCb — wt)]. 


2reoc27 


第 11 章 运动 体系 的 电磁 场 和 波 


以 上 几 章 介绍 了 经 典 电 磁 学 的 基本 理论 . 对 电磁 波 方程 中 出 现 的 常数 , 即 光速 
c 一 1/ Vsom 并 没有 过 多 的 关心 . 现在 的 问题 是 :这 个 普 适 常数 是 针对 哪个 坐标 系 
的 ? 我 们 知道 声速 是 相对 于 介质 静止 的 坐标 系 的 声 传播 速度 , 这 里 存在 介质 是 关 
键 . 那么 是 否 也 存在 一 种 介质 ,在 相对 于 这 个 介质 静止 的 坐标 系 内 ,电磁 波 的 速度 
是 光速 ? 在 相对 于 这 个 介质 运动 的 坐标 系 内 ,电磁 波 又 如 何 传播 ? 实验 证 明 , 这 样 
的 介质 是 不 存在 的 ,而 且 在 一 切 惯性 参考 系 内 ,光速 c 是 一 个 不 变 的 常数 . 


11. 1 Lorentz 变换 和 Minkowski 空间 


物理 世界 的 规律 是 通过 时 间 和 空间 坐标 来 描述 的 , 而 物理 规律 本 身 应当 与 坐 
标 系 的 选择 无 关 . 也 就 是 说 在 不 同 的 坐标 系 中 ,物理 规律 表述 的 形式 始终 保持 不 
变 ,这 是 一 个 重要 的 基本 假定 , 称 为 相对 性 原理 . 

我 们 首先 来 看 力学 的 相对 性 原理 . 由 第 1 章 , 牛 顿 力学 在 惯性 参考 系 内 成 立 ， 
不 同 的 惯性 参考 系 由 Galileo 变换 联系 . 假定 惯性 参考 系 S 相对 于 另 一 个 惯性 参 
考 系 S 在 x 方向 以 v 勾 速 运 动 , 且 假 定时 间 为 零 时 ,二 个 参考 系 的 坐标 原点 重合 ， 
那么 坐标 变换 为 

Xx =X—vt; y=y; z =z; t=t (11. 1. 1) 
其 中 :和 # 分 别 表示 两 个 参考 系 内 观察 事件 P 发 生 的 时 刻 . 上 式 表明 ;时间 上 是 绝 
对 的 ,与 坐标 系 的 运动 无 关 ; 空 间 也 是 绝对 的 , 即 两 点 之 间 的 间隔 (xi 一 Xx1) 二 (zx 一 
zi) 与 坐标 系 的 运动 无 关 . 由 于 牛顿 第 二 定律 是 关于 时 间 的 二 阶 导数 ,在 S 系 内 ， 
如 果 下 一 m7 ,那么 在 S' 系 内 必定 有 FF' 二 mr“. 因此 牛顿 方程 在 Galileo 变换 
(11, 1. 1) 下 保持 形式 不 变 . 

但 是 ,经 典 电磁 学 的 Maxwell 方程 组 在 Galileo 变换 下 是 否 也 保持 不 变 ? 看 
一 个 简单 的 例子 :如 果 在 S 内 

oB 


vxXE=—— (11.1.2) 
那么 在 S 内 
, /aBo ,Bar\ /8B_, 35 aB 
Y xE= (¥ Bt dr = (F vo) 3 


显然 在 两 个 坐标 系 内 ,Maxwell 方程 组 的 形式 不 同 . Galileo 变换 对 电磁 波 传播 规 
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律 的 描述 是 不 正确 的 ! Michelson-Morley 实验 表明 :在 不 同 惯性 参考 系 中 测量 得 
到 的 光速 为 常数 c, 而 由 Galileo 变换 是 不 可 能 得 到 这 样 的 结论 的 . 因此 必须 寻找 
新 的 坐标 变换 ,在 新 的 坐标 变换 下 ,力学 和 电磁 学 规律 具有 不 变性 . 下 面 介 绍 这 个 
新 的 变换 , 称 为 Lorentz 变换 . 
Einstein 假定 :相对 性 原理 , 即 所 有 的 自然 规律 在 一 切 惯性 参考 系 中 有 相同 
的 形式 . 这 里 的 自然 规律 包括 力学 、 电 磁 学 等 规律 ;中 光速 不 变 原 理 , 即 在 一 切 惯性 
参考 系 中 测量 到 的 真空 中 光速 为 c. 
Lorentz 变换 :假定 惯性 参考 系 S 相对 于 另 一 一 个 惯性 参考 系 S 在 方向 以 v 
匀速 运动 且 时 间 为 零 时 ,两 个 参考 系 的 坐标 原点 重合 . 在 i 二 t 二 0 时 ,在 坐标 原点 
发 出 一 个 闪光, 经 过 一 段 时 间 后 ,在 两 个 坐标 系 测量 到 光 信号 的 空 - -时 坐标 分 别 为 
(z,yszst) 和 (zx ，y ,zx ，t ). 根据 光速 不 变 原 理 ,S 和 S 系 中 闪光 的 传播 速度 都 为 
c, 于 是 
(xz? 十 十 2) 一 CO 一 0 (11.1. 3) 
(xX? 十 十 22) 一 ct? 二 0 (11. 1.4) 
发 出 闪光 与 接收 到 闪光 可 看 作 两 个 发 生 的 事件 ,于 是 定义 两 事件 的 空 -时 间隔 为 
s= VE Ty Fe eR; s ~ /rty tro (1.1.5) 
当 两 个 事件 用 电磁 信号 联系 时 s 二 s 一 0, 否 则 不 为 零 . 
出 于 S 和 5S’ 都 是 惯性 参考 系 ,假定 时 空 是 均匀 和 各 向 同性 的 ,一 个 事件 在 两 
个 坐标 系 中 的 变换 应 是 线性 变换 ,并 且 两 个 惯性 系 相互 变换 是 等 价 的 ,于 是 在 不 同 
惯性 参考 系 内 ,两 个 事件 发 生 的 空 -时 间隔 s 和 s“ 应 相等 或 至 多 差 一 个 常数 . 因此 
由 光速 不 变 原理 ,可 以 令 :一 *， 即 
《x2 十 十 2) 一 二 《(T 十 六 十 2) 一 0 (11. 1. 6) 
上 式 称 为 空 - 时 间隔 不 变 , 它 是 光速 不 变 原理 的 数学 表达 式 . 设 S 和 S' 系 变换 的 一 
般 关 系 为 
x =anriau(d); y =y; x =z d= auzritau(dt) 
(11. 1.7) 
代入 式 (11. 1. 6) 得 到 
af 一 0 和 一 1 aa 一 Q404 一 0; a — a = 一 1 (11. 1. 8) 
由 于 在 t=0 时 原点 OQ 与 O "重合, 经 过 t 时 间 后 S 的 原点 O' 在 S 系 看 来 在 x 一 vt 
处 ;将 x 二 0,z 二 vt 代入 方程 (11. 1.7) 第 一 式 得 到 


0 一 am 十 aa(c) (11. 1. 9) 
解 方程 (11. 1. 8) 和 (11. 1. 9) 得 到 
,1 ， _， 一 we 
Ql 一 Q44 一 /I Q1 一 Q41 一 二 (11. 1. 10) 


因此 由 方程 (11. 1. 6) 得 到 坐标 变换 为 


第 11 章 ”运动 体系 的 电磁 场 和 波 ” 217 


/ 并 一 让 / / ,_it—u/c 


2 一 ; y=y; z=z; (11. 1. 11) 
v1—Pp’ ” V1—p’ 
其 中 6 一 w/c. (11.1. 11) 式 称 为 Lorentz 变换 . 显然 着 变换 为 
_ x 二 vt / / 二 we /ce 
工 二 ; y=y; 2 =z; 一 一 一 一 (11. 1. 12) 
A ° /1— Pp: 


当 Bp 二 v/c&1 时 ,Lorentz 变换 退化 为 Galileo 变换 . 

从 Lorentz 变换 可 以 得 出 时 间 脱 胀 和 长 度 收缩 二 个 重要 结论 . 

1. 时 间 膨 胀 : 设 有 一 个 时 钟 在 S 内 静止 ,在 S 的 同一 地 点 从 性 到 终 发 生 两 个 
事件 ,那么 事件 发 生 的 时 间 间 隔 为 Ar 一 蔚 一 妇 , 称 时 钟 相对 静止 的 坐标 测量 的 时 间 
间隔 为 固有 时 间 间 隔 .在 S 系 看 来 时 间 间 隔 是 多 少 呢 ? 利用 Lorentz 变换 
(11. 1. 11) ,发 生 第 一 、 二 个 事件 的 时 间 分 别 为 


_ + we/c? 一 t+ we’ /ce? 


tl ; tz (11. 1. 13) 
/1—B’ /1—pB’ 
故 时 间 间 隔 为 
A 一 一 一 -一 全 (11.1.14) 
/1—B /1—PB 


所 以 在 相对 运动 的 坐标 系 测量 到 的 时 间 间 隔 变 长 了 , 称 为 时 间 脱 胀 . 

2. 长 度 收缩 : 设 在 S 内 静止 的 尺子 ,两 端的 坐标 分 别 为 z1 和 了 ,那么 它 的 长 
度 为 4 二 zs 一 zi , 称 尺子 相对 静止 的 坐标 测量 的 长 度 为 固有 长 度 . 在 S 系 看 来 尺子 
的 长 度 应 该 是 多 少 呢 ?在 S 系 看 来 尺子 两 端的 坐标 分 别 为 zs 和 z ,由 Lorentz 变 
换 (11. 1. 11) 


rm (11. 1. 15) 
Vi—B? 1—pB 
因此 
tt 加 一 富 ) 一 7 和 一 记 。 (11.1.16) 
vi 主 施 
而 在 S 系 测 量 尺子 的 长 度 必须 同时 测量 两 端的 坐标 , 即 to 一 二 0, 故 
1= zx = 1 Vip (11. 1.17) 
所 以 在 相对 运动 的 坐标 系 测量 的 尺子 长 度 变 短 了 , 称 为 长 度 收缩 . 
从 Lorentz 坐标 变换 可 以 得 到 速度 变换 的 公式 . 由 式 (11. 1. 11) ， 
dz' 一 dr—vdt dy =dy; dz' 一 dz df 一 全 一 zdz/c 
v1—B Vi—pF 
(11. 1. 18) 
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1 一 一 一 一 《11.1. 19) 


对 忆 和 ww! 可 得 到 类 似 的 表示 式 . 由 式 (11. 1. 18) 得 到 
,一 一 VB J uv-p 


2Wz 一 ; 了 (11. 1. 20) 
1 zu 1 zu 1 zw 
Minkowski 空间 :引入 虚数 zx 二 ict, 并 用 ziyzs 和 zs 代替 x,y 和 zz, 那么 空 - 
时 间隔 可 表示 成 


44 
二 XI 十 驻 十 如 十 XI 二 > xox = roxe (11. 1. 21) 
so=1 
这 样 我 们 就 可 以 引进 一 个 虚构 的 四 维 空间 , 称 为 Minkowski 空间 ,其 坐标 轴 为 
To = (ZX1 ,Ta ,Ts ,TX4) (11. 1. 22) 


四 维 空间 的 长 度 ( 或 称 范 数 ) 为 5. 
另 一 方面 ,Lorentz 变换 (11. 1. 11) 可 写成 矩阵 的 形式 


x1 y 0 0 ipyyfz 2 
2 0 1 0 011zz Xz 
?| = 二 A (11. 1. 23) 
A 0 01 0|lz zs | 
和 一 107 0 0 pa Xa Ta 
或 者 写成 分 量 的 形式 
4 
X= Parr, =avr, (ov = 1,2,3,4) (11.1.24) 


,一 1 


其 中 y 二 1/v 1—pP?. 把 Xe = (XT » XT2 9T3 ,TX4) 和 好 一 (zf ,XZ ,TS ,Z4) 看 成 两 个 不 同 的 
Minkowski 空间 ,显然 4 就 是 这 两 个 Minkowski 空间 的 线性 变换 . 因为 


4 
5 一 Dr adrrto 一 Tare 一 下 (11. 1. 25) 


故 A 是 一 个 正 交 变换 . 在 正 交 变换 下 ,不 同 的 物理 量 有 不 同 的 变换 关系 ,根据 不 同 
的 关系 ,把 物理 量 区 分 为 标量 .矢量 .二 阶 张 量 , 等 等 . 
1. 标量 :在 正 交 变 换 下 不 变 的 量 , 如 上 式 中 的 四 维 长 度 s; 
2. 矢量 : 设 在 空间 xz。 有 4 个 数 p, 一 (p, ,pi,ps,pP4), 通 过 正 交 变换 后 ,在 
九 空 间 变 成 ps 且 有 关系 
p= anp, (so=1,2,3,4) (11. 1. 26) 
那么 称 p, 为 矢量 ; 
3. 二 阶 张 量 : 设 在 空间 zx 有 全 一 16 个 数 如 ,通过 正 交 变 换 a 后 ,在 zs 空间 
变 成 ps 且 有 关系 
ph, = amarp,. (gy = 1,2,3,4) (11. 1. 27) 
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那么 称 p,, 为 二 阶 张 量 ，; 
4. nn 阶 张 量 : 设 在 空间 zx。 有 4 各个 数 p。. ,通过 正 交 变换 a6 后 ,在 x 空间 变 成 
加 .上 且 有 关系 
P= anaw "Aypoy o's = 1,2,3,4) (11. 1. 28) 
那么 称 p,.., 为 n 阶 张 量 . 显然 0 阶 张 量 为 标量 ,1 阶 张 量 为 矢量 . 
任何 物理 规律 都 是 由 物理 量 构成 的 一 些 等 式 . 相对 性 原理 要 求 物 理 规 律 在 任 
何 一 个 惯性 参考 系 都 相同 . 这 意味 着 :在 坐标 变换 下 ,表示 物理 规律 的 等 式 的 形式 
应 保持 不 变 . 如 果 等 式 两 边 的 物理 量 是 由 同 阶 的 张 量 构成 ,那么 这 种 形式 的 方程 一 
定 满足 相对 性 原理 , 称 这 种 形式 的 方程 为 协 变 式 . 如 某 一 物理 规律 为 A, 王 B, ,其 中 
A,.B, 是 S 系 中 的 不 同 物理 量 . 由 于 A,、B, 蚌 一 阶 张 量 :As 二 asA, 和 Bs==awB,， 
于 是 
A’= a,A, = a»,B, = B, (11. 1. 29) 
即 在 S' 系 中 也 有 形式 As; 二 Bi. 因此 ,判断 一 个 物理 规律 是 否 满 足 相 对 性 原理 ,只 要 
看 其 物理 方程 是 否 协 变 . 
例 11.1.1 证 明 下 列 关 系 : 
1. 坐标 的 一 阶 偏 导数 相当 于 一 阶 张 量 ; 
2. 两 个 四 维 矢 量 的 标量 积 为 不 变量 ; 
3. 一 个 四 维 矢量 的 四 维 散 度 为 一 不 变量 ; 
4. 四 维 波 动 算 符 为 不 变量 . 


解 1. 因为 
9 = 9 0%, = -9 (11. 1. 30) 
dx’ Or, Ox, Ox, 
由 矢量 的 定义 式 (11. 1. 26) ,ae/az, 相当 于 一 阶 张 量 ; 
2. 两 个 四 维 矢量 A, 和 B, 的 标量 积 为 
A,B, = AiBi AB; + A:B: AB, (11. 1. 31) 


在 坐标 变换 下 
A’B’= anAaopBp 一 anaoeA,Bp 三 GeA,Bn 一 ApBe (11. 1. 32) 
故 A,B, 是 坐标 不 变量 ; 
3. 四 维 矢量 A, 的 散 度 为 
oA, oAi 十 694， OAs 十 dds 


一 (11. 1. 33) 
Oxs OX1 Ax, Qzs Qzs 
在 坐标 变换 下 
3A,_ 3A, ar _ a aA’ 
Ox; Ox, x’ ” ax, 
= anamp 3a4e _ 3, os ~ oe (11.1.34) 


220 ”理论 物理 导论 


故 结论 得 证 ; 
4. 四 维 波动 算 符 为 


= +- -9 11.1.35 
OxXs Oxs x1 GQrl x; rz zxs3 Ozx3 Ox Ox ) 
在 坐标 变换 下 
3 9 9 3 3 3 ea 
=aag -ha9--39 (1.1.36 
Br Br Nan dr Ba Boa ‘ ) 
因此 四 维 波动 算 符 为 不 变量 . 


11.2 ” Maxwell 方程 组 的 协 变 形式 和 场 的 Hamilton 函数 


下 面 写 出 Maxwell 方程 组 的 协 变形 式 . 
四 维 电流 密度 :电荷 -电流 连续 性 方程 为 
V.j+%=0 1.2.1 
ot 
上 式 改写 成 
ON! ,2: | js ，9)4 
Bx! ar rs az 
其 中 J4 =icp. 因此 如 果 引 入 四 维 电流 密度 jo=01,j2)1314) = ,jh) , 则 上 式 可 写 
成 形式 


一 0 (11. 2. 2) 


Ojo 

Bx, 

可 以 证 明 j, 确实 是 一 个 四 维 矢量 ,因此 由 式 (11. 1. 34), 上 式 是 协 变 的 . 因 j, 是 四 
维 矢量 , 即 j/ 二 awj,. 用 ao 的 矩阵 形式 展开 后 可 得 到 电流 和 电荷 密度 的 变换 关系 


j= 71—pv); fj2= jo; 7 一 以 一 yo 一 (11. 2. 4) 
四 维 势 和 波动 方程 :矢量 势 和 标量 势 满足 波动 方程 


0 (11. 2. 3) 


1 FA ， 18935_ 2 
4 工 94 0j, ViG— -oe 11. 2. 5) 
VA 2 op poj VS 2 op zo ( 

以 及 Lorentz 规范 

VvV.A+ 2= (11. 2. 6) 
co ot . 
定义 四 维 矢 量 
A,= (asie) (11.2.7) 
人 


那么 方程 (11. 2. 5) 可 合 写 成 协 变形 式 
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da 3A4, .| 
-3 pj (= 1,2,3,4) (11. 2. 8) 
Lorentz 规范 式 (11. 2. 6) 也 可 写 协 变 形式 
oA 
0 一 0 . 
: (11. 2.9) 


显然 ,由 式 (11. 1. 34) 和 (11. 1. 36) , (11. 2. 8) 和 (11. 2. 9) 两 个 方程 是 协 变 的 . 
Maxwell 方程 组 : 电磁 场 强度 
34 


B=VXA4; E=— Vo—3 (11. 2. 10) 
不 是 四 维和 撩 量 , 但 是 利用 四 维 势 A, 二 (4,iB/c) ,第 一 个 分 量 形式 为 
A， 4， 6 934 
B 一 二 一 人 已 一 一 < 一 一 .2 
ar dz ' dr: ot (1.2.11) 
第 二 式 可 写成 
i oOo/i oA1 oA, , 3h 
TF, =— 二 一 人 < 十 生 2 .2. 
c ae c 上 + adic) azi 二 让 2 


同样 可 用 四 维 势 写 出 第 二 和 第 三 个 分 量 . 受 (11. 2. 12) 式 的 启发 ,可 以 用 忆 和 B 的 
各 个 分 量 构成 一 个 二 阶 反对 称 张 量 


F, 三 一 -一 十 一 一 一 上 (11. 2. 13) 


显然 Fz 二 Bi, Fy 一 iEi/c. 下 .的 矩阵 形式 为 
0 B, —B, —iEi/c 
—B 0 B 一 还 
FE = ! 一 io/ (11. 2. 14) 
B, —Bi 0 一 iEs/c 
iEi/c iEs/c iEs/c 0 


可 见 五 一 cCF4 ,Fy ,Fs) /i 和 B= (Fz ,Fa , Fi2). 于 是 两 个 Maxwell 方程 


,9E 
VE= p/eo; VXB=— pljte) (11.2. 15) 
可 统一 写成 协 变形 式 
oF 
“jj, (Go=1,2,3, 11.2. 16 
3 = pis (0 = 1,2,3,4) (11. 2. 16) 
而 另外 两 个 Maxwell 方程 
V.B=0; VxXE=-—2 (11.2.17) 
a 
可 统一 写成 协 变 形式 
Fs | Fs | OP 一 0 G1.2.18) 


Ox 人 QZzv Ox, 
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方程 (11. 2. 16) 和 (11. 2. 18) 即 为 协 变形 式 的 Maxwell 方程 组 . 
电磁 场 的 能 量 和 动量 也 可 以 写成 协 变 的 形式 . 
1。Lorentz 力 密度 
f=pE+jXxB (11. 2. 19) 
上 式 左 边 是 一 个 三 维 矢量 ,右边 p 和 j 构成 四 维和 拓 量 j, 二 (j,j4), 而 E 和 8B 构成 电 
磁 张 量 . 张 量 与 矢量 的 点 积 为 矢量 , 故 可 能 的 途径 为 


fo = Fj, (11. 2. 20) 
万 = Fuji Fj Fjs Fujs = | “EE (11. 2. 21) 
可 见 fi 与 功率 密度 相 联 系 . 
2. 能 量 -动量 张 量 
由 方程 (11. 2. 2 和 2. 16) 
aF, 1 oF, 
一 一 二 | -一 —F, . 2. 22 
f= Fj, PF 2 Es (FFa) pa Se | (11. 2. 22) 
第 二 项 求 和 指标 交换 
OF, _ er _ 1 oF, oF 
Fa 一 及 一 (Fa a + 2 ) 


= 1F, (Se + oe) (11. 2. 23) 


2 ”ar az 
其 中 已 经 利用 式 (11. 2. 13) , 即 电 磁 张 量 的 反对 称 性 :Fs 二 一 F. 进一步 利用 方程 
(11. 2. 18) ,上 式 可 写成 


oF 1 oF, 1 3 
一 一 二 一 一 一 一 (FyF 
”Ba 2 Oxs 4 Be aFa) 
一 工 -9 (FF,) (11. 2. 24) 
4 Bz, 
代入 式 (11. 2. 22) 得 到 
/一 二 | 说- mi wm wr | 
Ho 
1 8 
二 一 一 | FF 十 一 TIFF yO (11. 2. 25) 
Apo OX 
定义 张 量 
Gu = FF + TPP (11. 2. 26) 


则 四 维 力 密度 可 写成 
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= 一 一 (c= 1,2,3,4) (11. 2. 27) 


把 FF 的 表达 式 (11. 2. 14) 代 入 (11. 2. 26) 得 到 Gu 的 和 矩阵 形式 为 

—Tn 一 Th —T 一 icgl 

— Tz 一 了 22 一 Ts 一 icg， 

[cu = | 一 Ti Ts —Ts 一 icgs (11. 2. 28) 
一 二 S， 一 二 S， 一 二 S。 w 
C 人 Cc 

其 中 Ti (i,k 二 1,2,3) 是 Maxwell 应 力 张 量 了 的 九 个 分 量 ;Si(G 一 1,2,3) 是 能 量 流 
矢量 $. 的 三 个 分 有 量 ;gi(i 一 1,2,3) 是 动量 流 密度 矢量 g 的 三 个 分 量 ;w 是 能 量 密 


度 , 它 们 分 别 由 式 (7. 4. 16) (7. 4. 6) (7. 4. 19) 和 (7. 4. 9) 表 示 . 
不 难 验 证 , 当 o==1,2,3 时 ,方程 (11. 2. 27) 给 出 动量 守恒 方程 的 微分 形式 


13S。 
VV: Tia ™ f (11. 2. 29) 
而 当 o==4 时 给 出 能 量 守恒 方程 (7. 4. 10) 
V8. + =——E.j (11. 2. 30) 


故 Ga 称 为 能 量 -动量 张 量 . 
电磁 场 的 Lagrange 函数 和 Hamilton 函数 :为 了 把 Hamilton 力学 的 最 小 作用 
量 原理 推广 到 电磁 场 问题 ,定义 Lagrange 密度 函数 


4 一 L( 42 (11.2. 31) 


注意 ;上 式 中 cy 都 可 从 1 变 到 4,A, 相当 于 广义 坐标 . Lagrange 密度 函数 构成 的 
原则 是 从 Hamilton 原理 


3S = 8|4d'z = f(A ) ds =—0 (11. 2. 32) 


可 以 导出 电磁 场 方程 (11. 2. 8). 式 中 dt 二 dridxzdzadxs. 因为 是 标量 ,A。 和 j。 
是 四 维 矢量 ,由 四 维 矢量 A, 和 j。 构成 标量 4 的 简单 方法 是 取 


1 3A, 34, 芯 
1 vd SAj, (11. 2. 33) 
区 之 QZz， Ox, 2 " 


代入 方程 (11. 2. 32) 


sjed'z =3|(— 去 2 a +Ajs)dr=0 (1.2.34) 
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显然 
| 2 2 2 网 一 0 (11. 2. 35) 
首先 讨论 第 一 项 积分 
2 diz -|| 二 ( (过 2 )84。 |a'z (11. 2. 36) 


L 直 第 一 项 化 体 可 分 为 积分 和 到” 


Te Eh 


-J.¥ ah, 
=|(- 2 3 dz (11. 2. 37) 


其 中 dS 可 看 成 是 四 维 空间 中 超 曲面 的 面积 元 ,S 为 区 域 的 边界 面 . 在 边界 面 上 , 场 
应 该 作为 边界 条 件 给 出 , 故 8A, 1s 二 0. 把 式 (11. 2. 37) 代 人 式 (11. 2. 35) 得 到 


a )a4。 dz 


[人 1 之 2 ahvdz 一 0 (11. 2. 38) 
20 
由 变 分 的 任意 性 ,得 到 
Ei 一 一 /oj (0o = 1,2,3,4) (11. 2. 39) 


与 方程 (11. 2. 8) 一 致 , 故 Lagrange 密度 选择 式 (11. 2. 33) 是 正确 的 . 
与 Hamilton 力学 中 类 似 , 定 义 电磁 场 的 正则 动量 (注意 x 二 icz) 


ol 1 ot 1 1 4， 
一 一 一 一 一 二 《11. 2. 40 
Ne aA, ic 32) -( 二 2) ( ) 
OX4 
故 Hamilton 函数 密度 为 
1 3A,\/. 34， 
h 一 一 上 = 一 
nA, 《 ， (去 zs ) (i 3 ) 
1 834.94, 4, 1 24,34, 
2p0 OX, Ox, i Ao Qz4 OXs 
1 34 3h 4Aj， (11. 2. 41) 
2 Ox, OX, 


可 以 证 明 ;: 在 三 维 空间 中 ,电磁 体系 的 Hamilton 六 
H = [hdrdrzdz = 下 (e+ 十 二 下) )ar—|4 .jdsr (11.2.42) 
显然 对 无 源 情 况 , Hamilton 函数 为 体系 的 总 电 补 能 最 
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11.3 电磁场 的 变换 和 电磁 场 的 不 变量 


因为 F, 是 四 维 张 量 , 故 有 变换 关系 
FE 一 aa (11. 3. 1) 
对 照 式 (11. 2. 14) 
B’= (Fz, Fs, Fis) = (ayas Fo asaiF QQ 2eF ) 


了 1 一 11. 3. 2 
pg/= TFa , Fs, Fs) = 工 (auarFe auaxFw ,aras PF,) ( ) 
具体 计算 后 得 到 
Ei= E; B'= B， 
FE’= (FE; — vB;) B’= (也 十 哎 :/c2) 
2 一 一 一 ; 2 一 -一 一 一 一 一 
Vi— w/e Vi— w/e (11. 3. 3) 


EE = (Es t+ vBs) B‘= (B: — vE2/c’) 
VI Vi—¥/e 
上 和 式 中 只 要 :@ 把 等 号 左边 的 撤 号 去 除 ;@) 等 号 右边 的 场 量 加 撤 ;@ 把 " 改 成 (一 由 
即 可 得 到 反 变换 . 若 把 场 分 解 成 与 相对 速度 平行 和 垂直 的 分 量 , 即 E==El 十 EL 和 


B=B| +B, ,那么 上 式 可 以 写成 更 紧凑 的 形式 


E\=E,; B= BI 
pg = (EtvxXB), B= (B—rvXE/c)] (11. 3. 4) 
+: VP ViE 


例 11.3.1 匀速 运动 电荷 的 场 . 
解 : 设 S' 坐 标 系 建立 在 电荷 上 ,原点 为 电荷 位 置 .在 S 系 ,电荷 静止 ,于 是 电 
场 和 磁场 为 


和 区 / q 3 /gq zx 
一 二 3; 一 2 Es= 三 11. 3.5 
4reo 7 3 E, 4neo rs Te 7 《 ) 
B=0; B* 一 0 Bz 一 0 (11. 3. 6) 
利用 变换 (11. 3. 3) 的 逆 变 换 ， 在 S 系 , 即 实验 室 坐标 系 中 
/ / 
Ey E-y-0 二 
E, 4neor 3s 2 7 4xeo 3 》 E, Y hneo /3 (11. 3. 7) 
/ 4 
Uz q vy 
B,=0; B, ,7 5 B., = 7 1 (11. 3.8) 


利用 Lorentz 变换 (11. 1. 11) 


9g Y(z— vt) 9 _Yy gq _ 和 钦 
一 一 一 一 一， 了 上, 一 一 一 ; FE, = (11. 3. 9) 
4neo R’ ” 4xeo R’ 4reo R3 


区 
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B.=0，B, = 一 -2 卫 您 ，B. 一 一 二 意 (11. 3. 10) 


其 中 恨 二 六 (zx 一 wt)? 十 y 十 安 . 分 两 种 情况 讨论 . 
1，me&c,ysz1, 式 (11. 3.9) 和 (11. 3. 10) 可 写成 


1 
忆 一 -2 了 工 ， 且 一 过?X 百 一 甸 开 办 (11. 3.11) 
C dx 7 


其 中 r 二 xei 十 yez 十 zes, 可 见 , 低 速 运 动 的 电荷 激发 的 电场 与 静电 场 一 样 ,而 磁场 
与 稳 恒 电流 激发 的 场 一 样 ， 

2，vesc,y 汶 1, 设 :一 0 时 电荷 刚好 与 S 系 的 原点 重合 , 仅 分 析 :一 0 时 刻 电 场 
和 磁场 分 布 


巨 一 -2 Lr B= SvxE (11. 3. 12) 
C 


其 中 R= 二 区 十 十 飞 .因为 


| 2 让 
R=7Y 二 ty 一 (1 一 有 7) 于 tr (11. 3. 13) 


又 y 一 pelyoz 一 pr, 令 ?与 r 的 夹 角 为 9:vx 二 Vv。 7 一 Zrcos9, 因 此 上 式 变 成 
及 = 一方 VG 一 6) 十 Recoss9 = y V1—Bsind) 《11.3. 14) 
代入 方程 (11. 3. 12) 得 到 二 0 时 刻 的 电场 
gq (1— Bp) 


E= 11. 3. 15 
4reo PEO prsinid) J 11. 3.18) 
在 垂直 方向 0 二 x/2: 
9 7 gq 1 
El Dre 7 > Te (11. 3. 16) 
在 平行 方向 9 二 0; 
9 :1 gq 1 
二 一 一 (1 一 一 之 一 一 11. 3.17 
El = (PT <i ( ) 


因此 在 S 系 看 ,平行 于 运动 方向 的 电场 变 小 .垂直 于 运动 方向 的 电场 变 大 ,而 在 S 
系 看 来 ,两 个 方向 大 小 是 一 样 的 . 当 vw>c,E1 一 0,E1 一 co, 即 电场 基本 集中 在 垂直 
运动 方向 ,如 图 11. 3. 1. 

能 流 密 度 矢量 为 


S。 iExXB—_L,[ExX GxE)] 
Ap Koc 


——i[Ev—(E . WE] (11. 3. 18) 
Ao 
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图 11.3.1 运动 电荷 产生 的 场 和 辐射 能 流 


S。 的 径 向 分 量 为 
Se r= [Ey (EB WE Nn] (11. 3. 19) 
poc 


而 E~r, 故 上 式 给 出 S。，r 二 0, 即 没有 能 流 沿 径 向 辐射 出 去 ,如 图 11. 3. 1. 当 vw->c 
时 ,El 0, 只 有 垂直 分 量 ,E_|v, 即 EE，v20, 于 是 
S. 一 LE4 = wy (11. 3. 20) 
HoC 

上 式 表明 :在 实验 室 坐 标 系 看 来 ,电磁 场 能 量 以 速度 v 随 电荷 一 起 运动 . 

电磁 场 的 不 变量 ;由 以 上 讨论 ,我 们 知道 在 不 同 的 惯性 参考 系 中 ,测量 电磁 场 
具有 不 同 的 结果 . 似乎 Lorentz 变换 可 以 使 EE 和 B 具有 任意 值 . 事实 上 ,这 只 是 问 
题 的 一 个 方面 , 另 一 方面 电场 与 磁场 的 相对 性 中 还 包含 着 绝对 的 一 面 , 即 存在 一 些 
电磁 场 的 不 变量 , 它们 在 Lorentz 变换 下 保持 不 变 . 由 电磁 场 的 变换 关系 式 
(11. 3. 3) ,不 难 证 明 两 个 不 变量 (见习 题 11. 1) 


Br 一气 一 不 变量 E…B == 不 变量 (11. 3. 21) 


事实 上 可 以 证 明 电磁 场 只 存在 这 两 个 独立 的 不 变量 . 从 上 式 我 们 可 以 得 到 如 下 结论 ， 

1. 车 电磁 场 在 某 一 个 惯性 参考 系 内 垂直 EB 二 0, 则 在 所 有 的 惯性 参考 系 内 
电场 与 磁场 垂直 ; 

2. 若 电磁 场 在 某 一 个 惯性 参考 系 内 有 关系 一 cB, 则 在 所 有 的 惯性 参考 系 内 
FE’ =cB’; 

3. 若 某 一 个 惯性 参考 系 内 E>cB, 则 找 不 到 一 个 惯性 参考 系 使 F<cB'; 

4. 著 在 某 一 个 惯性 参考 系 内 百 。 了 3 一 0, 总 能 够 找到 一 个 惯性 参考 系 , 在 这 个 
惯性 参考 系 内 中 仅 存在 电场 或 者 磁场 (由 >>cB 或 者 E<cB 决定 )， 
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上 述 结论 1-3 可 直接 从 式 (11. 3. 21) 得 到 . 结论 4 证明; 假定 在 S 系 内 只 存在 磁 
场 , 则 由 式 (11. 3. 3) ,要 求 


E=0; E—wwB;=0; E+vwB:=—0 (11. 3. 22) 
故 - 
v= v= (11. 3. 23) 
B, B, 


上 式 要 求 EBs 十 E;Bs 一 E。B 一 0. 对 假定 在 S' 系 内 只 存在 电场 情况 ,证 明 过 程 
类 似 . 


11.4 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 和 Hamilton 函数 


Lorentz 变换 由 光速 不 变 原 理 推 出 ,Maxwell 方程 组 在 Lorentz 变换 下 显然 具 
有 不 变性 . 那么 牛顿 力学 必须 修改 ,以 满足 在 Lorentz 变换 下 具有 不 变性 的 相对 性 
原理 . 
四 维 速度 和 加 速度 :在 牛顿 力学 中 ,质点 的 位 置 由 (x,y,z) 决 定 , 它 们 是 时 间 
的 函数 ,时 间 t 仅仅 起 参量 的 作用 ,速度 是 时 间 : 的 导数 . 而 在 Minkowski 四 维 空 
间 中 ,x 二 ict; 时 间 也 是 四 维 空间 坐标 之 一 ,与 其 他 三 个 空间 坐标 是 平等 的 ,显然 不 
能 用 时 间 的 导数 来 定义 四 维 速度 和 加 速度 ,并 且 在 不 同 的 参考 系 , 时 间 上 是 不 同 
的 . 而 我 们 希望 用 一 个 不 变量 作为 参量 ,起 牛顿 力学 中 时 间 上 的 参量 作用 , 由 式 
(11. 1. 21) ,我 们 知道 四 维 间隔 ds: 是 不 变量 , 即 
ds2 一 dx,dx, = ds 一 dz'dz% 
一 qd 好 十 d 友 十 dz 一 cd 
一 dz 和 十 dz 和 十 dz 和 一 cd (11.4.1) 
在 时 钟 静止 的 参考 系 S' 的 同一 地 点 ,dx 二 dx 一 dz 二 0, 而 时 间 间 隔 dz 称 为 固有 
时 间或 称 为 原 时 间隔 ,dt 二 dz. 因此 上 式 化 为 
ds2 一 一 cd (11. 4. 2) 
显然 原 时 间隔 和 四 维 间隔 ds: 都 是 Lorentz 变换 下 的 不 变量 ,可 用 来 定义 四 维 速度 
和 加 速度 . 由 方程 (11. 1. 14) ,可 得 到 原 时 间隔 dr 与 时 间 微 分 元 由 的 关系 
dz 1 


一 (11. 4. 3) 
kV 
于 是 定义 四 维 速度 和 加 速度 如 下 
U,= , a = ds (go = 1,2,3,4) (11. 4. 4) 
dr dr 


利用 式 (11. 4. 3) ,显然 
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dz, di 1 dz 
U 一 ao o 
” di dr 1— PB dt C11.4.5) 
或 者 
1 dx, _ Vy ic . 
“有 -| 这 元 这 元 (11. 4, 6) 
同样 
_ dU,_ dU, dt 
“ dr dt dr 
加 1 d Vv ic 
-元 中 T= | (11.4.7) 
四 维 动量 :定义 四 维 动量 
卫 。 一 moU, (go 一 1,2,3,4) (11. 4. 8) 


其 中 mo 为 质点 速度 等 于 零 时 的 质量 , 称 为 静止 质量 ,由 式 (11. 4. 6) 


2 六 C11.4.9) 
” LV 一 到 VIF 
动力 学 方程 和 四 维 力 矢 量 :类 似 于 牛顿 第 二 定律 ,相对 论 运动 方程 定义 为 
kK, (oc = 1,2,3,4) (11. 4. 10) 
T 


其 中 K。 是 四 维 力 矢量 . 为 了 构造 四 维 力 矢 量 ,考虑 Lorentz 力 密度 矢量 ,由 式 
(11. 2. 20) , 力 密度 矢量 的 前 三 个 分 量 和 第 四 个 分 量 分 别 为 

(fi,fiesfs) = f= po(E+vXxB) (11. 4. 11) 
和 


f=ij.EB= i .EiEtvrXB). "一 一 / .yy (11.4.12) 
C C C 


显然 J，v 是 功率 密度 . 因此 四 维 力 密度 矢量 的 前 三 个 分 量 为 三 维 力 矢量 ,而 第 四 
个 分 量 表示 功率 密度 , 即 


f= (7 一 / . (11.4. 13) 


由 上 式 和 式 (11. 2. 19) 知 ,四 维 Lorentz 力 密 度 矢量 是 电磁 场 E.B 和 速度 "的 函 
数 ,可 由 电磁 张 量 F 与 四 维 速度 矢量 UU 构成 协 变量 . 故 定 义 带电 量 为 9 的 粒子 受 
到 的 四 维 Lorentz 力 矢量 为 
K,=agFaU, (c= 1,2,3,4) (11.4. 14) 
写成 显 式 为 
1 


1—P 


K, = (FF . (11.4.15) 


230 ”理论 物理 导论 


其 中 F=g(E 十 yvXB). 于 是 由 (11. 4. 10) 得 到 


中 2 imoc |= (nie) (11. 4. 16) 
VIF' VIF c 
或 者 
4| oY =n, 让 2 [= (11. 4.17) 
dt V1 一 有 dr V1—p 
如 果 把 质点 的 动量 写成 相对 论 形式 
mov 
p= 二 六 (11. 4. 18) 
VIF 
那么 质点 运动 方程 仍 有 经 典 力 学 的 形式 
PF (11.4.19) 


方程 (11. 4. 18) 中 m= 二 mo/ V1 一 户 称 为 运动 质量 . 方程 (11. 4. 17) 中 第 二 式 右 边 表 
示 外 力 做 功 , 而 左边 应 该 是 质点 能 量 的 增加 ,定义 能 量 


2 
一 一 0C 一 mca (11. 4. 20) 
/i= 所 
当 一 w/c<l 时 
Wa me 十 于 pm C11.4.21) 


因此 WW 是 质点 的 总 能 量 . 方程 (11. 4. 20) 称 为 质 - 能 关系 ,moc? 称 为 静止 能 量 . 由 
(11. 4. 18) 和 (11.4. 20) 得 到 
W? = ep 二 mic (11. 4. 22) 

必须 指出 :我 们 由 Lorentz 力 推导 出 了 狭义 相对 论 动力 学 方程 (11. 4.17) ,对 
其 他 力 的 形式 可 作 一 般 推广 .但 是 只 有 满足 狭义 相对 论 协 变 性 的 力 才能 应 用 方程 
(11. 4. 17) 来 讨论 粒子 的 运动 ,而 对 不 满足 协 变 性 的 力 ,不 能 作 推 广 ,如 引力 必须 用 
广义 相对 论 来 讨论 ， 

动量 -能 量变 换 : 由 式 (11. 4. 9) 和 (11. 4. 20) ,四 维 动量 矢量 为 


P, = (p,—W) (11. 4. 23) 
C 

因为 P, 是 四 维 矢量 ,满足 矢量 变换 定义 

P=asP, (c=1,2,3,4) (11. 4. 24) 
即 

P， y 0 0 ipylfP 

Pp’ 

:0 区 (11. 4. 25) 

Pp’ 0 01 0lip, 

P’ —i8y 0 0 Yi/ 
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因此 我 们 得 到 动量 -能 量 的 坐标 变换 关系 
/ 。 1 vwW c / / 
p’= ypi + fyPs = 2 p= ps; p=p, (11.4.26) 

WO— wp 
"VIB 

例 11.4.1 一 初速 度 为 零 . 静 止 质 量 为 xm 的 带电 粒子 g 在 电磁 场 中 运动 , 设 
电场 和 磁场 分 别 为 EE 二 C0,E,0),B 一 《0,0,B), 求 在 电场 为 零 的 参考 系 中 粒子 的 运 
动 轨迹 . 

解 ， 设 S 系 沿 z 轴 相 对 于 S 系 以 速度 v 运动 ,在 S' 系 中 只 有 磁场 而 没有 电 
场 , 即 要 求 E' ==0. 根据 场 的 变换 关系 式 (11. 3. 3) 


W’ = 一 pcyzp 十 7W = (11. 4. 27) 


E'= FE, 一 0; B=B=0 
,_ (Es— vB _ | B= (BtwE/c) 0 
2 一 一 一 一 一 4; 2 一 一 一 一 一 一 一 
V1 一 这 /c2 v1l— w/c (11.4. 28) 
1/ (Es 十 vB,) / (Bs — vuE,/c’) 
Em 0 B= 
Vli—v/c V1l—w¥/c 
故 得 到 运动 速度 和 S' 系 中 的 磁场 分 别 为 
一 £ / 1 一 1E 1 2P5 
了 3 A C2 部) “3 
(11. 4. 29) 
上 式 显然 要 求 E<<cB. 根据 方程 (11. 4.17) ,粒子 的 运动 方程 为 
dp dd _ oil _  ，/ / 
de ss- xB (11. 4. 30) 
dW d moc’ / / / -一 
二 Ss xB).u 二 0 (11. 4. 31) 


其 中 8 二 w/c. 注意 : 式 (11.4. 28) 中 的 速度 v 是 S' 相 对 于 S 的 运动 速度 ,而 上 式 中 
的 速度 是 带 点 粒子 的 运动 速度 . 由 W”? 二 cp“ 十 m3ct ,如果 W' 二 常量 ,那么 也 
有 p 二 常量 ,因此 纪 二 常量 , 故 p 和 w 的 大 小 不 变 ,仅仅 方向 变化. 于 是 式 
(11. 4. 30) 简 化 成 


~ 


mo du 


du XB (11.4. 32) 
VITR dt 
上 式 的 两 个 分 量 为 
7 nip’ / npn2p’/ 
du 9V1 一 Ba di gv TB (11.4.33) 
drt mo dt moc 


故 在 S' 系 粒子 作 圆 周 运 动 , 角 频 率 为 
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w = LY- 1~PBs gvV(oB—E)O—pB’) 


(11. 4. 34) 
mo moc 
粒子 在 S 系 中 初速 度 为 零 , 由 速度 变换 公式 (11. 1. 20), 当 t=0 时 
/ UU __E 
wz lz=0 一 (Ta) v=—B (11. 4. 35) 
故 VI 二 = V 和 这 这 /= Vi 二 区 JCB, 代入 式 (11.4. 34) 得 到 
qleeB:— FE) 
oT mB (11. 4. 36) 
由 初始 条 件 式 (11. 4. 35) ,方程 (11. 4. 33) 的 解 为 
Wi 二 Bcoswt'; 二 于 sinot (11. 4. 37) 


由 于 z 方 向 的 Lorentz 长 度 收缩 , 故 在 S 系 中 看 到 粒子 作 椭圆 运动 ,x 方向 的 半 轴 
为 短 半 轴 . 
最 后 讨论 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 的 Lagrange 函数 和 Hamilton 函数 . 
Lagrange 函数 :根据 狭义 相对 论 的 相对 性 原理 ,作用 量 
J 一 |La (11. 4. 38) 


应 该 是 不 变量 ,上 式 可 以 写成 


工 
J JLa | 让 未 上 (11.4.39) 
而 原 时 间隔 dr 是 不 变量 , 故 L/ V1 一 户 应 该 是 不 变量 . 另 一 方面 ,与 粒子 运动 状态 
有 关 的 量 可 分 成 两 类 :直接 与 运动 速度 有 关 的 量 , 即 四 维 速度 矢量 U,; 与 粒子 在 外 
场 中 受 力 有 关 的 量 , 即 电磁 场 张 量 已. 或 者 四 维 矢量 势 A.. 由 4. 和 U, 可 以 构成 四 
维 空间 的 两 个 标量 ;U,U, 和 A,U, ,显然 不 变量 L/V1 一 8 应 该 是 这 两 个 标量 的 线 
性 组 合 , 即 


L/ Vi—P = aU,U, + 6AU, (11. 4. 40) 
写成 明显 的 表达 式 即 为 
—— ar? 1— 所 一 b@ vAh) (11.4.41) 
常量 a 和 5 可 由 非 相 对 论 极限 得 到 ; 当 vc 时 ,上 式 为 
| Lac? + Ta —b(B—v. A) (11. 4. 42) 


可 见 常量 4 二 wo; 而 6 显然 应 该 与 电量 g 有 关 , 故 取 5 二 q. 于 是 Lagrange 函数 为 


L =— moc’ 1 一 瑟 一 gg 一 ，…4) (11. 4. 43) 
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将 工 代 入 Lagrange 方程 ( 见 第 5 章 ) 可 得 带电 粒子 的 运动 方程 


4| a4 |- (E+vXB) 
di q Vy (11. 4. 44) 


上 式 与 方程 (11. 4. 17) 中 的 第 一 式 是 完全 一 致 的 . 
Hamilton 函数 :由 Lagrange 函数 得 到 广义 动量 为 


P 一 总 -A (11. 4. 45) 
P, = 这 一 Ft (11. 4. 46) 
P.= 2 = 有 +gA。 (11. 4. 47) 
广义 动量 写成 矢量 形式 为 
=- - 歼 光 二 2 + 二 p+ (11.4. 48) 


故 Hamilton 函数 为 
H= Po 十 Po 十 Po 一 工 一 VP—aA)’c imc 十 45 
(11. 4. 49) 
注意 ; 式 (11. 4. 48) 中 的 正则 动量 与 式 (7. 4. 24) 完 全 一 致 ,因此 运动 电荷 的 广义 动 
量 包括 两 部 分 ,运动 动量 p= 二 mv 和 电磁 场 动量 gh. 显然 非 相 对 论 的 Lagrange 函 
数 和 Hamilton 函数 为 


研一 工 mo 一 q(G6 一 4); H=_ 工 (P 一 qh4): 十 g56 (11. 4. 50) 
2 2mo 


其 中 已 忽略 了 静止 质量 能 量 . 注意 : (11. 4. 50) 式 与 第 1 章 的 结果 是 完全 一 致 的 . 
习 题 11 


11.1 证 明王 /cc 一 B 和 五 。 耻 为 Lorentz 变换 的 不 变量 .提示 :利用 电磁 场 
的 变换 关系 ,直接 代 人 即 可 ) 

11. 2 两 块 相距 为 a 的 非 导 电 无限 大 平行 板 ,它们 以 速度 p=vwc~1 沿 工 轴 
运动 ,在 板 静 止 的 参考 系 内 ,上 下 板 分 别 有 均 匀 电 荷 密度 十 c 和 一 c. 求 两 板 之 间 的 
电场 和 磁场 . (提示 :在 板 静 止 的 参考 系 内 ,只 有 电场 E 一 一 eo /eo) 

oO vo 司 
答案 :EE。 - /EE 二 VE 未" 其 他 分 量 为 夫 
11.3 一 个 初速 度 为 零 .静止 质量 为 m。 的 带电 粒子 g 在 电磁 场 中 运动 , 设 电 
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场 和 磁场 分 别 为 E 二 (0,E,0) ,B= 二 (0,0,B) , 求 在 磁场 为 零 的 参考 系 中 粒子 的 运动 
轨迹 . (提示 ;在 S' 中 ,初始 条 件 为 Wu |/=0=—e B/E,w|/-o—=wu|:-o—=0) 
答案 : 


cB / |， 271 B 
v= E = VE-oBe;, pC) ~ eC » 
E ” Vi—u?/c VE — cB: 


p(t)=q VE 一 QB,p'(t') 二 0, 要 求 E>cB. 
11.4 (1) 证 明 电 磁 波 的 波 矢量 和 频率 , 即 


k, = (Ki) 


组 成 四 维 矢量 ; (2) 求 波 矢量 和 频率 的 坐标 变换 关系 ;(3) 证 明 。r 一 wt 是 不 变 
量 . (提示 ;(1) 由 光速 不 变 原理 c 二 w/k 二 w /k ,证 明 kk 一 kk 二 0; (2) 由 大 一 
ank, 得 到 变换 关系 ;C3) 证 明 上 kk。，r 一 wt 一 kz。) 

答案 : (2) &' 一 yCki 十 Bk4) ,ki 一 kz ,ks 二 ks ,kt 二 7Y( 一 ijBRi 十 ks). 

11.5 在 参考 系 S 中 电场 E 与 磁场 B 垂直 ,参考 系 S 以 v 速度 在 EXB 方 向 
相对 参考 系 S 运动 . 求 速度 "使 参考 系 S 中 只 有 电场 或 者 只 有 磁场 . (提示 :在 参 
考 系 S 中 EE，B=0, 又 v 的 方向 为 EXB, 即 vi EXB, 故 El 二 Bl 一 0; 计 算 EXB 
从 而 求 "( 注 意 条 件 :,y * E==0;v，B 一 0)) 

答案 :只 有 磁场 :v 一 EXB/B? ,并 且 要 求 <B> 屯 ,磁场 为 


7 EE: 
只 有 电场 :v=cCEXB)/ 本 ,并且 要 求 cB<E, 电 场 为 
1 _eB 
五 一 /| 到 E 


11.6 在 参考 系 S 中 电场 和 磁场 分 别 为 E 和 ,如 果 在 参考 系 S 内 ,电场 与 
磁场 平行 , 求 参考 系 S/ 的 速度 (提示 : 因 E ‖ B' ,对 应 分 量 成 比例 ， = 马 


答案 :rv 二 pL B+E— VB—E)+4c (五 。 By7 |. 


11. 7 证 明 真 空中 的 平面 单 色 电 磁 波 满足 的 横 波 条 件 
k.E=0, k.B=0 
是 Lorentz 变换 不 变 的 . (提示 :&,F。 一 0 协 变 , 由 此 展开 得 到 关系 E 一 cB Xk/&, 两 
边 平方 ;注意 :真空 中 的 平面 单 色 波 满足 一 cB?) 
11.8 在 以 速度 v 沿 zx 方向 运动 的 参考 系 内 ,已 知 粒子 的 能 量 、 速 度 和 运动 方 
向 分 别 为 E .Y 和 8 ( 即 与 y 的 夹 角 ) , 求 在 静止 的 参考 系 中 粒子 的 能 量 和 运动 方 
向 . (提示 :在 S' 系 中 ,四 维 动量 为 p/ 一 (p cos9 ,p'sin9 ,iE'/c)) 
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p,_1 sin9/ 
p, Ycosy v/v 
11.9 一 无 限 长 圆柱 均匀 带电 ,单位 长 度 的 电荷 为 4 , 沿 轴 向 有 均匀 分 布 的 
电流 人 0. 求 参 考 系 S ,在 S' 只 有 电场 或 磁场 ,并 求 相 应 的 场 分 布 .提示 :以 圆柱 轴 
向 为 方向 , 柱 坐标 中 


E= 和 eo; B= Lbe 
2reoo 2np ” 
其 中 po 二 Vy 十 zx ,单位 矢量 的 坐标 变换 为 
e, 一 cospey 十 sinpe。; ery 一 一 singe,y 十 cosge.,; 
变换 到 直角 坐标 
Ao 和 Ao 之 
E, 一 0， 五 一 一 一 人 7， £4 — 
7” 2reo y2 十 好 2reo y2 十 于 
B,=0 B __poho 4 站 polo Bd 
9 3 


2x 好 十 好 ”28 y+ 
然后 用 场 变换 公式 . 注意 :> 一 y ;z 一 > ) 
答案 : 当 Mo< 7o/c, 取 v 二 c?Aho/ 了 46, 只 有 磁场 
1 cA3 z 
了 一 一 如 和 (4 ) 


> 2x 下 y’? 十 
B 一 Ap -学 ) 了 
z 27r I y’? 十 2 


当 和 加之 D/c, 取 v=1/ 和 o ,只 有 电场 


/ Ao . ( 五 ) y 
一 /1 一 1 一 > 
E, 2xeo CAB) yz? 


pro (高) 2 


“ 2reo CA) y 十 2 
11. 10 ”从 四 维 速度 矢量 
0 1 dz | u ic 
”| Vi—w/e dt ~ [vyIw/e vi-w/e 


求 速度 变换 公式 , 即 证 明 方 程 (11. 1. 20). 
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当 电磁 波 照射 到 带电 粒子 上 时 ,带电 粒子 在 电磁 力 的 作用 下 作 强 迫 振 动 , 并 向 
其 他 方向 辐射 电磁 波 ,或 者 当 电 磁 波 照射 到 气体 和 凝聚 态 物 质 时 ,引起 物质 中 电 
子 、 原 子 和 分 子 的 极 化 而 向 其 他 方向 辐射 电磁 波 , 这 些 现象 称 为 电磁 波 的 散射 . 当 
电磁 波 在 传播 过 程 中 遇 到 障碍 物 且 电 磁 波 波长 远大 于 障碍 物 线 度 时 ,再 辐射 的 电 
磁 波 具有 较 好 的 空间 相干 性 ,在 障碍 物 后 形成 干涉 , 称 为 电磁 波 的 衍射 . 电磁 波 散 
射 和 衍射 的 内 容 非 常 丰富 ,本 章 限于 篇 幅 , 仅 介绍 电磁 波 散射 的 若干 方面 ,对 电磁 
波 的 标量 衍射 理论 则 不 作 介 绍 . 


12.1 微观 带电 粒子 的 散射 和 散射 截面 


. 当 电 磁 波 入 射 到 电荷 系 上 时 ,电荷 在 电磁 力 的 作用 下 ,以 入 射电 磁 波 的 频率 作 
强迫 振动 . 假定 电子 处 于 束缚 态 ( 如 原子 中 的 电子 ) ,可 以 把 它 描述 成 一 个 经 典 的 谐 
振 电 子 , 束 缚 势能 可 用 球 对 称 的 线性 回复 力 mwsr 来 模拟 ,其 中 wo 是 电子 的 本 征 
频率 . 此 外 ,假定 谐振 电子 除 受 辐射 阻尼 力 外 还 存在 另 一 类 阻尼 力 ( 如 由 碰撞 所 造 
成 的 阻尼 力 ) ,用 mIvr 来 表示 . 注意 : 严 规 地 说 ,应 当 用 量子 力学 来 处 理 本 问题 ( 见 
15. 4 节 讨 论 ) ,但 也 可 以 从 经 典 的 角度 来 讨论 ,给 出 一 些 定性 的 结果 和 极为 重要 的 
概念 . 此 外 ,由 9. 4 节 讨 论 ,平面 单 色 电磁 波 的 磁场 矢量 对 电子 的 作用 力 可 忽略 . 设 
人 射电 场 为 卫 一 e Euexp( 一 iwt) (这 里 把 空间 部 分 省 略 了 ) ,于 是 束缚 电子 的 运动 
方程 为 


Edé =— Leoexp—iwt) — TE + (12.1.1) 


其 中 右边 最 后 一 项 是 辐射 阻尼 力 ,r。 是 电子 的 经 典 半径 +。 二 e:/(4neomc?), 并 且 上 

式 已 假定 电子 振动 的 速度 远 小 于 光速 . 容易 求 得 方程 (12. 1. 1) 的 解 为 
= © Ee exp(— iwt) (12. 1. 2) 

m woO— ow 一 io 
其 中 厂 = 厂 十 2rew?/(3c). 由 方程 (10.4.27) ,加速 电子 所 激发 的 辐射 场 ( 即 散射 
场 ) 为 

Ex ee 
和 4neoc? | r | 


e w: Eoes 


[e, X Ce- Xxé&)] 


1 
一 iCk | r |— wi) (12. 1. 3) 
4nxeomc’ we CO— ww — i [TexPL | ® 
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__e whEle,xXe) 1 . 
2 rome do i ri Pi lr od] 12.1.4) 
其 中 6, 二 e,X Ce, Xe,) 为 散射 波 的 偏振 方向 的 矢量 (注意 :6, 不 是 单位 矢量 ). 平均 
能 流 密度 为 


(S$.) 一 


和 [es X (e, Xes)] (12.1.5 
32e0r: com? (a 一 o2)2 十 o2Te |r|? es er 从 es .1.5) 


为 了 考察 不 同方 向 的 散射 波 , 首 先 对 诸 矢 量 作 分 析 . 设 观 察 点 矢 径 r( 单 位 矢量 e-) 
与 人 射 波 偏振 方向 eo。 的 夹 角 为 y《 如 图 12.1.1), 则 
| es |? =|e, x (e, Xeo) | = siny 
(12. 1. 6) 
由 矢量 运算 公式 eX(e Xe) 一 |e|:e 一 (ee。er)e. 一 
sin2be- (注意 :由 e 的 定义 ,e 与 e- 垂直 ), 式 
(12.1. 5) 化 成 
et ws ] .， 
人 
(12. 1.7) 
为 了 简单 ,但 不 失 一 般 性 , 设 人 射 波 传播 方向 天 为 = 
方向 , 则 偏振 方向 的 单位 矢量 eo 必 在 zOy 平面 , 设 e 与 xz 轴 的 夹 角 为 p' ;又 设 e- 
的 方位 角 和 极 角 分 别 为 p 和 5. 那么 @; 与 eo 的 夹 角 少 满足 
cosy = singcos(p 一 9) (12. 1. 8) 
上 式 可 由 空间 两 矢量 的 夹 角 公式 直接 得 到 . 事实 上 ,由 图 12. 1. 1,ee 和 e- 可 表示 成 


/ » , 
eo 一 cosp ez 十 sinp ey 


图 12. 1.1 入 射 波 偏振 方向 
与 散射 波 波 矢量 的 关系 


. 9 (12.1.9) 
e, 一 sin9cosgez 十 singsinpey 十 cosde. 


于 是 
er。eo 一 cosy 一 singcospcosg' 十 sindsingsing 
一 singcos(p 一 9 ) 
即 为 式 (12. 1. 8). 利用 式 (12. 1. 7) 和 (12. 1. 8) ,可 以 得 到 散射 波 平均 能 流 密度 的 表 
达 式 , 但 入 射 波 一 般 是 非 偏振 的 ,g 可 在 (0,2x) 之 间 变 化 , 故 首 先 对 其 求 平均 


,2 1 2r .9 1/ 1 2x 2 , 
《sin yy = 过 |。 sin yade = 二 |， (1 一 cos 内 dy 
一 0 十 cos29) (12. 1. 10) 
代入 式 (12. 1,7) 得 到 
et Es wt 1 


(S$.) = (lcosiWe, (12.1.11) 


68eon: c ms (oo 一 oz)? wr | r | 
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于 是 ,平均 散射 功率 为 
‘P= cs) Ir lan = | ap| Ss.) | r lsingdo 
4 (12. 1. 12) 
_ 8x w 
3 elken —w)? pe 
其 中 I 二 eoc 瑟 /2 为 平均 人 射 能 流 . 根据 电子 的 束缚 状态 ,讨论 如 下 
1， 弱 东 缚 态 ,w 之 mm 


天 ~ (12. 1. 13) 
即 散 射 功率 为 常数 ,这 是 短波 散射 的 特点 ; 
2. 强 束缚 态 ,w<eoo 
一 天 (2) ， (12. 1. 14) 


即 散射 功率 与 频率 的 4 次 方 成 正比 ,这 是 所 有 长 波 散射 的 特点 , 称 为 Rayleigh 散射 
定律 ; 
3. 共振 散射 ,wwo: 
(P) 了 
一 相去 二 :十 cay | C12.1. 15) 
当 w=ww 时 ,4P)/ 了 ~ 及 C/T)? ,而 wo/T>1, 故 发 生 共振 散射 . 
散射 截面 .吸收 截面 和 总 截面 :从 能 量 的 角度 来 看 ,束缚 态 电 子 对 电磁 波 的 散 
射 过 程 分 两 个 阶段 ,先是 电子 从 人 射电 磁 波 获得 能 量 , 然 后 以 辐射 次 波 的 形式 把 其 
中 一 部 分 能 量 辐射 到 各 个 方向 形成 散射 波 , 而 另 一 部 分 能 量 则 由 于 存在 摩擦 阻力 
而 被 消耗 . 对 散射 部 分 ,定义 散射 截面 c* 来 表征 , 即 
‘P» 8r 人 
这 一 名 :| (12. 1. 16) 
对 于 吸收 部 分 ,引入 吸收 截面 o。 来 表征 . 散射 截面 o, 与 吸收 截面 o, 之 和 称 为 总 截 
面 o.; 即 6 二 6, 十 0,. 人 射 波 能 量 的 损失 为 被 散射 的 能 量 和 被 吸收 的 能 量 的 总 和 , 因 
此 总 截面 在 讨论 散射 问题 中 具有 实际 意义 . 注意 :未 被 散射 和 吸收 的 部 分 仍然 按 原 
方向 传播 . 为 了 求 mm, 先 求 mc ,为 此 我 们 必须 计算 人 射电 磁 波 对 束缚 电子 所 做 的 功 . 
因为 


0。 三 


号 =|E 。jdr (12.1.17) 
束缚 电子 的 电流 密度 可 写成 /一 一 ee 6(r 一 和, 于 是 
AW = 一 “| 到.sar 一 5drd = 一 eo|E. éd (12. 1. 18) 
一 个 周期 的 平均 为 


第 12 章 ”电磁 波 的 散射 和 衍射 239 


(AW) 一 一 ze[ 'E » Edt =— Re(E’ . é) 
ze|, —— Re(E" .6 (12. 1. 19) 


式 中 五 * 二 eoEoexp(iwt), 由 方程 (12. 1. 2) 得 到 


一 o 呆 一 io 
epE? wT 
2m C8 — we)? + CT) 
e? wT 
| .1. 
mees Cad we) TF Car) (12. 1. 20) 
故 总 截面 为 
2 2 
a w (12. 1. 21) 


Lo mceo (〈o —w)? 十 Cry! 
因此 由 上 式 和 方程 (12. 1. 16) 得 到 吸收 截面 


2 2 


ee ww 
a 一 0t 一 0s 一 一 一 一 一 一 一 12. 1. 22 
ce 一 Fry ) 


在 实际 的 散射 问题 中 ,人 射 波 总 有 一 定 的 频率 分 布 ,特殊 情况 是 频率 均匀 分 布 ,于 
是 总 的 截面 为 


| sa = oT wT du (12.1.23) 
0 mceodo C0 C— 2) 二 Cl) 


注意 到 一 般 阻尼 力 远 大 于 辐射 阻尼 , 即 F 一 P 十 2rsw2/(3c)<P ,上 式 近 似 为 


co er co wz 
| dw ree) Cr (12.1.24) 
利用 留 数 定理 积分 不 难得 到 
[adw ~ re- (12. 1. 25) 
0 2meo 


有 趣 的 是 ,上 式 只 与 电子 的 电荷 和 质量 有 关 , 而 与 外 场 和 东 缚 体系 的 其 他 性 质 无 
关 , 称 为 偶 极 求 和 定 则 . 称 “ 偶 极 ” 是 因为 我 们 仅 考 虑 电子 的 偶 极 辐射 时 上 式 才 
成 立 . 


12. 2 ”电磁波 在 宏观 物体 上 的 散射 和 Born 近似 


下 面 讨论 电磁 波 在 任意 形状 的 宏观 物体 上 的 散射 ,假定 物体 内 没有 自由 电荷 
和 传导 电流 ,并 且 是 非 磁性 介质 ,显然 电磁 场 满足 方程 


V.E=— LV.P VXE-—— (12. 2. 1) 
€0 
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V.B=0; oP 109E 


VxX8B= mt (12. 2. 2) 
其 中 是 介质 的 极 化 强度 . 电磁 波 可 表示 为 人 射 波 与 散射 波 之 和 , 即 
E=E+E, (12. 2. 3) 
把 极 化 强度 P 看 作 源 分 布 , 即 
p=—VP; j=- (12. 2. 4) 


则 由 方程 (10. 2. 1) 和 (10. 2. 2) 得 


Br,t)= | CV PO dy (12. 2. 5) 
|r—r | 
4ACr 人 一 名 [LaPcr :二 /stay (12. 2. 6) 
4rJv [rr | 
于 是 散射 物 外 的 电场 矢量 为 
1 [下 和 8f LeP/er] gy 
i dr ye (12. 2.7) 
首先 看 第 一 项 
[LVY PCr ,2)) sy 3 1 3 _/ 
v|, dr v (|v 让 二 dr | cv | 
站 J as’ / 1 3 7 
加 vl. | rr | (mv Te 
加 [PJ 3 
-vv |， | r 一 rd7 "| 
第 二 项 
el [apP/ar] 一 甸 2| 2 jr 
4r otiv | rr frr 4r Ot:Jv |r— 
1 的 sy 
-Vv dr (12. 2. 8) 
上 式 最 后 一 个 等 式 是 由 于 在 散射 物 外 ,推迟 矢量 满足 齐 次 波动 方程 
| [Pd 一 cv LP]_ gy (12. 2. 9) 
OtisJv | rr | vir—r | 
于 是 
1 [P]  。 1 LP] , 
到 一 mh | rr | 人 4neo "站 jr—r Tr 
x (vx], rr ") (12. 2. 10) 


第 12 章 电磁 波 的 散射 和 衍射 ”241 


其 中 已 利用 VY (V ，A4) 一 V4 二 V X(V XA). 而 在 散射 体内 ,由 方程 (12. 2. 1) 第 一 
式 显然 应 该 有 


LP] 


v1r—r | 


dr )— lp (12.2.11) 
E0 


ll. 
ET Vx (vx| 
另 一 方面 ,电极 化 矢量 正比 于 电场 强度 , 即 


P=X(rnekE (12. 2. 12) 


其 中 x 为 介质 的 电极 化 率 . 于 是 由 方程 (12. 2. 3) 和 (12. 2. 10) 得 到 散射 体外 电场 满 
足 的 方程 


E=E+- vx (vx] LE st gy) (12. 2. 13) 
4r V rr | 
如 果 入 射 场 是 正弦 电磁 场 
FE: = Eoexp[li(k 。r— wt) (12. 2. 14) 


并 注意 到 t=t 一 lr 一 r |/c, 式 (12. 2.13) 简 化 为 
E(r)= Eoexp(ik 。7) 


Xr ECr )exp(ik |r—r |) 
ir—r | 


+ 坪 Yx (yx dr) 


(12. 2. 15) 


同样 由 方程 (12. 2. 3) 和 (12. 2. 11) ,得 到 散射 体内 电场 满足 的 方程 
E(r)= Boexp( 这 。r) —X(r)E(r) 
1 r)ECr’)explik | r—r 7 
十 二 YX (vx|, OE dr ) 

(12. 2. 16) 
显然 ,上 二 式 是 关于 E(r) 的 积分 方程 ,一 般 求解 十 分 困难 ,但 当 散 射 体 的 介 电 常量 
< 接近 eu( 即 eaveo) ,或 者 散射 体 的 电极 化 率 X 二 e/eo 一 1<&1 时 可 以 用 逐次 迭代 近似 
求解 . 

Born 近似 :因为 X<1, 可 把 X 看 成 微 扰 小 参数 , 令 方程 (12. 2. 15) 和 (12. 2. 16) 
的 微 扰 级 数 解 为 
En (7)= Ef Cr) + XED Cr) +X Ef? Cr) 十 入 
Ex (7)= ED (r) + XED (7) + XE (Or) +» 
代入 方程 (12. 2. 15) 和 (12. 2. 16) 得 到 
Bo + XE +XEf? 十 … = Eoexplik » 7) 
XLE 十 YE +XEf? 十 …]exp( 达 | r—r |) gr 


|r—r | 


(12. 2. 17) 


1 
+ 去 YXxVx|， 
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—X[LE® 十 YE 人 +X Ef? 十 …] (12. 2. 18) 
ES +XESD +X ES + = Eoexplik « 7) 


lvyxvx | XE +XES +X EY + Jexplik [ror Ds, 
4x Vv [rr | 
(12. 2. 19) 
上 二 式 中 已 假定 在 散射 体 中 Xx 为 常量 . 比较 + 的 同 次 短 到 二 次 得 到 
Bio = Eoexp(ik .7) (12. 2. 20) 
(0) — 
ED 一 工 vxvx| EDCr explik | rr Dy Bocy (12.2.21) 
dx |r—r | 
(1) / 
了 12 一 1 VX vx| ED (r JexpGk | r—r Dy — EV(r) (12.2.22) 
dx v rr | 
以 及 
El = Evexp(ik » 7) (12. 2. 23) 
(0) 一 
Ep= Lvxvx|, ® OP lr Da (12.2.24) 
4 |r—r | 
《1) 一 一 
Ep = Lvxvx|, ES Cr Yexplik | ror Dy (12.2.25) 
4 | 六 一 天 | 


可 见 零 级 近似 即 为 人 射 波 . 式 (12. 2. 17) 收 敛 的 条 件 为 
| XE® | E, (12. 2. 26) 
上 述 条 件 与 人 射 波 频率 w、 散 射 体 不 均匀 度 ,以 及 散射 体 线 度 1 都 有 关 , 比较 复杂 . 
在 低频 段 ,条件 容易 满足 . 当 只 需要 计算 距离 散射 体 足 够 远 的 场 ,可 以 把 式 
(12. 2. 24) 中 的 分 母 和 指数 分 别 作 近似 
Ir—r ir|, |r 一 | 二 | 六 | 一 er (12. 2. 27) 
于 是 ,一 阶 Born 近似 为 


Ex~X vxvx| ee 。 en ir—r D's 


exp(ik | + |) 


| a sr dr 


4 


(12. 2. 28) 
例 12.2.1 在 一 阶 Born 近似 下 , 求 电磁 波 被 半径 为 R 的 电介质 球 的 远 场 
散射 . 
解 : 由 方程 (12. 2. 28), 令 4 一 K 一 如 ,, 取 球 坐标 的 极 轴 为 9 方向 


2r nz R 
| ,expGig 。 1 dr 一 | dc ay | r’?dr exp(igr’ cos9 ) 
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= 4x singk 一 gR cosgR 


3 


q 
aR | 2 | 
3 (gR)’ 
4 3 
= ee FR ER) (12. 2. 29) 


对 远 场 散射 问题 ,方程 (12. 2. 28) 中 求 双重 旋 度 时 ,只 要 保留 与 1r | 成 反比 的 项 就 可 
以 了 , 即 


VXVXE, PKIrD) A pre, x Ce, xE) PID 
"| 7 Ir| 
(12. 2. 30) 
上 式 和 式 (12. 2. 29) 代 人 方程 (12. 2. 28) 得 到 
2 R3 . 
Ea FR (RL, X Ce, X E,)] 2 
B.= LvVxE,~ Le,XE. 
lw C 

(12. 2. 31) 


其 中 g=|k 一 ke,| 一 2ksin(9/2),9 是 人 射 波 波 和 撩 k 与 散射 波 波 矢 e- 的 夹 角 , 即 散 
射 角 . 分 两 种 情况 讨论 : 
1. 波长 远大 于 球 半径 ;ER<1( 因 而 gR<1) ,利用 近似 


EE 
Jsa(gR) ~ /TE 


. (12. 2. 32) 
9x 
可 以 求 得 总 散射 截面 
4 776 
Gs ~ 和 (12. 2.33) 


(12. 2. 23) 式 中 为 了 避免 复杂 的 角度 积分 , 仅 给 出 了 比例 关系 . 
2. 波长 远 小 于 球 半 径 ; kR 污 1, 因 gqR= 二 2kRsin(9/2), 当 9~0,gR~0, 由 式 
(12. 2. 29) 可 见 , 散 射 很 强 ;而 当 5 隆 0 时 ,gqR 污 1, 故 向 前 散射 占 优势 ,可 以 证 明 此 
“时 的 总 散射 截面 


os 一 一 一 入 (12. 2. 34) 
比较 式 (12. 2. 33) 和 (12. 2. 34) ,可 见 高 频 和 低频 散射 与 频率 的 关系 是 完全 不 同 的 . 


12.3 ”电磁波 在 周期 结构 中 的 散射 和 光子 晶体 


自然 晶体 :首先 讨论 周期 结构 为 自然 晶体 中 原子 的 周期 排列 . 原子 间 的 间距 大 
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约 为 1A, 与 X 射线 的 波长 在 同一 数量 级 ,因此 晶体 可 作为 X 射线 的 光栅 . 由 于 晶 
体 中 原子 排列 的 周期 性 ,所 有 表征 晶体 性 质 的 物理 量 都 有 周期 特性 ,可 以 展 成 
Fourier 级 数 . 设 x,y,z 方向 的 空间 周期 分 别 为 (a,65,c) ,那么 

Xr) = >) Xoexp(iG .7) (12. 3. 1) 
式 中 求 和 遍及 所 有 倒 格 矢 G 


G 一 3x( 亚 ,于 ,二 ) msnsl 一 0, 土 1, 圭 2") (12. 3. 2) 
a D < 
另 一 方面 ,由 方程 (12. 2. 15) 
E.(r) = 1 yx (vx| Xr )ECr )exp(ik jr—r Ds 
4r Vv | rr | 
假定 晶体 在 人 射 场 的 作用 下 极 化 很 小 ,上 式 右边 的 电场 采用 Born 近似 ECr) 过 


Eolr ) ,于 是 
E,(r) ~ Vx (vx| Xr EoexpLilk 7 一 一 二 )EoexpLiCk | 一 [tker ay) 
4x VY | 7 一 | 


六 ) (12.3.3) 


(12. 3. 4) 
作 远 场 近似 : |r 一 r| 守 |r| 一 e,。r ,上 式 进一步 近似 为 


1 explik | r |) 


人 :一 用 _ : 机 7 3 7 
BD ~ kx (kX Ea)| ,XCr Yexp iq * r Odr 


(12. 3. 5) 
式 中 gq=ke, 一 k 是 人 射 波 与 散射 波 波 矢量 之 差 . 把 式 (12. 3. 1) 代 入 上 式 
En —— 1 SP Ir Dx rx ED 如 | expLiCG— + rr 
4 | r1| 5 Vv 


(12. 3. 6) 

注意 到 上 式 中 积分 遍及 整个 晶体 ,一 般 为 零 . 除非 G 一 9. 设 人 射 波 波 矢 与 散射 波 波 
矢 的 夹 角 为 9( 如 图 12. 3. 1), 即 有 

| le ,一 天 [= 2hsin 5 (12. 3.7) 


方程 G=g 变 成 2ksin(3/2) 二 G. 如 果品 面 之 间距 离 为 4, 则 
G=2xm/d 


图 12.3.1 入 射 波 与 2dsin 2 =m (12. 3. 8) 


2 
2 量 之 
散射 波 波 矢量 之 差 其 中 mm 一 士 1, 土 2,…. 上 式 称 为 Bragg 方程 . 当 人 射 波 波长 


满足 Bragg 方程 时 ,衍射 波 极 大 . 
光子 晶体 :下 面 讨 论 宏观 周期 结构 对 电磁 波 的 散射 . 假定 周期 介质 的 构成 为 : 
基底 和 骨 人 体 且 拒 人 体 周 期 排列 ,基底 和 媒人 体 的 介 电 常 量 不 同 且 有 较 大 的 反差 . 
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这 样 的 宏观 周期 结构 与 自然 晶体 的 周期 结构 有 一 个 很 大 的 区 别 : 自然 晶体 中 介 电 
常量 虽然 是 周期 性 的 ;但 周期 调制 度 很 小 (大 约 只 有 10“). 而 在 宏观 周期 结构 中 ， 
基底 和 骨 和 人 体 材料 是 人 为 选择 的 ,可 以 有 较 大 的 差别 ,一 般 可 达到 一 个 数量 级 的 介 
电 常 量 比率 , 故 Born 近似 已 不 成 立 . 这 样 的 宏观 周期 结构 称 为 光子 晶体 . 下 面 我 们 
来 分 析 电 磁 波 在 光子 晶体 中 的 传播 特性 . 

设 基底 和 嵌 人 体 材 料 都 是 非 磁性 介质 wszm, 介 电 常 量 是 空间 的 周期 函数 
el7) 二 goe,《7) ,由 介质 中 的 Maxwell 方程 组 ,可 以 得 到 电场 满足 的 方程 


和 2 
VX (VXE)—SeWE=0 (12. 3.9) 
C 
利用 矢量 运算 ,上 式 即 为 
2 
ViE—V(V. FE)+Se NE=0 (12. 3.10) 
C 


注意 :上 式 左 边 第 二 项 现在 不 为 零 考虑 特殊 的 二 维 周期 
结构 ,如 图 12. 3. 2: 嵌 人 体 为 无 限 长 柱 体 , 电 磁 波 在 垂直 
于 柱 体 的 平面 ( 设 为 xDy 平面 ) 内 传播 ,电场 矢量 的 极 化 
方向 平行 于 柱 体 ( 设 为 = 方向 ), 那 么 矢量 方程 变 成 标量 
方程 


VIE Hoelz WE =0 (12.3.11) 
C 
由 周期 性 , 介 电 常量 可 展 成 Fourier 级 数 


e(Zyy) 一 > eexp| 2ri( 2 十 2y) |= > yecexp(iG .六 
m,n G 


(12. 3. 12) 
其 中 (4,2) 为 钥 人 体 的 周期 ,G 为 倒 格 矢 
G=2x(2,2) Gmn = 0; 土 1; 士 2,…) (12. 3. 13) 
a 5b 


由 Bloch 定理 ,电场 也 可 展开 成 . 
E,(z,y) = DEcCk,G)exp[li(k+G) .r] (12. 3. 14) 
G 


代入 方程 (12. 3. 11) 得 到 
SD | k++G | Ecexp[iC(k+G) .7] 
G 
一 全 六 ec(G)exp[i( 十 G 十 GD) 。 门 Ee 一 0 
C G&G 6 
上 式 第 二 项 令 求 和 指标 令 为 G” 一 G 十 G, 然 后 再 把 G* 改 为 G, 即 得 到 
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之 | k++G |:Ec Deo(G— GE |exp[iCk + 6) “rj]=0 

由 Fourier 变换 的 正 交 性 

[天 十 G Eo Deo(G— 0)E 一 0 (12. 3. 15) 
上 式 为 无 穷 联 立 的 线性 方程 组 ,一 般 作 切 断 近 似 , 求 和 从 (一 N) 到 (十 N)， 上 式 简 
化 为 4N? 个 联 立 的 线性 方程 组 ,存在 非 零 解 的 条 件 为 系数 行列 式 等 于 零 . 于 是 可 
得 到 决定 色散 关系 的 方程 w= 二 w(Kk). 数值 计算 表明 , 当 两 种 介质 的 介 电 常量 相差 足 
够 大 , 旦 周期 (c,0) 满 足 一 定 条 件 时 ,色散 曲线 上 存在 禁 带 ,就 像 自然 晶体 中 的 电子 
能 带 一 样 ,频率 位 于 禁 带 内 的 电磁 波 不 能 通过 周期 介质 . 禁 带 的 产生 是 由 于 电磁 波 
的 相干 散射 形成 的 ,这 一 结论 与 第 3 章 的 声 子 晶体 类 似 . 事实 上 ,这 是 波动 的 基本 
特性 . 


12.4 经 典 电 动力 学 的 适用 范围 和 电子 的 惯性 结构 


Maxwell 电磁 理论 成 功 描述 了 宏观 系统 的 电磁 场 和 电磁 波 的 基本 性 质 和 运动 
规律 . 但 是 运用 这 一 宏观 理论 研究 微观 粒子 的 行为 时 遇 到 严重 的 困难 ,这 不 仅仅 是 
因为 没有 考虑 到 微观 粒子 和 电磁 波 的 波 - 粒 二 象 性 ( 见 第 19 章 讨论 ) ,更 是 因为 经 
典 电 动力 学 存在 内 在 的 矛盾 . 这 些 矛 盾 主 要 是 由 如 何 描述 电子 而 引起 的 ,但 电子 是 
Maxwell 电磁 理论 中 的 一 个 基本 粒子 ,经 典 电动 力学 是 建立 在 点 电荷 模型 的 基础 
之 上 的 . 如 果 把 电子 看 成 一 个 几何 点 的 话 将 导致 什么 问题 呢 ? 

电子 固有 能 和 质量 发 散 问题 : 设 电 子 的 电荷 均匀 分 布 在 半径 为 R 的 球面 上 ， 
则 其 电场 为 


1 e 
一 (12. 4. 1) 
4neo 7 


因此 电子 作为 一 个 带电 体 的 固有 能 量 为 
Eo 1 ez 3 
7 一 Ea r= | 去 qd r 
eu- 
8reoJR 7 8xeo R 
对 点 电荷 ;,R->0,W->co. 也 就 是 说 ,在 一 个 点 电荷 周围 存在 着 无 穷 大 的 能 量 ， 即 电 
子 的 固有 能 为 无 穷 大 . 当然 我 们 可 以 认为 无 穷 大 的 固有 能 在 物理 上 没有 可 观测 的 
效应 ,但 是 由 下 一 mcz ,无 穷 大 的 能 量 对 应 于 无 穷 大 的 质量 ,而 质量 是 物理 上 可 观察 
量 . 目前 已 精确 地 测定 电子 的 静止 质量 为 wm 一 9. 11X10-*”g, 可 见 电子 共有 无 穷 
大 的 固有 能 是 不 可 能 的 ， 


E= 


(12. 4. 2) 
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一 方面 ,电动 力学 的 相对 论 协 变性 要 求 电子 是 一 个 点 电荷 ,而 另 一 方面 ,点 电 
荷 模型 又 导致 无 穷 大 的 固有 能 . 因此 我 们 很 自然 地 得 出 一 个 结论 :将 经 典 电 动力 学 
应 用 于 充分 小 的 空间 尺度 时 出 现 了 自 相 矛盾 的 结果 . 显然 ,这 个 矛盾 是 电动 力学 的 
内 在 矛盾 ! 实验 已 测定 电子 的 静止 质量 ”wo , 故 电子 的 固有 能 应 该 与 moc? 同 数量 
级 , 即 


2 1110C2 (12. 4. 3) 
于 是 电子 的 经 典 半径 大 致 为 


1 ee 
dneo moc? 
它 决定 了 经 典 电动 力学 的 适用 范围 , 即 Maxwell 理论 的 适用 界限 
1 ee 
hneo moc? 
其 中 wo 是 实测 的 电子 质量 . 经 典 电 动力 学 出 现 内 在 矛盾 的 根源 在 于 电子 的 质量 
问题 ,如 果 认 为 电子 质量 可 表示 为 惯性 质量 mx 和 电磁 质量 W/c 之 和 


mo 二 区 十 岂 (12. 4. 6) 
C 
那么 实验 中 测量 的 电子 质量 只 能 是 惯性 质量 和 电磁 质量 之 和 . 实验 证 明 电磁 质量 
是 确实 存在 的 ,这 一 点 可 由 中 子 与 质子 质量 的 微小 差别 看 出 . 
电子 的 自我 加 速 问题 :电子 在 外 场 作用 下 ,一 方面 作 加 速 运 动 而 辐射 电磁 波 ， 
另 一 方面 由 能 量 守 恒 性 ,电子 将 受到 辐射 阻尼 力 的 反作用 ,电子 的 运动 方程 为 


Re 


三 7。 (12. 4. 4) 


= (12. 4.5) 


mdeE tmxB+ i Ls (12. 4.7) 
4reo 3c° 
如 果 电 子 运 动 到 某 一 位 置 时 ,撤去 外 电场 和 外 磁场 , 则 电子 的 运动 方程 为 
mov 一 1 2e; (12. 4. 8) 
4neo 3c3 
这 个 方程 有 二 个 解 , 一 个 是 平庸 解 v= 二 常量 , 另 一 个 是 “ 奔 离 ”" 解 
y 一 wexp (dreo 2 人 (12. 4. 9) 


这 意味 着 ;一旦 撤去 外 场 ,电子 将 无 限制 地 “自我 加 速 ”. 显然 这 是 不 可 能 的 . 唯一 的 
可 能 是 : 当 撤 去 外 场 时 ,方程 (12. 4.7) 已 不 成 立 , 当 辐射 阻尼 力 远 小 于 外 力 时 , 即 
eB +wxBl> LL 2 137| (12. 4. 10) 
. 4neo 3c 
时 ,可 以 把 方程 (12. 4. 7) 右 边 的 最 后 一 项 当 作 微 扰 , 并 且 两 边 求 导 得 到 


yo Eki+vxBivxXB) (12.4. 11) 
no 
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对 平面 单 色 电磁 波 |B| 一 | 五 | /cy<se 相 /zao ,zwE ,同时 略 去 v/c 项 ,上 式 变 成 


2 
vo E+EEXB (12. 4. 12) 
mo nio 
故 辐射 阻尼 力 近似 为 
1 EE 2904 | 
r ExB 4 
4neoL 3moc’ 3m2e? (12. 4. 13) 
把 上 式 的 两 项 分 别 与 外 力 比较 ,我 们 要 求 
1 2e3w 1 2et 
De ma El<elEl;, ne mac IEllBI<e IE| 
(12. 4. 14) 
即 要 求 
1 2 2 3 
Xo |B|< tre 一 (12. 4. 15) 
4neo mocC e 


第 一 式 意味 着 只 有 当 辐 射电 磁 波 的 波长 远大 于 电子 的 经 典 半径 ~ 时 ,辐射 阻尼 力 
公式 才 成 立 , 可 见 经 典 电子 半径 ~ 是 经 典 电动 力学 适用 的 一 个 界限 . 另 一 方面 ,由 
第 二 式 , 对 电磁 场 的 场 强 也 存在 限制 . 
综 上 所 述 ,Maxwell 电磁 理论 只 有 在 空间 尺度 、 辐 射 波长 和 磁 感 强 度 满足 不 等 
式 (12.4.5) 和 (12. 4. 15) 才 适用 . 
电子 的 惯性 结构 :考虑 匀速 运动 (以 速度 在 z 轴 方 向 ) 的 电子 ,在 电子 静止 的 
S' 参 考 系 中 ,磁场 B 二 0, 电场 忆 由 式 (12.4.1) 决 定 . 能量- 动量 张 量 为 
一 Ti 一 Ti 一 Ti 0 
一 To 一 To 一 Ta 0 
—Th —Th —T% 0 
0 0 0 ww 
其 中 为 电子 静止 参考 系 内 的 能 量 密度 w ==eoE /2, 由 定义 式 (7. 4.16) :Tu 天 0， 
Th 关 0. 因为 Ga 是 张 量 ,变换 关系 为 Ga 一 awaxG% ,可 以 得 到 以 速度 "运动 的 参考 
系 S 内 ,电子 的 能 量 -动量 张 量 为 
上 iB(Gu— GY ) ， G4s— BG 
1p (12. 4. 17) 
Co 一 Ga 一 Gaz 一 Gas 一 0 
因此 在 S 系 中 电磁 场 的 总 动量 和 总 能 量 分 别 为 


G= 2 [Gadzt drzdzes (i = 1,2,3) 
人 


[Gs ] = (12. 4. 16) 


(12. 4. 18) 
W—= jc。 dzi dzs dzs 
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注意 到 dx1dzzdxs 一 V1 一 B? dxidxzdzs ,在 静止 参考 系 内 积分 


G4 一 G1 7 / / 
Cn 一 | 4 1 gh drsdx,, Gz = Gs 一 0 
1 一 (12. 4. 19) 
Gu— BG ， 
W= | EE gridrhdz 
Vi=F 
因 
| Goazidzsdz= 所 | Pdz'idz4dz4 一 W, (12. 4. 20) 


[Gariaridet——e| (TE" — ES:)dridridr =— =W, 
(12. 4. 21) 
(12. 4. 20) 和 (12. 4. 21) 式 代入 方程 (12. 4. 19) 得 到 
4v Wo ， WW 二 Wo 
ac /IPF Vi-F 
把 电子 的 电磁 动量 ,能量 与 电子 的 运动 动量 能量 
moyv imoc mv iE 
让- 1 
比较 ,显然 G 和 W 不 可 能 构成 一 个 四 维 矢量 . 因此 不 能 把 电子 的 力学 性 质 完 全 归 
结 为 电磁 场 的 动量 和 能 量 . 另 一 方面 ,从 场 的 观点 ,可 以 用 三 种 方法 定义 电子 的 电 
磁 质 量 | 
1. 电磁 动量 与 运动 速度 之 比 


Cn 一 


(1+ 8") (12. 4. 22) 


P, = (12. 4. 23) 


G1 4 Wo/e? 


Mem 一 一 (12. 4. 24) 
v 3 /PB 
2. 把 三 看 成 匀速 运动 电子 的 固有 能 量 ,由 质 能 关系 
Wo/e 1 
ma 二 一 一 一 一 (1 十 二 PB? (12. 4. 25) 
/1 —pB ( 3 B ) 


3. 把 静止 参考 系 内 的 固有 能 量 W。 除 以 c? 得 到 电子 的 静止 质量 ,然后 由 相对 
论 质 量变 换 公 式 得 到 
mn = Wo/c (12. 4. 26) 
v1 一 大 
因此 ,用 三 种 方法 可 以 定义 完全 不 同 的 电磁 质量 . 可 见 在 经 典 电动 力学 范围 内 
不 可 能 彼此 协调 地 引入 电子 质量 和 动量 . 
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习 题 12 


12.1 半径 为 a 的 理想 导体 小 球 ,被 平面 单 色 电磁 波 照 射 , 求 散射 截面 与 电磁 
波 频率 和 半径 a 的 比例 关系 . (提示 ,六 a, 在 导体 小 球 附 近 , 电 磁 波 可 看 作 是 均匀 
的 . 在 垂直 于 电磁 波 传播 方向 的 两 面 将 产生 感应 电荷 ,感应 电荷 等 效 于 一 个 电 偶 极 
子 p=4xeoa’s Eoexp(—iwt)) 
答案 :o~wias /ct. 
12.2 介 电 常量 为 e、 半 径 为 a 的 电介质 小 球 , 被 平面 单 色 电磁 波 照射 . 求 散 
射 截 面 与 电磁 波 频率 和 半径 a 的 比例 关系 .提示 :1 之 a, 在 介质 小 球 附近 ,电磁 波 
可 看 作 是 均匀 的 ,在 电磁 波 的 极 化 下 ,将 产生 极 化 面 电荷 ,等 效 于 一 个 电 偶 极 子 
a EoexpC —iwt)) 
wias / Ee—eéo 2 
答案 :o~ (这) . 
12.3 ”半径 为 a 高 为 h 的 电介质 小 圆柱 , 介 电 常量 为 s, 被 平面 单 色 电磁 波 照 
射 , 设 人 射 波 波 矢量 与 圆柱 轴 垂 直 , 电 场 偏振 方向 与 圆柱 轴 平 行 ,并 且 a<<h<4. 求 散 
射 截面 与 电磁 波 频率 .半径 a 和 高 度 疡 的 比例 关系 . (提示 :由 于 oh<w, 在 介质 小 圆 
柱 附近 ,电磁 波 可 看 作 是 均匀 的 . 在 电磁 波 的 极 化 下 ,将 产生 极 化 电荷 ,等 效 于 一 个 电 
偶 极 子 . 对 圆柱 侧面 ,由 电场 切 向 分 量 的 连续 性 ,可 近似 认为 柱 内 的 电场 与 人 射电 场 


的 偏振 方向 相同 . 小 柱 体 的 电 侦 极 矩 为 p=na'h( ® EsexpC —iwt)e:) 


六 一 4reoa3 


a » 


答案 :co 一 请 ( 
€0 C 


12.4 ”一 椭圆 偏振 的 平面 电磁 波 被 一 个 自由 电荷 散射 , 求 散射 截面 . (提示 : 设 
电磁 波 传播 方向 为 = 方向 , 则 电场 矢量 在 zOy 平面 内 ,椭圆 偏振 表示 成 


E = el FEicoswt 十 e» Esinwt) 


E 一 =) wa 


答案 :E, 二 一 一 一 一 一 [e,Xe,X&];B， 一 e， X 五 ;散射 角 分 布 
去 C2 汀 
e 2 Fi(e! * e,)* + Ei(e,* e,)’ 
12 一 (二 二 E+ES 


12.5 ”电荷 为 e, 质 量 为 m 的 电子 被 电荷 为 Ze 重 核 的 Coulomb 场所 散射 . 设 
电子 的 初速 度 为 w<<c, 瞄 准 距 离 为 5, 求 电子 在 散射 过 程 中 辐射 的 能 量 . 瞄准 距离 
5 定义 为 :电子 人 射线 到 核 所 在 的 平行 线 的 距离 . 
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(提示 : y = 一 

于 是 辐射 总 能 量 为 

e2V2 :一 | ev dt 
6nxeoc’ dy 


AE=|- 


一 6reocs 


注意 利用 角 动 量 守恒 定律 :mrz208 一 mwD) 


第 13 章 微观 粒子 的 运动 规律 


在 前 面 各 章 以 及 第 19 章 至 24 章 中 ,我 们 主要 介绍 所 谓 的 经 典 物理 学 , 即 经 典 
力学 (包括 牛顿 力学 、Lagrange 力学 和 Hamilton 力学 ) .宏观 电磁 场 理论 以 及 经 典 
统计 (热力 学 . 这 些 理论 在 20 世纪 前 已 经 构成 了 一 个 相当 完善 的 理论 体系 . 随 着 
技术 的 进步 和 人 们 认识 水 平 的 不 断 提高 ,科学 家 们 发 现 了 用 经 典 物理 学 无 法 解释 
的 一 些 新 现象 . 这 些 现象 主要 有 :与 光 ( 即 电磁 波 ) 有 关 , 如 黑体 辐射 .光电 效应 、 
原子 的 线 状 光谱 和 Compton 散射 等 ;@ 与 电子 的 运动 有 关 , 如 原子 ( 核 和 核 外 电 
子 ) 的 稳定 性 问题 ;@ 与 热 现象 有 关 , 如 固体 的 比 热 . 这 些 现象 用 经 典 物理 是 无 法 解 
释 的 . 1900 年 ,Planck 首先 提出 了 能 量 量子 化 的 假设 ,成 功 解释 了 黑体 辐射 ;1905 
年 ,Einstein 提出 光子 学 说 ,圆满 地 解释 了 光电 效应 ;1907 年 ,Einstein 又 把 能 量 量 
子 化 的 概念 运用 于 固体 原子 的 振动 ,证 明了 当 温 度 趋 于 0K 时 ,固体 比 热 趋 于 零 这 
个 实验 结果 ;1924 年 ,de Broglie 受到 光 的 波 - 粒 二 象 性 启发 ,提出 实物 粒子 (电子 、 
质子 、 中 子 等 微观 粒子 ) 也 有 波动 特性 假设 ,并 得 到 了 实验 证 明 . 

本 章 至 第 18 章 介绍 的 微观 粒子 (所 谓 微 观 粒子 就 是 Planck 常量 在 描述 其 运 
动 规律 时 起 着 决定 性 作用 的 粒子 ) 的 运动 规律 ,与 经 典 的 宏观 物理 有 一 个 根本 的 区 
别 , 即 能 量 的 量子 化 . 


13. 1 波 函 数 的 统计 解释 和 Schrodinger 方程 


在 经 典 物理 学 中 ,粒子 和 波 是 完全 不 同 的 两 个 概念 . 前 者 是 空间 定 域 的 , 它 的 
运动 规律 由 经 典 力学 控制 ,描述 方法 是 它 的 空间 位 置 和 动量 (或 者 速度 ) , 即 具有 一 
定 的 运动 轨道 ;而 后 者 是 空间 弥散 的 ,电磁 波 的 运 
动 规律 由 经 典 电 磁场 理论 ( 即 Maxwell 方程 组 ) 控 
制 ,描述 方法 为 电场 和 磁场 在 空间 的 分 布 . 光 的 干 
涉 和 衍射 现象 毫 无 疑问 表明 了 光 的 波动 特性 . 但 光 
电 效应 和 Compton 散射 等 实验 结果 显示 , 光 的 行 
为 又 像 粒子 (具有 确定 的 动量 和 能 量 ). 到 底 光 是 波 
还 是 粒子 ? 我 们 来 分 析 Young 双 缝 干涉 实验 . 

如 图 13. 1. 1, 当 关闭 缝 1 或 颖 2 时 ,分 别 得 到 
屏 上 的 衍射 图 I 和 I, 当 颖 1 和 颖 2 同时 打开 时 ， 
屏 上 的 光 强度 1 闫 了 十 ,具有 明显 的 干涉 图 样 . 因 ”图 13.1.1 Young 双 颖 TT 涉 
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此 干涉 是 波 的 基本 特征 ;但 是 近代 的 实验 发 现 : 当 光 的 强度 减少 到 足够 弱 时 , 屏 上 
开始 时 出 现 的 是 一 个 个 无 规则 分 布 的 感光 点 ,这 说 明光 具有 粒子 性 , 光 强 度 足 够 弱 
意味 着 可 近似 认为 只 有 一 个 光子 发 射 . 当 感光 时 间 足 够 长 , 屏 上 原来 无 规则 分 布 的 
感光 点 经 大 量 积累 光子 后 又 出 现 有 规则 的 干涉 图 样 ,说 明光 又 具有 波动 的 统计 
特征 . 

这 一 结果 表明 : 光 具 有 波 与 粒子 的 两 重 性 质 , 称 为 波 - 粒 二 象 性 . 光 的 波动 性 和 
粒子 性 二 者 是 不 可 分 割 的 . 那么 如 何 统一 描述 光 的 这 种 波动 性 和 粒子 性 呢 ? 我们 
可 以 用 一 个 波 函 数 yCr, 四 来 描述 光子 在 某 一 时 刻 的 行为 ,ykr, 四 给 出 光子 在 1 时 
刻 . 在 r 处 出 现 的 概率 振幅 . 这 样 , 波 函数 y(r, 纪 就 统一 了 光 的 波动 和 粒子 二 重 性 . 
但 必须 指出 :光子 是 静止 质量 为 零 的 相对 论 粒 子 ,其 运动 规律 由 量子 电动 力学 讨 
论 ,本 书 不 涉及 这 方面 的 内 容 , 仅 考虑 静止 质量 不 为 零 且 低速 运动 的 非 相 对 论 微 观 
粒子 的 运动 规律 . 

人 们 长 期 认为 的 光波 具有 粒子 性 ,那么 长 期 认为 的 粒子 (如 电子 .中 子 和 质子 
等 ) 是 否 也 有 波动 性 呢 ? 1924 年 ,de Broglie 提出 实物 粒子 的 波 - 粒 二 象 性 :如 果实 
物 粒子 的 动量 为 p, 能 量 为 E, 则 它 对 应 波 的 波 矢 k 和 频率 v( 或 角 频 率 w) 分 别 为 

FF 二 及 二 fw; 了 三 大 (13. 1. 1) 
其 中 声称 为 约 化 Planck 常量 . 1927 年 ,Davison-Germer 用 单 晶体 电子 衍射 实验 证 
实 了 de Broglie 的 假设 . 因此 , 波 与 粒子 这 两 个 在 经 典 物 理学 中 完全 不 同 的 概念 ， 
在 微观 粒子 中 得 到 了 统一 . 

如 前 所 说 ,Planck 用 能 量 量子 化 的 假设 成 功 解释 了 黑体 辐射 ,黑体 发 射 与 吸 
收 电 磁 波 的 能 量 方式 是 不 连续 的 (而 经 典 物理 中 能 量 是 连续 变化 的 ) ,只 能 取 最 小 
能 量 单位 s 一 和 (其 中 w 是 电磁 波 的 角 频 率 ) 的 整数 倍 . 可 见 ,通过 约 化 Planck 常 
量 , 能 量 量 子 化 与 波 - 粒 二 象 性 紧密 联系 在 一 起 了 ,或 者 说 ,量子 化 与 波 - 粒 二 象 性 
有 着 深刻 的 联系 . 事实 上 ,我 们 将 看 到 量子 化 是 波 - 粒 二 象 性 的 必然 结果 . 电子 和 其 
他 微观 粒子 的 主要 特点 是 能 量 量子 化 和 波动 特性 , 故 描述 它们 的 运动 规律 叫 量子 
力学 或 波动 力学 . 

与 经 典 力 学 完全 不 同 , 电 子 和 其 他 微观 粒子 的 运动 用 波 函 数 yr, 由 来 描述 ， 
Wr' 罗 给 出 了 微观 粒子 在 上 时 刻 ,在 ~ 处 出 现 的 概率 振幅 . 这 样 波 函 数 gr, 四 就 统一 
了 微观 粒子 的 粒子 与 波动 二 重 性 . Wr, 妇 描述 了 微观 粒子 的 运动 状态 , 称 为 量子 态 . 

为 了 进一步 阐明 波 函 数 的 意义 ,我 们 来 看 自由 粒子 的 波 函 数 . 对 自由 粒子 , 粒 
子 的 能 量 EE 和 动量 p 一 定 ,由 关系 式 (13. 1. 1), 波 的 频率 与 波 矢量 一 定 的 波 为 平 
面 波 , 即 

Jr = fexpLi(k * r — wt)] = Wexp| Cp 。 r—EE) | (13. 1.2) 
显然 y(r,) 充 满 全 空间 ,自由 粒子 占据 整个 空间 当然 是 不 可 能 的 . 事实 上 ,由 于 
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iykr, 四 | 二 1go 1 Cy 为 常数 ) ,如果 把 ylr, 四 充满 全 空间 这 个 事实 解释 为 :在 空间 的 
任意 一 点 找到 自由 粒子 的 概率 为 常数 ,这 样 问题 就 解决 . 类 似 地 ,对 非 自由 粒子 , 波 
商 数 yr, 四 的 统计 和 解释 为 : 

1.，|ylr,)|? 给 出 了 微观 粒子 在 1 时刻, 粒子 在 r 处 出 现 的 概率 密度 ; 

2. 微观 粒子 的 力学 量 f(r) 的 统计 平均 值 为 


jy Df Wr Ddr 
‘f= 


(13. 1. 3) 

Jy Cr Dr Der 
注意 :量子 态 g(r, 力 本 身 不 是 任何 力学 量 ,我 们 还 必须 借助 经 典 力学 中 广义 坐标 、 
广义 动量 的 概念 . 但 在 量子 态 pCr, 直 中 ,只 能 给 出 这 些 物 理 量 的 统计 平均 值 ; 

3. 由 于 微观 粒子 在 i 时 刻 , 粒 子 在 r 处 出 现 的 概率 应 该 是 单 值 的 , 故 y(r, 四 应 
该 是 单 值 有 界 的 连续 函数 ( 除 个 别 孤 立 奇 点 外 ); 

4. |wr,o| 给 出 了 概率 密度 ,而 与 %r, 轨 的 相位 没有 关系 ,但 越 来 越 多 的 物 
理事 实 表 明 波 函 数 的 相位 非常 重要 ,但 本 书 对 此 不 进行 深信 的 讨论 ; 

5. 对 N 个 微观 粒子 组 成 的 体系 , 设 量子 态 为 VCn 疡 ,rt 那么 
ylri ,ra，… rns 表示 1 时刻 第 一 个 粒子 在 ri 处 ,第 二 个 粒子 在 rs 处 ,…, 第 NN 
个 粒子 在 rn 处 出 现 的 概率 密度 . 

生 加 原理 :对 经 典 波 而 言 , 干 涉 和 衍射 现象 是 波 善 加 的 结果 . 对 微观 粒子 ,干涉 
和 衍射 应 该 是 概率 波 的 又 加 . 下 面 给 出 量子 力学 中 的 一 条 基本 原理 , 即 丰 加 原理 ; 
如 果 y ,如 ，,…, 是 体系 可 能 的 状态 , 则 它们 的 线性 全 加 

p= tc cg, = > ci (13. 1.4) 


也 是 体系 的 一 个 可 能 状态 ;如 果 当 体系 处 在 业 (i 一 1,2,…) 态 时 ,测量 某 力学 量 A 
得 出 的 准确 值 为 a1(i 一 1,2,…) ,那么 当 系统 处 在 量子 态 时 ,测量 力学 量 A 得 到 
ai(i 一 1,2,…) 的 概率 为 : 
Pp;=| 0 1/7 | ce 上 (13. 1. 5) 

那么 ,描述 微观 体系 运动 状态 的 波 函数 随时 间 : 演化 满足 什么 样 的 方程 呢 ? 
显然 物理 上 要 求 ， 

1 由 于 波 函 数 满足 天 加 原理 ,描写 波 函 数 随时 间 演 化 的 方程 必然 是 线性 
方程 ; 

2 方程 的 系数 仅 含有 诸如 质量 w、 电 荷 。 等 粒子 内 襄 物 理 量 ,不 应 该 含有 与 
个 别 粒子 运动 状态 的 特定 性 质 有 关 的 量 , 如 坐标 、 动 量 等 ;特别 是 ,方程 的 系数 必须 
含有 约 化 Planck 常量 ,以 表征 这 一 方程 确 是 描述 约 化 Planck 常量 起 作用 的 微观 
世界 中 粒子 的 运动 ; 
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3. 波 函 数 yy 是 时 间 和 空间 的 函数 , 故 波 函数 满足 的 方程 必然 是 偏 微 分 方程 ， 
我 们 要 求 关于 时 间 蚌 一 阶 的 ,因为 根据 y 的 意义 ,初始 条 件 yCr,t) 1,-o 二 pCr,0) 一 
且 给 定 , 方 程 能 唯一 确定 以 后 随时 间 的 演化 . 如 果 关 于 时 间 是 二 阶 的 ,那么 初始 条 
件 还 必须 给 出 时 间 的 一 阶 导数 ,而 这 个 初始 条 件 没 有 物理 意义 . 另 一 方面 , 波 函 数 
关于 空间 应 该 不 高 于 二 阶 导数 ,这 样 一 旦 给 定 边界 条 件 ,方程 的 解 能 唯一 决定 ; 
4. 由 于 经 典 力 学 是 量子 力学 的 极限 情况 , 当 >0 时 ,这 个 方程 应 该 过 渡 到 牛 
顿 方程 ; 
5. 对 自由 粒子 ,方程 的 解 应 该 是 式 (13. 1. 2). 
当然 , 仅 靠 这 些 条 件 不 可 能 构造 波 函 数 满足 的 方程 . 上面 的 条 件 只 为 建立 方程 
提供 了 一 些 必 要 条 件 而 已 , 通过 演绎 和 推广 ,我 们 来 构造 波 函 数 满足 的 方程 , 由 式 
(13. 1. 2) ,两 边 分 别 对 时 间 和 空间 求 微分 得 到 
法 一 = Eylrst); 一 起 W2VC7 = piylr,t) (13. 1. 6) 
在 非 相 对 论 情况 E 二 -ee 2m ,因此 上 式 变 成 
入 一直 V24(r (13.1.7) 
由 方程 (13. 1. 6) 可 看 出 :能 量 和 动量 作用 在 波 函 数 上 的 结果 与 用 算 符 丢 B/at 及 
一 丢 V 作 用 在 波 函 数 上 的 结果 相同 , 即 存 在 对 应 关系 


EE 一 读 驴 ; D > 一 丢 V (13.1.8) 


1926 年 ,Schr6dinger 推广 上 述 关系 至 一 般 情况 ,建立 了 描述 波 函 数 演化 规律 的 
Schr6dinger 方程 . 设 单 粒子 体系 的 Hamilton 函数 为 


2 
H= 22+UG,D) (13. 1. 9) 
2m 


其 中 UGr, 四 为 势 函 数 ,根据 规则 (13. 1. 8) ,在 有 势 函 数 作用 时 ,方程 (13.1.7) 推 
广 为 


这 opr,t) — i Viylr,1) +UCr Dy,D) (13. 1. 10) 
ot 2m 
上 式 称 为 Schradinger 方程 . 对 N 个 粒子 组 成 的 多 粒子 体系 ,Hamilton 函数 为 
N ,2 
H= y， Di Up yr sty st) (13. 1. 11) 
1 2m: 
其 中 Ulri sF2 °° TN ,f) 包 括 粒 子 的 相互 作用 势 ,Schrodinger 方程 
.OF _ on 让 2 1 | 
证 3 一 之 2 Viy+Uy (13. 1. 12) 


显然 Schrodinger 方程 满足 必要 条 件 1、2、3 和 5, 至 于 必要 条 件 4, 可 以 证 明 当 
>0 时 ,Schr6dinger 方程 也 满足 . 必须 指出 :牛顿 力学 方程 或 Maxwell 方程 组 是 
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建立 在 坚实 的 实验 基础 上 的 ,而 Schr6dinger 方程 是 通过 演绎 和 推广 而 得 到 的 . 因 
此 说 ,Schridinger 方程 是 量子 力学 的 基本 假定 之 一 . 

与 牛顿 力学 方程 不 同 , 概 率 流 守恒 定律 自动 包含 在 Schr6dinger 方程 中 ,而 在 
经 典 力学 中 ,牛顿 力学 方程 和 连续 性 方程 是 两 个 独立 的 方程 . 由 于 波 函 数 的 统计 解 
释 ,plr; 二 ybr, 四 |? 代表 t 时 刻 , 粒 子 处 于 7 的 概率 密度 ,于 是 


plr,1) js oy op” 
3 yy ty (13. 1. 13) 
由 方程 (13. 1. 10) 
Bp _ 庄 ,yy _vUv, 
3 mY Wy ) = V) (13. 1.14) 
即 存在 概率 流 守 恒定 律 
9" ee t+V.J=0 (13. 1. 15) 
其 中 J 称 为 概率 流 密度 矢量 
J = 一 东信 v/ 一 4 六 ) (13.1.16) 


当 UCr, 六 与 时 间 无 关 时 :U(r' 为 王 UCr),Schr6dinger 方程 (13. 1. 10) 可 分 离 变 量 ， 


令 


plr,t) = yr) £2) (13. 1.17) 
代入 方程 (13. 1. 10) 得 到 
法 Ff - =Ef; [起 VitUD WD -Er (3.1.18) 
其 中 三 分量 天 雪上 让 第 个 方程 的 角 为 
7 = foexp( 一 党 ) (13. 1. 19) 


因此 这 时 概率 密度 | yr,t) |: 二 1y(r) | 与 时 间 无 关 , 称 系统 处 于 定 态 . 由 方程 
(13. 1. 18) 第 二 式 , 定 义 粒 子 的 Hamilton 算 符 为 


自 = 一 起 V ?十 UCr) (13. 1. 20) 

那么 方程 (13. 1. 18) 第 二 式 可 写成 Hamilton 算 符 的 本 征 方程 形式 
Br = Ey) (13. 1. 21) 
分 离 变量 常数 EE 即 为 能 量 的 本 征 值 . 因此 , 定 态 Schr6dinger 方程 就 是 能 量 的 本 征 


方程 . 
例 13.1.1 一 维 无 限 深 势 阱 中 的 微观 粒子 . 
解 : 势 函 数 为 
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0，0 牵 
U(x) = Sr (13. 1. 22) 
CO Z<< 0， TX>a 


定 态 Schr6dinger 方程 和 边界 条 件 为 


2m dz2 (13. 1. 23) 
y=0,，ZX0, ra 


令 上 三 V2mE/## ,上 式 中 第 一 个 方程 变 为 


+ kyg=0, 0<z<a (13. 1. 24) 
上 式 的 通 解 为 
px) = Asinkz 十 Beoskz (13. 1. 25) 
由 方程 (13. 1. 23) 第 二 式 边 界 条 件 (0) 二 gla) 二 0 得 到 
B=0; k= (2 一 1,2,…) (13. 1. 26) 
所 以 
Rn 
E= 人 | x] =E, (13. 1. 27) 
能 量 最 小 的 量子 态 称 为 基态 ,相应 的 能 量 称 为 基态 能 量 , 即 为 
Ei = 二 (13. 1. 28) 
ma 
与 能 量 本 征 值 E, 相应 的 归 一 化 本 征 函 数 为 
一 ] /nnz 
(7) 一 sn( A ) (13. 1. 29) 


而 在 经 典 力学 中 ,粒子 的 能 量 Ep/(2m) 可 以 从 零 到 无 限 大 连续 变化 . 
13.2 一 维 定 态 问 题 :隧道 效应 和 共振 透射 


一 维 定 态 问题 , 即 求解 定 态 Schrodinger 方程 
hd 
- 世 和 +UGDy 一 丁 (13.2.1) 


根据 解 的 性 质 , 问 题 分 为 两 类 :@ 给 定 UCz) 和 少 满足 的 边界 条 件 , 求 束缚 态 波 函数 
4 一 少 以 及 相应 的 能 量 本 征 值 二 EE,. 所 谓 束 缚 态 ， 就 是 粒子 被 势能 定 域 在 势 函 数 
附近 , 波 函 数 在 二 > 士 cc 指 数 训 减 :VCz)~exp( 一 |zl),z> 士 cc;@ 给 定 粒子 的 能 
量 瑟 .UCz) 和 少 满足 的 边界 条 件 , 求 粒子 被 作用 势 的 散射 , 称 粒 子 处 于 散射 态 , 波 
函数 在 x 一 士 % 为 有 限 值 . | 

由 于 一 维 定 态 Schrodinger 方程 (13. 2. 1) 是 一 维 Hamilton 算 符 的 本 征 方 程 ， 
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而 一 维 Hamilton 算 符 是 Hermite 算 符 ,因此 它 具 有 Hermite 算 符 的 所 有 性 质 ( 见 
下 章 讨论 ), 这 里 介绍 一 维 情形 特有 的 性 质 . 
1. 如 果 势 函数 无 奇 性 ,一 个 能 量 本 征 值 E, 只 存在 一 个 波 函 数 y,, 即 无 简 并 
( 见 下 章 讨论 ) : 设 存在 两 个 波 函 数 内 和 gy ,如果 势 也 数 无 奇 性 
ff 2m _ 


即 

几 六 一 趴 师 二 ( 灼 扣 一 各 如 一 0 (13. 2. 3) 
故 (网 必 一 由 锅 ) 一 cc 为 常数 ). 对 东 缚 态 加 |。 一 各 |。-+%; 所 以 c= 二 0. 于 是 有 

yl 
Ln($)] =0 (13. 2.4) 

因此 y= Cy , 波 函 数 只 差 一 个 常数 ,如 果 波 函数 yp 和 y 都 是 归 一 化 的 , 则 
1C|: 王 1, 即 C==exp(i8) ,而 在 非 相 对 论 量子 力学 中 ,相位 具有 不 确定 性 ,可 以 取 
6 一 0. 

2. 一 维 束缚 态 波 函数 可 取 为 实数 :由 于 势 函 数 是 实数 , 如 果 y 是 方程 
(13. 2. 1) 的 解 , 那 么 y* 也 是 方程 (13. 2. 1) 的 解 ,至 多 差 一 个 常数 , 即 y* 一 Cy 该 式 
两 边 求 复 共 轿 得 到 

y=C'y =C0=|ICly (13. 2. 5) 
故常 数 C 一 exp(i3) ,同性 质 1 相同 理由 ,可 以 取 6 二 0. 

3. 解 在 无 限 远 处 的 性 质 : 设 

JimUCD =U (13. 2. 6) 


方程 (13. 2. 1) 的 渐 近 形式 为 
d 
+ Uy=0, zx2+oo (13. 2.7) 


如 果 E>U, ,无 限 远 处 解 振 荡 ,表示 散射 态 ; 如 果 EE<U。 ,无 限 远 处 解 指数 衰减 , 表 
示 束 缚 态 . 一 个 特殊 例子 是 U 二 0, 则 束缚 态 E<0. 
例 13. 2.1 一 维 有 限 深 势 阱 中 的 微观 粒子 . 


解 : 势 函 数 为 

— 过 

Uw = (0 I*I<e (13. 2. 8) 
0， [zl>a | 

定 态 Schr6dinger 方程 
2 2 
-直人 Uy= ty, |z|<a 
(13. 2. 9) 
天 2 dy 
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令 有 一 V2ma(U 十 巨 )/ 让 ,aa 一 V 一 2m 开 /不 ,上 式 变 为 


9 二 0，1zl<a 

， (13. 2. 10) 
5 一 wy 一 0， Izx|>a . 
当 EE<0 时 ,在 x~> 土 co 波 函 数 指数 衰减 ,粒子 束缚 在 势 阶 中 ,我 们 考虑 这 种 情况 . 
上 式 的 通 解 为 


Bceoskz Csinkr, |z|<a (13. 2. 11) 
Dexp(—azx), a<7X<+o 
诸 系 数 由 z== 土 a 处 的 边界 条 件 决 定 , 即 在 zx 一 士 a 处 ,y 和 y 连续 . 注意 :% 的 连续 
是 物理 要 求 ( 波 函数 连续 ) ,而 少 的 连续 是 数学 要 求 , 因 为 如 果 光 不 连续 ,% 将 出 现 
6 函数 . 于 是 


Aexp(az)， 一 ce 所 工 所 一 Qa 
fz) -1 


Beoska — Csinka = Aexp(— aa) 
kB sinka +- kCcoska = aA exp(— aa) 
Beoska 十 Csinka = Dexp( 一 aa) 
kBsinka — kCcoska = aDexp(— aa) 
上 式 为 关于 A、B.C 和 的 齐 次 方程 ,存在 非 零 解 的 条 件 为 系数 行列 式 等 于 零 ,从 
而 可 以 求 出 决定 能 量 本 征 值 瑟 的 方程 . 采用 比较 简单 的 方法 :(13. 2. 12) 式 第 一 个 
方程 除 以 第 二 个 方程 .第 三 个 方程 除 以 第 四 个 方程 ,分 别 得 到 关于 B 和 C 的 齐 次 
方程 ,然后 令 系 数 行列 式 为 零 得 到 决定 能 量 本 征 值 已 的 两 个 方程 
ktanka 一 wj katanka 一 0 (13. 2. 13) 
注意 到 有 上 一 VCU 干 B7 到 ,a= /一 芭 古 /不 ,(13.2.13) 式 为 已 的 超越 方程 ,可 
用 图 解法 解 之 . 令 £=ka;7 二 aa , 则 
名 十 六 二 Uo (13. 2. 14) 
显然 ,上 式 表示 (6, 力 平面 上 的 1/4 圆 ( 在 第 一 象限 ). 另 一 方面 ,由 方程 (13. 2. 13) 
得 到 


(13. 2. 12) 


n= étané; 7 =— écoté (13. 2. 15) 
为 (&, 力 的 诸 曲 线 , 如 图 13. 2.1: 左 、 右 分 别 为 ?一 tans 和 ”二 一 Scoté. 圆 与 诸 曲 线 
的 交点 (&,n) 即 为 方程 (13. 2. 13) 的 解 . 显然 
一 


2ma? 


(13. 2. 16) 


第 13 章 微观 粒子 的 运动 规律 ”263 


7 NS 7 

[Eo 一 NS 
ji 

亏 

[) 1 

"| 六 "NX 

0 1 x/22 3 4 3x/25E 


1 2 3 4€ 


图 13. 2.1 一 维 有 限 深 势 阱 中 的 微观 粒子 能 谱 的 确定 


由 图 13. 2. 1 可 看 出 : 圆 半 径 较 小 时 , 即 Uoa?: 过 x 起 /(8m), 圆 与 wy 一 Stané 只 有 
一 个 交点 ,也 就 是 说 , 势 阱 中 只 存在 一 个 束缚 态 ,而且 这 个 束缚 态 一 定 存在 ; 当 


在 让 4 TT (13. 2. 17) 
8m 
时 , 圆 与 人 Stan6 和 7 一 一 6cot 各 有 -个 六 , 故 势 阱 中 存在 两 个 束缚 态 ; 当 
ne ne ， 
4.8 < Uo < 过 9 (13. 2. 18) 
m 8m 


时 , 圆 与 盖 6tan6 有 两 个 交点 ,与 盖 一 6cot 有 一 个 交点 , 故 势 阱 中 存在 三 个 东 缚 
态 , 等 等 , 势 阱 越 深 能 级 越 多 . 当 Uo->co 时 ,& >co, 有 无 限 多 个 交点 :站 二 ar/ 2 一 
2，…). 能 级 为 


2 212 
”EE: = 一 生计 (13. 2. 19) 


8ma 
例 13.2.2 隧道 效应 :在 zx 一 一 cc 方向 人 射 的 粒子 受 势 又 的 散射 . 
解 : 设 一 维 势 函 数 为 
U>>0,， 0 过 Xa 
U(x) = (13. 2. 20) 
0， X=<0,T>a 
在 经 典 力学 中 (由 1. 2 节 讨 论 ) ,车 粒子 的 能 量 E>>U。 , 则 粒子 可 越过 势 垒 ,完全 透 
射 ,仅仅 是 粒子 速度 变 慢 而 已 ;如 果 粒 子 的 能 量 已 <Uo ,那么 粒子 不 可 能 越过 势 
侄 ,被 完全 反射 . 但 量子 力学 的 结论 有 很 大 的 不 同 ,无 论 已 >U 还 是 耻 <U。, 透 身 
波 和 反射 波 都 存在 . 定 态 Schr6dinger 方程 为 


2 2 
一 起 人 +Uoy 一 Ey, 0<zx<a 

, (13. 2. 21a) 
-二 rz<0r>a 


在 各 个 区 域 的 解 为 


264 ”理论 物理 导论 


Bexp(ik;, x) 十 Bexp(—iksx), 0<zxz<a (13.2.21b) 
Cexp(iRiz)， Xz>a 
上 式 假 定 粒子 在 z 王 一 ce 方向 人 射 , 在 x 一 co 方向 只 存在 透射 波 . 式 中 


hh = /= fe (13. 2. 22) 


式 (13. 2. 21b) 中 的 诸 系数 由 x 二 0 和 x 二 a 处 的 边界 条 件 决定 :根据 物理 要 求 波 函 
数 连续 ;根据 数学 要 求 波 函 数 的 一 阶 导数 应 该 连续 ,于 是 可 以 得 到 


Aexp(iRiz) 十 A'exp( 一 Riz)，Zz<0 
以 并 ) = | 


-kexpCiko) 
C (ki 二 ks)?exp(— iksa) — (ki ropa (13. 2. 23a) 
22 pb2 Ne: 
A’ 一 2i(CR1 k; )SinRzQ A (13. 2 23b) 


利用 式 (13. 1. 16) ,相应 于 人 射 波 .透射 波 和 反射 波 
内 (z) = Aexplikiz), Wlz) = Cexp(ikix), p(x) = A'exp(— pix) 
概率 流 密度 分 别 为 


J» = M1 | A12; = 总 | Cl:， J, = |A’|: (13.2.24) 
2m 2m 2m 


于 是 定义 透射 系数 和 有 反射 系数 分 别 为 
D= | 产 |=- 4 (13. 2. 25) 
二 | 刀 | (Cf — 2)sin ka | 4k7k? 机 
| 元 | 一 (k? 一 好 )2sin2R2a 
R= | | (inka i 4 (13. 2. 26) 


上 两 式 表 明 ;即使 E>>U, ,也 存在 反射 ,而 不 是 像 经 典 粒子 那样 完全 穿 过 势 垒 . 显 
然 D 十 R=1. 
如 果 玉 <<U6, 令 


k=i /2 = i (13. 2. 27) 


于 是 (13. 2. 25) 和 (13. 2. 26) 变 成 


D=— Md (13. 2. 28) 
(k? +12)? sinh? oa 二 4k? 42 
R= ;K+ sinh ea (13. 2. 29) 


(k? x2)? sinh? rsa + 4k? 2 
一 般 ks 污 1,sinh?xza 人 zexp(2xza)/4, 于 是 


D ~ exp(2kza) = exp| 一 元 wV27a(U71。 -Ea (13. 2. 30a) 
所 以 透射 系数 不 为 零 , 即 粒子 能 够 穿 透 比 它 的 动能 大 的 势 又 ,这 一 现象 称 为 隧道 效 
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应 , 可 以 证 明 , 当 UU。 在 区 间 [0,a] 不 是 常数 ,而 是 xz 的 函数 时 ,透射 系数 的 表达 式 
为 上 式 的 推广 


Dp~ exp| 一 二 2 | VLOr TE EJdz | (13. 2. 30b) 
如 果 粒 子 受 势 阱 而 不 是 势 垒 的 散射 , 即 
Cos 二 BS 
U(x) = | Uo, 0<Sr<0 (13. 2. 31) 
0， XO0,T>a 


那么 只 要 把 U。 改 成 一 Us 透射 系数 和 反射 系数 仍然 为 方程 (13.2.25) 和 
(13. 2. 26). 注意 :此 时 具有 不 为 零 的 反射 系数 是 经 典 力学 完全 无 法 解释 的 . 如 果 满 
足 条 件 
AQ 一 MT (n= 1,2,.) (13. 2. 32) 
那么 D=1 和 有 R=0, 粒 子 完全 透射 , 称 为 共振 透射 . 这 时 
2m(ECU) _ nx 
家 a 


(13. 2. 33) 
即 如 果 粒 子 具有 人 能量 
E= 三 工艺 一 Un (13. 2. 34) 
2ma? 


则 发 生 共振 透射 . 共振 透射 的 物理 图 象 为 :粒子 的 de Broglie 波长 刚好 满足 方程 
(13. 2. 32) ,或 者 2a 一 以 ,粒子 进 人 势 阱 后 ,经 过 各 次 反射 而 透射 出 去 的 波 相位 相 
同 而 形成 相干 彼 加 ,使 透射 波 大 大 增强 ,于 是 形成 共振 透射 . 


13. 3 ”量子 谐振 子 和 谐振 子 的 耦合 


物理 上 ,任何 连续 振动 的 体系 都 可 看 成 是 无 限 多 个 谐振 子 的 集合 . 因此 谐振 子 
的 讨论 在 量子 力学 中 非常 重要 . 
一 维 谐振 子 :首先 考虑 简单 的 一 维 谐振 子 , Hamilton 函数 为 


2 
H=2 +t am 一 mI Tm (13. 3. 1) 
定 态 Schr6dinger 方程 为 
yl Tmo ry = Ey (13. 3. 2a) 


2m dz2 
引信 无 量 纲 常数 


E= az a= /2 (13. 3. 2b) 


于 是 方程 (13. 3. 2a) 简 化 为 
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dy 
让 十 QA 一 部)0 一 0 (13. 3. 3a) 
其 中 4A 二 2E/f#w. &> 土 2 是 上 式 的 奇 点 , 渐 近 形式 为 
dy _ sw， 一 oo 
de 名 J 一 0， 《一 士 (13. 3. 3b) 


具有 近似 解 % 一 exp( 士 bf2) ,6 一 土 cc 处 收 伍 的 解 为 % 一 exp( 一 从 2)， 故 令 方 程 
(13. 3. 3a) 的 一 般 解 为 
J = exp(— £/2) HCé) (13. 3. 4) 

代入 方程 (13. 3. 3a) 得 到 

dH dH 

dg 
上 式 称 为 Hermite 方程 . 一 般 情况 下 , Hermite 方程 的 解 在 &-> 土 co 的 渐 近 表达 式 
为 昌 (&)~exp( 台 ) 一 oo0, 故 J 一 oo 发 散 .但 当 4 满足 一 定 条件 时 ,上 式 存 在 多 项 式 形 
式 的 解 ,那么 jy->0C& 一 土 co). 存在 多 项 式 解 的 条 件 为 


一 0 (13. 3. 5) 


A 二 2n 十 1 (n= 0,1,2,.) (13. 3. 6a) 
即 能 量 本 征 值 为 
1 
E, = (十 去 ) 各 (13. 3. 6b) 
此 时 ,方程 (13. 3. 5) 的 解 电 , (8) 称 为 Hermite 和 
五 ,Cs) = (— Drexp(e) 4 外 pC &) (13. 3.7) 


因此 一 维 谐振 子 的 能 级 差 为 E+ 一 ,二 fw ,这 正 是 Planck 在 解释 黑体 辐射 
时 引入 的 假设 . 另外 ,一 维 谐振 子 的 最 低能 量 为 


E, 一 斑 i (13.3.8) 
称 为 零点 能 ,这 是 经 典 谐振 子 所 没有 的 . 一 维 谐振 子 的 波 函 数 为 
pr)=N exp( 一 地 Fer ) Hax) (13. 3.9) 
入 是 归 一 化 常数 
_ /a 13. 3. 10 
Nm 一 /天 ( ) 
最 低 几 个 谐振 子 波 函数 的 形式 为 
J (x) = exp(— Fez’) (13. 3. 11a) 


f(x) 一 fparexp(— 到 oz) (13.3. 11b) 
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yg, (Xx) = 9 (20 一 Dexp(— Ze) (13. 3. 11c) 
如 (Zz) = Wearz( Sa ‘x? —1)exp(— 3 ) (13. 3. 11d) 


图 13. 3. 1 画 出 了 量子 谐振 子 的 波 函 数 和 相应 
的 能 级 ,图 中 虚线 为 势 函 数 . 

量子 谐振 子 与 经 典 谐振 子 有 较 大 的 区 别 ， 
特别 是 当量 子 谐振 子 处 于 基态 时 ,性 质 与 经 典 
谐振 子 完全 不 同 . 四 基态 能 量 : 经 典 谐振 子 的 
最 小 能 量 为 零 ,而 己 一 iow/2 天 0, 这 是 微观 粒 
子 的 波动 性 引起 的 ;@ 基 态 概 率 分 布 ， 


| gx) | = /xP x) 


. (13. 3. 12) 图 13. 3. 1 量子 谐振 子 的 波 函 数 和 能 级 


粒子 在 z=0 处 出 现 的 概率 最 大 . 而 对 经 典 谐振 子 , 当 z 一 0 时 ,势能 为 零 , 动 能 极 
大 ,相应 地 粒子 通过 zx 一 0 点 的 速度 也 极 大 ,粒子 在 x 二 0 处 逗留 的 时 间 最 短 , 出 现 
的 概率 最 小 ,经 典 情况 与 量子 情况 正好 相反 ; @ 基 态 粒 子 的 运动 范围 :处 于 基态 的 
谐振 子 具有 能 量 Eo 二 jw/2, 如 果 按 经 典 谐振 子 , 当 粒 子 动能 为 零 时 ,粒子 运动 到 最 
远 处 , 即 


总 i = 计 mro2asu (13. 3. 13) 
故 经 典 谐振 子 最 大 的 运动 距离 为 zw 二 Vi/ Cmw) 三 1/a, 而 量子 谐振 子 完全 可 以 


在 Xx 这 xmx 区 域 运 动 . 
2 个 耦合 谐振 子 : 人 合 运动 , Hamilton 函数 为 


轴 2 
H= 起 (和 二 如 Ox 5 )+ 2 (好 十 痛 ) 十 广 &Czl — Zz2)? (13. 3. 14) 


最 后 一 项 表示 两 个 谐振 子 的 耦合 . 因 (xi 一 zz 二 zx? 一 2zx1zxz 十 台 , 平 方 项 可 合并 ， 
但 存在 交叉 项 . 作 简 正 坐 标 变换 


一 方 c 十 az); 9 一 六 Co 一 2) (13. 3. 15) 


方程 (13. 3. 14) 变 成 


请 二 和 (人 十 总 ;+ mw? 闻 十 方 Cm 二 2&8) (13.3.16) 
2m\o8 oF 


因此 通过 简 正 坐标 变换 , 两 个 相互 耦合 的 谐振 子 变 成 两 个 独立 的 谐振 子 . 定 态 
Schr6dinger 方程 为 
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起 /OF 
2738 + 7 ED + me ye 

十 去 (mw 十 28) 太 OCT) = Ey (En) (13. 3. 17) 
令 分 离 变量 解 内 6, 力 一 内 (内 5 力 代 人 上 式 得 到 


起 时 1 
pm 檬 几 (各 十 Bm ey (8€) = Fiy, (&) 
oh ) (13. 3. 18) 
一 区 ER 十 也 Cw 28 7 GD = Ey (nD 


其 中 ==El 十 Es. 因此 在 简 正 坐 标 中 波 函 数 为 
fu C&D = NoNiexp|[— 让 Cait + ) |Hs Ca HC (13.3.19) 
注意 :上 式 中 的 不 是 方程 (13. 3. 7) 的 & 相应 的 能 级 为 
FE, = (2 十 去) 各 十 (十 言 ji (Cn,l = 0,1,2,°) (13.3.20a) 


w= w= wi w= (=1,2) (13.3.20a) 
mow 无 


N 个 灶 合 谐振 子 :由 5.4 节 的 讨论 ,系统 的 Hamilton 函数 为 
~ N #2 ] 包 
一 2 2m; Ow 十 2 um; (13. 3. 21) 


其 中 w(Gi 王 1,2,…,N) 为 谐振 子 的 位 移 . 显然 由 于 交叉 项 ( 即 耦 合 项 ) 的 存在 ,求解 
Schr6dinger 方程 


其 中 


2 2 


( 2 jr at y eve)y =Ey (13. 3. 22) 
是 十 分 困难 的 . 由 5.4 节 , 我 们 总 能 找到 适当 的 坐标 变换 


一 Ai (13. 3. 23) 
使 方程 (13. 2. 22) 在 简 正 侍 标 中 化 成 下风 天 
N 2 of 
>(- +3g)y = Ey (13. 3. 24) 
这 样 N 不 本 人 的 请 星子 上 有 下 下村 中 化 应 了 N 个 独立 的 谐振 子 ,能 量 为 
E= (m+ 让 )ho (13. 3. 25) 


13.4 有 心力 场 中 粒子 的 运动 和 氧 原子 的 量子 描述 


由 第 1 章 的 讨论 ,在 经 典 力学 中 ,有 心力 场 中 运动 的 粒子 轨道 在 一 个 垂直 于 角 
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动量 的 平面 内 . 粒子 的 Hamilton 函数 为 


廊 = 三- 一 去- V+ UGC) (13.4.1) 
式 中 m。 为 粒子 的 质量 . 定 态 Schr6dinger 方程 为 
-去 - Viyt+UDS= Ey (13. 4. 2) 
在 球 坐 标 下 , 即 为 
_ 1ro/:o 1 da/..09 
lA EG 9)+ si ag StU = Ey 
(13. 4. 3) 
令 上 式 的 分 离 变量 解 为 | 
Wr;9,p) = RD)Y(9,p) = RCr)B(9)GCp) (13.4.4) 
代入 方程 (13. 4. | 
三 呈 (二 5 等) 二 (各:[E- UJ] 一 总 |R 一 0 (13. 4. 5) 
四 易 (sin992 )+ Qs)e =0 (13.4.6) 
te 0 (13.4.7) 
由 波 函 数 的 单 值 性 ,方位 角 方 向 波 函 数 的 周期 性 边界 条 件 为 
Gp) = Bg 2n) (13. 4. 8) 
于 是 要 求 y==m? , 故 方程 (13. 4. 7) 的 解 为 
G(p) 一 -二 epdimp) (mm 一 0, 士 1, 士 2，) (13.4.9) 
上 式 中 因子 1/V 玩 源 于 归 一 化 . 令 z 一 cos8( 一 1 委 z 委 1) ,方程 (13. 4. 6) 变 成 
d d9 m2 
| zx?) + (2 -Tz)e=0 (13. 4. 10) 


称 为 连带 Legendre 方程 ,在 zx 一 士 1 有 两 个 正则 奇 点 . 在 正则 奇 点 存在 有 限 解 的 条 
件 为 


1 一 17C 二 1 (=0,1,2,°) (13. 4. 11) 
相应 的 解 为 连带 Legendre 函数 
(9) = Pjm (cos9) (13. 4. 12) 
连带 Legendre 函数 的 微分 形式 
2 di™ 


Pl™! (x) = (1— xz)" rm -Pi(x) (13. 4. 13a) 


而 P(x) 为 1 阶 Legendre 多 项 式 ,前 5 个 Legendre 多 项 式 为 
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Pi(z) =1; Pi(z) = zi Pz)— 记 (37—l) 
1 1 (13. 4. 13b) 
P; (zx) = 天 (5 一 37z); PCz) 一 B35 一 30z? 十 3) 
Legendre 多 项 式 最 高 寡 次 为 !, 故 要 求 | 思 | 很 即 对 给 定 的 1,m 只 能 有 (27 十 1) 个 
可 能 的 取 值 := 一 0, 士 1, 士 2…… 士 /， 
综 上 所 述 ,Schr6dinger 方程 的 角度 部 分 的 解 为 


Ym (9,9) 一 NmaPl™ 《cos9)exp(izap ) (13. 4. 14a) 
其 中 归 一 化 系数 为 
/Uim DIC2+D) 
Ym (9,p) 称 为 球 谐 函数 . 常用 的 4 个 低 阶 球 谐 函 数 为 
Yu = 元 Yo 一， / 宇 cosg (13.4. 15a) 


Yi = Bsingexplig)s Yi 一 Esingexp(— ip) (13.4.15b) 

一 般 称 /二 0 的 量子 态 为 s 态 ,!==1 的 态 为 p 态 ,! 一 2 的 态 为 d 态 ,等 等 . 显然 在 s 

态 ,m 只 能 取 零 , 即 m= 二 0; 在 p 态 ,m 可 取 3 个 值 , 即 m 一 0, 土 1; 在 d 态 ,m 可 取 5 

个 值 , 即 mx 二 0, 土 1, 土 2. 

再 看 径 向 部 分 RC(7) 满 足 的 方程 (13. 4. 5). 因为 涉及 到 势 函 数 的 具体 形式 ,我 

们 考虑 所 原子 中 核 外 电子 的 运动 . 由 于 质子 的 质量 远大 于 电子 的 质量 , 故 可 认为 质 

子 位 于 原点 不 动 , 核 外 电子 在 库仑 吸引 力作 用 下 运动 . 当然 ,如 果 要 考虑 核 的 运动 ， 

则 质子 和 电子 构成 两 体 运动 问题 ,可 分 解 成 质心 的 平 动 以 及 电子 与 质子 的 相对 运 
动 . 我 们 关心 的 是 相对 运动 ,假定 质子 位 于 原点 不 动 ,电子 的 Hamilton 函数 为 

H= 志 - -十 UCD 一 三 一 2 


其 中 Z 是 为 了 使 得 到 的 公式 对 关押 原 子 也 适用 ,对 氧 原子 ,2 一 1. 引 人 无 量 纲 量 


(13. 4. 16) 


= a = he 0.529 x 100m (13.4.17) 
Co mee’ 
__E. me 
-ER P-gp 1.6250V (13. 4. 18) 
其 中 ao 称 为 第 一 Bohr 半径 ,Eo 人 于 是 方程 (13. 4. 5) 变 成 
dx LU+D1, 
tlto l=0 (13, 4. 19) 


其 中 函数 变换 为 XCp) 二 rRCr). 当 ,上 式 的 源 近 形式 为 
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a 十 2eX 一 0 (13. 4. 20) 
如 果 e>0,X 的 解 为 
X= Csin(V2ep) + C2cos( V2ep) (13. 4. 21) 


(13.4. 21) 式 对 e 没 有 任何 限制 ,而 波 函 数 可 扩展 到 无 限 远 处 , 故 不 是 原子 核 东 缚 
核 外 电子 的 状态 ;如 果 s<0,X 的 解 为 
YX 一 Cexp (一 vVZTeTo) 十 Dexp(Cv2 | sp) (13. 4. 22) 
(13. 4. 22) 式 第 二 项 发 散 , 故 取 D==0, 第 一 项 指数 衰减 ,代表 束缚 态 . 因此 束缚 态 
时 , 氨 原 子 的 能 量 小 于 零 . 当 po 一 0 时 ,方程 (13. 4. 19) 的 渐 近 形式 为 
dx + 二 DD Lit 1) 


a 本 (13. 4. 23) 
上 式 为 Euler 方程 ,存在 寡 次 形式 的 解 
和 一 0 和 一 po 和 (13. 4. 24) 
Xi 在 原点 发 散 , 故 舍 去 . 考虑 到 eo 和 pop 一 =o 解 的 特征 ,因此 令 
po exp( 一 po)x(Co) (13. 4. 25) 
其 中 p= v 一 区 .方程 (13. 4. 19) 简 化 成 
du 
s 畔 十 [20UTD 一 各 张 + 一 0 (13. 4. 26) 


其 中 =2Bo 和 a 一 1/8 一 (十 1). 显然 > 十 oo 是 方程 的 正则 奇 点 ,上 式 在 > 十 0 
存在 有 限 解 的 条 件 为 


a=n, (n= 0,1,2,°) (13. 4. 27a) 
即 
Fmt UtD sn Cn = 1,2,°°°) (13. 4. 27b) 
因此 , 氧 原子 的 能 量 为 
E,=E—— "2 1 (13. 4. 28) 


| 2(4neo) :7 
由 式 (13. 4. 27) 可 见 : 给 定 nl 的 取 值 为 1 二 0,1,2,…,《n 一 1). 


因此 ,和 氧 原 子 的 本 征 函 数 为 
$7,0,9) = Ru Cr) Yin (OD, 9) (13. 4. 29) 
其 中 径 向 波 函 数 为 
a (CA ld 


其 中 工 红 为 连带 Laguerre 多 项 式 
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也 2 A [Gt+D)! zt 
(2D) 一 bk D) TT 
Ri,(《7) 的 前 3 个 表达 式 为 


Rio(7) = 2 (2) ep 全 迄 ) (13. 4. 30a) 
Ra (7) 8 (2) 0 疾 )ep(- 健 ) (13. 4. 30b) 
Ri (7) 一 2 (2) 和 exp( 一 从) (13. 4. 30c) 


相应 的 能 量 本 征 值 由 式 (13. 4. 28) 决 定 . 

氨 原 子 的 磁 矩 :量子 数 ni 和 wm 分 别称 为 主 量子 数 、 角 动量 量子 数 和 磁 量 子 
数 ( 角 动量 量子 数 的 意义 将 在 第 14 章 讨论 ). 为 什么 称 m 为 磁 量子 数 呢 ? 氢 原 子 
核 外 电子 的 运动 产生 的 电流 密度 矢量 显然 为 


j = MCs, Vm — fom Vi) (13. 4. 31) 
球 坐 标 中 梯度 算 子 为 
9, 1 3 1 3 
V 一 吉 e 十 了 39 + raind dee (13. 4. 32) 
由 于 Ri《7) 及 yy 9, 中 关于 r 和 5 部 分 的 函数 均 为 实 函 数 , 因 此 
所 二 jp 二 0 (13. 4. 33a) 
而 
_ie 1 1， 3 Opn 
Jp 2me lt 加 ao op ) 
__ emh 
一 一 2 ds | ef (13. 4. 33b) 


取 dS 为 垂直 于 电流 方向 , 距 原 点 为 7 的 面积 元 (如 图 13. 4. 1), 则 通过 dS 圆 面 的 


p= [nrjssin?ddS =—— ga [2rr sing | 和 J?dS 


二 一 ga| | py :dr =— mp (13. 4. 34) 


其 中 js 二 ek/(2m。) 称 为 Bohr 磁 子 . 从 式 (13. 4. 34) 可 
见 : 氨 原子 的 磁 矩 是 量子 化 的 ,与 量子 数 mr 有 关 , 故 m 
称 为 磁 量 子 数 . 

和 氢 原 子 量子 态 的 简 并 :注意 到 氨 原 子 的 能 量 本 征 
图 13.4.1 和 氢 原 子 的 磁 矩 ” 值 仅 与 主 量 子 数 有 关 , 给 定 主 量子 数 ”后 , 由 式 
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(13. 4. 27b) , 角 动 量 量子 数 最 大 为 (2 一 1) , 故 7 取 值 可 以 为 


1 = 0,1,2，… (2 一 1) (13. 4. 35) 
及 种 选择 ;而 磁 量子 数 可 以 为 
六 一 0, 士 1, 士 2,…， 士 / (13. 4. 36) 
有 (2 十 1) 种 选择 . 故 共有 
3 一 1 
> (2 十 1) = (13. 4. 37) 


个 不 同 的 本 征 函 数 (因为 本 征 函 数 与 主 量子 数 、 角 动量 量子 数 和 磁 量子 数 都 有 关 ) 
具有 同一 个 能 量 本 征 值 . 这 种 情况 称 为 简 并 . 同一 个 能 量 本 征 值 对 应 于 f 个 不 同 
的 本 征 函数 , 称 为 f 度 简 并 . 显然 所 原子 的 简 并 度 为 wx. 简 并 的 概念 在 量子 力学 里 
非常 重要 ,以 后 我 们 还 要 讨论 . 

与 经 典 力学 比较 ;中 核 外 电子 的 经 典 轨 道 在 垂直 于 轨道 角 动量 的 平面 ,而 在 量 
子 描述 中 , 核 外 电子 在 空间 任意 一 点 出 现 都 有 一 定 的 概率 ;@ 经 典 的 电子 做 加 速 运 
动 ,要 辐射 电磁 波 ,因而 是 不 稳定 的 (见习 题 10. 8), 而 在 量子 描述 中 ,电子 处 于 一 
定 的 稳定 态 ,可 以 稳定 存在 ;@ 经 典 的 电子 辐射 连续 波 , 而 在 量子 描述 中 ,电子 能 量 
是 量子 化 的 ,电子 从 一 个 能 级 姥 迁 到 另 一 个 能 级 ,从 而 发 出 线 状 光 谱 ;@@ 经 典 电子 
的 角 动 量 守恒 ,而 在 量子 描述 中 ,电子 的 角 动量 也 守恒 ,并 且 * 方 向 的 投影 ( 见 第 
14 章 讨论 ) 也 守恒 ,但 它们 是 量子 化 的 . 


习 题 13 


13. 1 在 宏观 世界 里 ,量子 现象 往往 可 以 忽略 ,对 下 列 三 种 情况 ,在 数值 上 加 
以 证 明 ;(1) 长 /二 1m, 质 量 m 二 1kg 单 摆 的 零点 振动 的 振幅 ;(2) 质量 为 m 一 58g， 
以 速度 10cmys 向 一 刚性 障碍 物 (高 5cm, 宽 lcm) 运 动 的 子弹 的 透射 率 ; (3) 质量 
m 二 0, 1kg,; 以 速度 0. 5m/s 运动 的 钢 球 被 ImX1. 5m 的 窗口 所 衍射 . (提示 : (2) Ce 一 
mgh ,能量 为 动能 ; (3) 本 射 角 8x2X/D,4 为 de Broglie 波长 ,D 为 窗口 的 高 度 或 
宽度 ) 

答案 :(1) A~10-"m; (2) T~1/e*; (3) 衍射 角 大 约 9~10 rad. 

13. 2 一 维 运动 的 粒子 处 于 量子 态 

Azexp( 一 Mz)， 工 之 0 
0， Z<<0 . 
其 中 之 0. 求 :(1) 归 一 化 系数 A;(2) 粒子 坐标 的 概率 分 布 ;(3) 粒子 坐标 和 粒子 
坐标 平方 的 平均 值 ; (4) 粒子 的 动量 分 布 ; (5) 粒子 动量 和 粒子 动量 平方 的 平均 
值 ; (6) 验证 不 确定 关系 ( 见 下 章 讨论 ). 

答案 ;(1) A 一 2182; (2) ( 略 ); (3) 元 一 3/2， 妈 二 3/ 和 


VCZ) = 
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:一 - 2 A 巧 _ 
(6) (Az)? Co (x —7T) pp’)=3 /4 /4. 
13.3 设 1=0 时 ,粒子 处 于 量子 态 

yx) = 4| sin’ (kx) 十 于 cos(iz) | 


求 此 时 粒子 的 平均 动量 和 平均 动能 (提示 :利用 三 角 函 数 展开 成 多 个 平面 波 ， 
A 由 动量 归 一 化 条 件 决定 ) 

答案 :p= 二 0; T 一 万 一 路 三 

13.4 一 个 质量 为 mm 的 粒子 在 一 维 无 限 深 势 阱 (0<z<a) 中 运动 ,t 一 0 时 刻 


的 初 态 为 
px,0) = = /总 (1+ cos 吾 )sin 至 


(1) 在 某 一 时 刻 之 0 的 波 函 数 是 什么 ?(2) 体系 在 1 二 0 和 一 加 时 的 平均 能 量 
是 什么 ? (3) t= 时 在 势 阶 左 半 部 (0 二 x 过 a/2) 发 现 粒 子 的 概率 是 多 少 ? 
答案 :(2) 上 一 0 和 := 平均 能 量 相同 


‘E) = 和 < ; (3) Pa = 


13.5 自由 转子 的 ton 函数 为 
_ Jz 
~ 21 
其 中 了 为 转动 惯量 , 设 转子 在 xOy 平 面 内 自由 转动 ,转角 为 p. (1) 求 能 量 本 征 值 
和 相应 的 本 征 函 数 ;(2) 在 一 0 时 刻 ,转子 的 波 函数 为 p(y) 二 Asin?g, 求 12>0 时 


刻 的 波 函数 (提示 : 王 一 一 让 总 ,利用 周期 性 边界 条 件 求解 ) 


1 16 3 大 。 
斑 十 157c0s 27703 


答案 :(1) EE, = (2 一 0, 士 1, 士 2…)， 内 ( 力 =\/ 直 expdinp)， 

13.6 一 个 电子 被 禁闭 在 一 维 盒子 中 且 处 于 基态 , 盒 宽 为 10 “m, 电 子 能 量 
为 38eV, 计 算 :(1) 第 一 激发 态 的 能 量 ; (2) 当 电 子 处 于 基态 时 , 盒 壁 所 受 的 平均 压 
力 . (提示 :(F) 一 一 呈 ,其 中 < 为 盒 宽 ) 


答案 :(1) Es 二 1l52eV; 《F)==7.6X10’eV/em. 
13.7 质量 为 m 的 粒子 处 于 一 维 势 U(x) 二 一 Uo6(z) 中 运动 , 求 束缚 能 .〈 提 
示 ; 对 Schr6dinger 方程 积分 , 求 一 阶 导数 的 路 变 ) 
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13.8 在 t=0 时 ,一 维 谐振 子 处 于 量子 态 
pz,0) = Aexp(— “ 交 ) | coseHr。 (Caz ) 十 2 H, Gaz) | 


其 中 A 和 8B 为 实 常数 ,a? 二 VAR/ 和 ,Ho。 和 有 Hs 为 Hermite 多 项 式 . (1) 写 出 上 >0 
时 的 波 函 数 ;(2) 在 该 态 中 测量 能 量 的 可 能 值 ,它们 的 相对 概率 是 多 少 ? (3) 在 
;一 0 时 刻 (z) 是 多 少 ? 《zy 随时 间 变化 如 何 ? (未 ,Wr' 关 于 二 是 全 


答案 :(2) ,一 吉 hw， EE 一 了 hn， 相对 概率 天 一 名 5 和 (3) (z) 一 0, 不 随 


sin2B” 
时 间 变 化 . 
13.9 一 个 电子 被 禁闭 在 L? 的 立方 体内 .1) 求 能 级 分 布 和 相应 的 波 函 数 ; 
《2) 给 定 能 量 和 E 的 量子 态 数 ( 即 态 密 度 ). 


2 3/2 
答案 :(1) 已 ,一直 (中 十 码 十 碟 ) ; (2) N= 系 (区 二 ) 


13. 10 一 个 电子 被 禁闭 在 半径 为 R 的 球形 盒子 中 . (1) 求 基态 能 量 ; (2) 求 


电子 处 于 基态 时 ,电子 对 盒 壁 的 平均 压力 (提示 :(F) 一 一 “有 


js. 
13.11 夏天 求 Az=V(z) 一 (zj 和 Ab 一 (成 ) 一 ( 声 ).( 提 
示 : 基 态 波 函数 一 (i (zx) 二 (p,)==0. 利用 


(2 ) 一 一 一 〈 好 ) = (7)/3, (pp2) = (p2) = (pt) 一 (天 ?3 
(= dn] rom) dr 一 站- (请 ) 一 如 六 1 wo |*dr = 二) 
答案 :Az 一 aoy Ap, 二 /vy 3ao， 
13.12 设 粒子 在 半径 为 a 的 无 限 长 圆 管 中 运 动 , 求 粒子 的 能 级 .〈 提 示 :在 柱 
坐标 中 ,Schrodinger 方程 为 
下 工 9 i 
[- 所 (部 十 2)+ 2mp: 2m 32 ]y 2 
然后 用 分 离 变量 法 , 径 向 部 分 满足 Bessel 方程 ) 
答案 : 忆 , 二 大 (有 十 必 )/(2m),k 是 z 方向 的 波 数 ( 连 续 谱 ) ,4, 是 Bessel 函数 的 
第 nn 个 根 . 
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上 一 章 中 ,我 们 用 算 符 来 代替 粒子 的 动量 和 Hamilton 函数 ,得 到 了 Schrodinger 
方程 .问题 是 :这 种 力学 量 用 算 符 来 表示 的 对 应 关系 是 否 具有 更 深刻 的 物理 内 涵 ? 是 
否 任何 力学 量 均 可 用 算 符 来 表示 ? 除 Hamilton 算 符 外 ,其 他 算 符 是 否 也 存在 相应 的 
本 征 方程 和 本 征 函 数 ( 定 态 Schr6dinger 方程 即 为 Hamilton 算 符 的 本 征 方程 )? 如 果 
存在 ,不 同 算 符 的 本 征 函数 之 间 的 关系 又 如 何 ? 如 果 一 切 力 学 量 均 可 用 算 符 来 表示 ， 
那么 表示 力学 量 的 算 符 应 满足 什么 条 件 ? 本 章 将 回答 这 些 问 题 . 


14.1 力学 量 的 平均 值 与 算 符 运算 


由 方程 (13. 1. 3) ,与 空间 坐标 有 关 的 微观 粒子 的 力学 量 f(r) 的 统计 平均 值 容 
易 计算 . 如 果 力 学 量 不 是 坐标 的 函数 ,又 如 何 计算 统计 平均 值 ? 以 动量 为 例 ,已 知 
波 函数 yr) ,如 何 求 p? 7 呈 过 时 为 p 的 平面 波 展开 


pl7) = pCp)exp (~ EP" r)dp (14. 1. 1) 


/ 下 7 
其 中 


1 i 
(p) =—— -ivr exp{— Tp "rdr (14. 1.2) 
?7 pre ep 下 ) 


显然 |p(p) |:dp 表示 粒子 动量 在 p 十 dp 之 间 的 概率 , 故 在 量子 态 $Cr) ,粒子 的 统 
计 平 均值 p 为 
(py = |9° pp Cp) dp (14. 1.3) 
上 式 假 定 波 函数 已 归 一 化 . 由 方程 (14. 1. 2) ,上 式 化 为 
‘p) = Jy argcr ddr (ealiss|pexp[ BP 。 一 |ep| 
(14. 1. 4a) 
利用 关系 
1 1 / 3 
| rl | 


1 . ph 3 
一 (一 WV ) oi 3 ;|e xp| 1p (r "|p 
= (一 请 VY Cr—r) (14. 1. 4b) 
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式 (14. 1. 4a) 变 成 
(p= Jy Wr ) yr Yr er —r) 
=[y WR gE WNL 41.5) 


其 中 p= 一 讨 V 就 是 式 (13. 1. 8) 中 的 动量 算 符 . 当 n 是 整数 时 ,所 (i 二 x,y,z) 的 统 
计 平 均值 为 


Cp) = [yp° CD ( 一 过 坟 ) yr (14.1.6) 


其 中 zx 一 zx,xs 一 y;zs 一 z, 对 于 任何 动量 的 解析 函数 f(p) ,总 可 以 按 p 作 展 开 , 然 
后 利用 上 式 求 平均 ,于 是 


(f(p)) = Jy FD dr (14.1.7) 
例如 ,动能 的 平均 为 
(T) = Iw (7) (一 起 Vjy dr (14.1.8) 
角 动 量 的 平均 为 
Dxp= yy WX yr G4.1.9) 


可 见 在 求 平 均值 的 意义 下 ,力学 量 可 以 用 算 符 来 表示 . 把 式 (14. 1. 7) 推 广 到 一 般 的 
算 符 :体系 的 任何 一 个 力学 量 A 在 量子 态 y(r, 纪 的 平均 值 可 以 表示 为 


A= |p Dhy rd = (yAy) (14. 1. 10) 
为 此 ,首先 介绍 算 符 运算 的 法 则 和 若干 性 质 . 

1. 线性 算 符 :对 算 符 A 作用 的 任意 两 个 函数 内 和 几 , 以 及 任意 两 个 复数 c 
和 cs, 存在 运算 关系 

ACap + cs) 一 cp + cz Ay (14. 1.11) 

称 A 为 线性 算 符 . 由 于 琶 加 原理 的 要 求 ,量子 力学 中 描述 可 观察 量 的 算 符 都 是 线 
性 算 符 . 但 注意 :量子 力学 中 的 算 符 不 都 是 线性 算 符 , 如 取 复 共 辆 就 不 是 线性 算 符 ; 

2. 单位 算 符 : 算 符 1 作用 的 任意 一 个 函数 y, 恒 有 


y=y (14. 1. 12) 
称 7 为 单位 算 符 ; 
3. 算 符 相 等 ; 算 符 A 和 B 作用 的 任意 一 个 函数 y, 恒 有 
Ay=By (14. 1. 13) 
称 A 等 于 BB, 即 两 个 算 符 相等 ; 


4. 算 符 相 加 : 算 符 A 和 户 相 加 (A 十 BB) 定义 为 :对 算 符 A 和 B 作用 的 任意 一 
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个 函数 y, 关 系 成 立 
(A+By= Ay+By (14. 1. 147 
全 人 mon 算 符 为 动能 算 符 与 势能 算 符 之 和 . 显然 算 符 相 加 满足 交换 律 和 结 
A+B=B+A, A+(B+O) = (A+B)+C (14. 1.15) 
5. 算 符 相 乘 ; 算 符 和 和 户 相 乘 (4B) 定 义 为 :对 算 符 A 和 B 作用 的 任意 一 个 
画 数 几 ,关系 成 立 
(AB)y = A(By) (14. 1. 16) 
即 先 用 户 对 y 运算 得 到 (By) ,再 用 A 对 (By) 运 算 . 一 般 来 说 , 算 符 相 乘 不 满足 交 
换 律 :AB 隐 BA. 定义 算 符 A 和 B 的 对 易 子 
[A,8] = AB— BA (14. 1. 17) 
如 果 [A, 记 ]=0, 称 算 符 A 和 B 对 易 . 
例 14.1.1 以 位 置 算 符 ?一 ~ 动量 算 符 请 = 一 和 法 Y 和 角 动 量 算 符 上 一 rXP 为 
例 说 明 算 符 相 乘 的 意义 ， 
解 取 人 A=x,B=p,, 显 然 
hy =— ihr Ed bxy 一 一 和 过世 (zj) 一 一 ix 2 — ify, 


故 (zxp, 一 pz) 一 讨 y, 由 风 的 任意 性 有 


,一 Doz 一 法 (14. 1. 18) 
同 理 有 
好, 一 六 yy = 二话 马 , 一 Pz 一 先 (14.1. 19) 
写成 统一 的 形式 
[xsbsl = fb ap = 1,2,3) (14. 1. 20) 


角 动 量 算 符 卫 =rXP 涉及 到 经 典 粒 子 轨道 运动 的 描述 方法 ,即位 置 矢量 和 动 
量 , 故 称 为 轨道 角 动量 算 符 , 它 具有 对 易 关 系 
[Esl = Le [EyL] = 讨 Es; [LLs] = iL, (4.1.21) 
可 以 写成 形式 
LxLE= iiL (14. 1. 22) 
上 式 是 从 轨道 角 动量 革 一 r XP 推导 出 来 的 . 但 可 以 利用 上 式 直接 定义 角 动 量 算 
符 ;, 如 果 一 个 力学 量 的 算 符 于 满足 对 易 关 系 式 (14. 1. 22) ,就 称 这 个 力学 量 为 角 动 
量 . 角 动 量 这 一 概念 的 推广 在 讨论 微观 粒子 的 自 旋 角 动量 时 非常 重要 . 
定义 角 动 量 平 方 算 符 


=i+i+L (14. 1. 23) 
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显然 有 
LE,LJ= [2++E,L,] = [L,L,]+[L,L,] 

一 L,[L, ,L,] 十 [LE, ,LJL, +L[Li, ,L;] 十 [LE ,Ls JE, 

一 一 诉 (L, 上 ,十 LLy) 十 讨 (L,L 上 ,十 LL.) 二 0 (14. 1. 24) 
注意 上 式 证 明 只 用 到 对 易 式 (14. 1. 22) ,而 没有 用 到 角 动 量 算 符 的 具体 形式 .对 y 
和 z 方 向 可 得 到 同样 的 结果 . 故 存在 关系 

[EB2,L]=0 (a= zx,y,z) (14. 1. 25) 

因此 角 动 量 的 每 个 分 量 不 对 易 ,但 每 个 分 量 与 角 动 量 平方 算 符 对 易 ! 


6. 逆 算 符 : 算 符 A 作用 的 任意 一 个 函数 y:Ay 二 g. 如 果 能 从 该 式 中 唯一 解 出 
yj, 则 定义 算 符 A 的 逆 算 符 及- 为 A-1g 二 y 如 算 符 A 的 逆 算 符 A-! 存 在 ,那么 
AAA 一 AAA- 一 ii 

7. 算 符 的 函数 ; 设 函数 f(z) 的 各 阶 导数 存在 且 Taylor 展开 为 


f(z) = > 信人 (14. 1. 26) 
则 定义 算 符 A 的 函数 (A) 如 下 

f(A) = > 人 0) A" (14.1.27) 
例如 f(z) 二 exp(azx) | 

/( 志 )= > 全 六 (14. 1. 28) 
不 难看 出 四 

ep(e EPD=- DEP- TOFto 

故 上 式 左边 的 算 符 称 为 平移 算 符 . ~ 


14.2 ”Hilbert 空间 上 的 Hermite 算 符 和 本 征 值 问 题 


本 节 介 绍 特殊 性 质 的 算 符 , 即 Hilbert 空间 上 的 Hermite 算 符 概念 . 根据 泛 函 
分 析 理 论 , 完 备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 . 所 谓 内 积 空间 是 指定 义 在 数 域 生 上 
的 矢量 空间 工 , 对 它 的 每 一 对 矢量 少 和 9p 可 以 定义 内 积 (y,9) 满 足下 述 公理 : 

(1) 正定 性 : Cy, 办 宇 0 当 且 仅 当 y=0 时 等 号 成 立 ; 

(2) 共 思 对 称 性 :(y,9)= 二 (9,D*; 

(3) 线性 ; (ab 十 bp 区 一 4 (yg, 和 十 5* (9,). 

内 积 的 引进 使 我 们 可 以 定义 矢量 之 间 的 “角度 ”, 从 而 可 讨论 矢量 的 正 交 性 . 所 
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谓 “ 完 备 ” 则 指 L 中 的 每 一 Cauchy 序列 都 收敛 于 工 中 的 一 个 元 素 . 量子 力学 感 兴 
趣 的 是 由 元 素 为 有 限 空间 V 上 的 平方 可 积 复 值 函 数组 成 的 函数 空间 , 记 为 [Vj]. 
可 以 证 明 这 个 函数 空间 是 一 个 完备 的 内 积 空间 ,因此 是 一 个 Hilbert 空间 . 函数 空 
间 蕊 [LV] 上 % 和 op 的 内 积 定义 为 
Cp 一 | 入 (DeCr)dzr (14.2.1) 
由 上 式 定义 的 内 积 显 然 满 足 公理 (1)、(2) 和 (3), 因 此 [V1] 是 一 个 内 积 空间 . 
Hilbert 空间 中 的 线性 算 符 A 的 共 思 算 符 A1 定义 为 


(Ay,9p) = (yg,Aigp) (14. 2. 2) 
其 中 y 和 g 为 Hilbert 空间 中 任 一 对 矢量 . 对 Li[V], 上 式 可 写成 
[Gp per = | yA gdr (14. 2.3) 
如 果 A1==A 则 称 A 为 Hermite 算 符 ,显然 有 关系 式 
| am * pdar 一 | Apdr (14. 2. 4) 
或 者 
(Ay,9) = (加 Ap) (14. 2. 5) 
Hermite 算 符 A 的 本 征 值 问题 就 是 求 下 列 方程 的 非 零 解 
My=%y (14. 2. 6) 


上 式 称 为 本 征 方程 . y 一 0 总 是 一 个 解 ,这 个 解 称 为 平庸 解 ,而 我 们 感 兴趣 的 是 非 平 
庸 解 . 并 不 是 对 一 切 1, 非 平庸 解 总 存在 .1 只 能 取 某 些 特 定 的 值 M, Cn 可 能 为 几 个 


量子 数 的 集合 ), 上 式 才 有 相应 的 非 零 解 少 ,) 称 为 算 符 A 的 本 征 值 . 与 4 相对 应 
的 非 零 解 y, 称 为 本 征 值 *, 相对 应 的 本 征 函 数 . 如 果 给 定 一 个 4, 只 有 一 个 与 
之 对 应 , 则 称 X 是 非 简 并 的 ;反之 ,如 果 给 定 一 个 4 有/ 个 线性 独立 的 解 此 (i 二 1， 
2,…, 门 同时 满足 方程 (14. 2. 6), 则 称 )。 是 ! 度 简 并 的 .4 的 全 体 {24,} 称 为 本 征 谱 . 
如 果 4。 是 可 数 的 , 称 {h) 为 分 立 谱 , 否 则 称 为 连续 谱 ， 


下 面 简单 介绍 Hermite 算 符 A 的 基本 性 质 . 
(1) Hermite 算 符 A 平均 值 是 实数 : 
(4) = | "Ayer = | Ap' yar — [fy Apd'r] =A) 
(2) 对 Hilbert 空间 中 任 一 矢量 y, 平 均值 均 为 实数 的 算 符 一 定 是 Hermite 算 
符 :因为 (A) 二 (4A)* , 即 
Cy,Ay) = (yAp)* = (hy,p (14. 2.7) 
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但 根据 Hermite 算 符 的 定义 式 (14. 2. 5) ,必须 证 明 (y,Ap) 一 (Ayy,g). 为 此 令 9 一 
册 十 加 并 且 代 人 上 式 得 到 


(Cp t+) A tp) = (Ag + hh) pth (14.2.8) 
展开 后 即 为 


Cp Ap) + Cos Aga) + (ps Ap,) + (ps Ay1) 
一 (人 sg) + Ag, sta) + CAgi sp) + Ag ,th) (14. 2. 9) 
由 式 (14. 2. 7) 得 到 
(ps Ay) + Cp Ag) = Ag sg) + Ay ,th) (14. 2. 10) 
作 变 换 , 令 (A 一 内 ez ;p> ev ,上 式 变 成 
eo Tg Ap ) — Mg pa) = ET LAs) — (pb, Ay1)] 
而 a 和 8 任意 ,上 式 恒 成 立 条 件 为 
(fh ,Ay,) CAy, 内) = 0; (Ay, 办) 一 《内 ,Ay) =0 (14.2.11) 
故 A 一定 是 Hermite 算 符 . 


(3) Hermite 算 符 A 的 本 征 值 *; 都 是 实数 ; 设 与 本 征 信 4., 相应 的 本 征 函 数 为 
内， > 即 有 


Ay, = Mp (14. 2. 12) 
首先 ,总 可 以 使 , 归 一 化 (y,,,%) 二 1,. 上 式 两 边 取 内 积 则 有 
hn = Cg» Ay,,) (14. 2. 13) 
”又 取 复 共 绒 ,由 内 积 的 性 质 得 
A = CAy, ,ph,) (14. 2. 14) 


而 A 是 Hermite 算 符 , 故 由 定义 式 (14. 2. 5) 得 到 ln 一 对 ,因此 4 为 实数 . 
(4) 对 应 不 同 的 本 征 值 之 本 征 函 数 彼此 正 交 : 设 与 本 征 值 4, 与 1。 相应 的 本 征 
函数 分 别 为 yp, 和 少 ， 即 有 


j = hfs; 人 一 My (14. 2. 15) 
以 yp, 和 y, 分 别 取 式 (14. 2. 15) 第 一 和 二 式 两 边 的 内 积 
Mt) = Gp) Mnfrs) = (shypn) (14.2.16a) 
第 一 式 两 边 取 复 共 绒 ,并 利用 4, 一 A 得 到 


Mp) = Cp ps) = (ps Mp) (14. 2. 16b) 
与 式 (14. 2. 16a) 中 第 二 式 相 减 应 有 
Ma —An) pt) =0 (14. 2. 17) 


因 ) 天 1, 故 (4, 风 ) 一 0, 即 几 与 清正 交 . 
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(5) Hermite 算 符 A 的 本 征 函 数 系 构 成 Hilbert 空间 中 的 一 个 完备 系 , 因此 
Hilbert 空间 中 任 一 矢量 风 可 作 广义 展开 


少 一 > co (14. 2. 18) 
其 中 co 一 (加 ， 旋 . 上 式 在 平均 意义 上 收 人 ， 即 
lim | |yn — Sogn | r=0 (14. 2. 19) 


完备 性 证 明 比 较 复杂 , 故 略 去 . 
根据 Hilbert 空间 中 Hermite 算 符 的 以 上 特性 ,量子 力学 的 基本 假定 为 ; 
1. 微观 系统 的 量子 态 对 应 于 Hilbert 空间 中 的 一 个 矢量 , 称 为 态 矢量 ; 
2. 量子 力学 中 的 力学 量 用 Hilbert 空间 中 的 一 个 线性 Hermite 算 符 表达 . 
例 14. 2.1 一 维 动量 算 符 
一 一 证 且 ，xzE (coco yyE 亚 (一 coco) (14.2.20) 


dz 
解 : 显然 
| 人 全 dr 一 一 if 内 + 办 (让 入) dz (14.2.21) 


对 平方 可 积 函 数 : 内 和 内 一 0( 当 Zz 六 士 co 时 ) ,于 是 
(ppis ps) = (pp) (14. 2. 22) 
故乡 ,在 (一 oo, 十 oo) 区 间 上 ,对 平方 可 积 函 数 类 是 Hermite 算 符 . 
例 14. 2.2 一 维 动能 算 符 


让 = 下 由 LE ，yeEE(GD，WO) 一 VD 一 0 (14.2.23) 


2m dz2 
解 : 显然 
~ 2 d? 
fig) = | 
中 _ 
加 jw 扰 站 dz = (Hy ,hh) (14. 2. 24) 
因此 直 在 函数 类 ;JE (0, 六 且 WO0) 一 MD 中 是 Hermite 算 符 . 本 征 方程 为 
Edy, _ 
2m a Wh; WHO) TKD 一 9 (14. 2. 25a) 
求 得 本 征 函数 和 相应 的 本 征 值 为 


加 (ZX) 一 人 /二 Ssin( 2 ) 2 一 对 人 一 1,2…) (14.2.25b) 
例 14. 2.3 三 维 动能 算 符 


上 oy -一 
应 一 一 起 V?i (wy +83) 0, rEG (14.2.26) 


aG 
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解 : 志 定 义 在 有 限 闭 空间 G 内 ,G 的 边界 为 3G, 进 一 步 要求 在 G 内 YEC 
且 在 3G 上 VEC .由 Green 公式 


[gr vip pv ge ds 4.2.27) 
由 式 (14. 2. 26) 中 边界 条 件 


(wr +8 ee) ,=0; (wp +B EE) =0 (14.2.28) 
如 果 a 与 8 不 同时 为 零 , 故 
(gy 汪 内 入 ) .二 (14. 2. 29) 
因此 ,由 式 (14. 2. 27) 得 到 
(由 , Hy,) = Jy (一 所 Y?)wadr 
一 | 太吉) 作业 (Bt 04230) 


故 在 相应 的 边界 条 件 下 入 是 Hermite 算 符 . 
14.3 ”力学 量 的 测量 ,不 确定 关系 和 守恒 量 


既然 量子 力学 中 的 力学 量 对 应 于 一 个 线性 Hermite 算 符 ,那么 在 任意 一 个 量子 
态 测量 一 个 力学 量 有 什么 特性 呢 ? 为 此 进一步 讨论 力学 量 、 算 符 以 及 量子 态 的 关系 . 
1. 力学 量 有 确定 值 的 条 件 


设 力学 量 A 相应 的 Hermite 算 符 为 A, 在 量子 态 y 中 的 平均 值 为 
A =| yr DAy Der= (yAy) (14.3.1) 
而 平均 方差 为 
(AA) = (AA) 一 | yy" AMYgdr 4.3.2) 
利用 A 的 厄 米 性 , 即 (A 一 (A)) 的 厄 米 性 ,上 式 为 
(AA)= |{ [A— A A Ayar 
一 | | (A— (ADy bdr (14. 3. 3) 


如 果 A 在 量子 态 y 中 有 确定 值 ,要 求 《CAA)?) 一 0, 即 要 求 
Ay = (AYy (14. 3. 4) 
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比较 方程 (14. 2. 6), 上 式 即 为 本 征 方程 的 定义 . 因此 有 结论 ; 当 且 仅 当 yy 是 Her- 
mite 算 符 A 的 本 征 态 时 ,力学 量 A 才 有 确定 值 ,而 且 这 个 确定 值 就 是 算 符 A 的 本 


征 值 . 只 有 在 Hermite 算 符 A 的 本 征 态 ,力学 量 A 才 有 确定 值 . 
2. 任意 量子 态 中 力学 量 的 测量 值 


设 量子 态 y 不 是 算 符 A 的 本 征 态 ,而 算 符 A 的 本 征 态 满足 本 征 方程 
Ay, = Ay, (14. 3.5) 
因为 算 符 A 的 本 征 函 数 系 构成 Hilbert 空间 中 的 一 个 完备 系 , 即 任意 量子 态 yy 可 


用 {y} 展 开 


$= 2 Cp, (14. 3. 6) 
因此 力学 量 A 的 平均 值 为 
(全 一 | 人 opdr 一 > Cx Cu| yr Aya dr (14. 3.7a) 
即 


(= PCCsAs| 放生 tr= DC CnArdm 
0 nm=0 


nm 二 


= DA,1C.|’ (14. 3.7b) 


因此 得 到 结论 :在 量子 态 y( 非 A 的 本 征 态 ) 中 测量 力学 量 A 有 各 种 可 能 值 ,这 些 
可 能 值 就 是 A 的 本 征 值 A。, 而 且 可 能 值 A, 出 现 的 概率 为 |C|? 王 |(y, ,D1. 
3. 不 同 力学 量 同时 有 确定 值 的 条 件 
若 入 入 在 量子 态 y 都 有 确定 值 ,y 一 定 是 A 和 B 的 共同 本 征 态 , 即 
Ay=aoy; By=w (14. 3. 8) 
第 一 式 左 乘 户 .第 二 式 左 乘 A 得 到 
BAy = aBy = aby; ABy = bAy = aby 
即 
“(BA—AB)y=0 (14. 3. 9) 
从 上 式 我 们 还 不 能 说 A 入 对 易 ,因为 算 符 对 易 的 条 件 是 对 任意 的 波 函 数 9 都 成 
立 (BA 一 AB)o==0. 可 以 证 明 :如 果 和 和 BB 的 共 辣 本 征 函数 构成 Hilbert 空间 上 的 
完备 系 ,那么 A 和 户 对 易 , 即 [A, 记 ==0. 事实 上 ,因为 任意 的 波 函 数 p 都 可 用 共同 
本 征 函 数 {y} 来 展开 


(BA— AB)o— SCBA— AB)y, =0 (14. 3. 10) 
2 一 0 
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由 于 p 是 任意 的 波 函 数 ,因此 必 有 [A,B] 一 0. 故 不 同 力学 量 同时 有 确定 值 的 条 件 
是 相应 的 算 符 对 易 且 在 它们 共同 的 本 征 态 . 


反 过 来 ,可 以 证 明 : 如 果 A 和 BB 对 易 ,那么 A 和 B 必 存 在 共同 本 征 函 数 构成 
Hilbert 空间 上 的 完备 系 . 事实 上 ,如 y 是 A 的 本 征 函 数 
Ay, = awy, (14. 3. 11) 
那么 用 户 左 乘 (14. 3. 11) 式 得 到 
BAy, = A(By,) = a, (By,) (14. 3. 12) 
可 见 By, 也 是 A 的 本 征 函 数 且 相应 的 本 征 值 也 是 a,, 假 定 A 的 本 征 函 数 无 简 并 
(有 简 并 时 间 题 复杂 一 点 而 已 》 ,By, 与 J, 一 定 描述 同一 个 态 ,二 者 至 多 差 一 个 常 
数 , 即 By 二 6by. 因此 {y,} 是 A 和 B 的 共同 本 征 函数 系 . 由 于 A 和 BB 是 Hermite 
算 符 , 故 {y,) 构 成 Hilbert 空间 上 的 完备 系 . 值得 说 明 的 是 : 
(1) 即使 A 和 记 对 易 且 存在 完备 的 共同 本 征 函 数 系 ,但 当 A 的 本 征 函 数 简 并 
时 , 它 不 一 定 是 B 的 本 征 函 数 ,需要 对 属于 同一 个 本 征 值 的 本 征 函 数 重新 作 线性 
组 合 ,才能 得 到 B 的 本 征 函 数 ， 
(2) 当 和 A 和 BB 对 易 时 ,它们 的 共同 本 征 态 特性 显然 不 仅 由 A, 而 且 也 由 六 确 
定 . 因此 ,要 完全 确定 体系 的 状态 ,需要 一 组 相互 对 易 的 力学 量 . 由 这 组 力学 量 的 本 
征 值 或 量子 数 来 确定 体系 所 处 的 状态 . 如 果 这 组 力学 量 能 够 完全 确定 体系 的 状态 ， 
那么 称 这 组 力学 量 为 力学 量 的 完全 集 . 完全 集 的 力学 量 数 目 与 体系 的 自由 度 相 同 . 
注意 ;经典 力学 中 确定 一 个 力学 系统 的 状态 ,必须 同时 给 出 广义 坐标 和 广义 动量 
( 即 相 空间 的 一 个 点 的 坐标 ) ,因而 给 出 的 力学 量 数目 是 自由 度 的 二 倍 . 例如 为 确定 
一 个 自由 质点 的 运动 状态 (自由 度数 为 3) ,初始 条 件 是 :二 0 时 刻 的 位 置 矢 量 和 速 
度 矢量 ,有 6 个 分 量 . 其 原因 是 :牛顿 力学 方程 或 者 Lagrange 方程 对 时 间 的 导数 是 
二 阶 的 ,而 Schr6dinger 方程 是 一 阶 的 微分 方程 . 


例 14.3.1 (ZL, 上 ,) 的 共同 本 征 函 数 . 
解 ; 角 动 量 算 符 上 上 =rXp 的 分 量 形式 为 


2 /Da 
L: = yp, ~ 2p, = 法 (y 芒 一 * 训 ) 
L, = wD, 一 zp， 一 一 过 (= 辽 一 总 ) (14. 3. 13) 


利用 球 坐标 ,可 以 把 角 动 量 算 符 的 分 量 表示 成 
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LL: 一 访 (sing 翅 十 cotgcosp 3%) 


让 _ o 
,二 法 ( cosp 3 + cotysinp 蕊 ) (14. 3. 14) 
四 
,一 一 远 ap 
而 角 动 量 平方 算 符 
fr [1 /no 1 9 
一- 下 久 (Sm 名)+ 37 (14. 3. 15) 
显然 二 . 的 本 征 方程 为 
一 入 最 一 0L6 (14. 3. 16) 
99 
不 难得 到 上 式 的 解 为 
G(p) 一 exp| i 到 Fp ?| (14. 3. 17) 
而 BCq9) 必 须 满足 周期 性 边界 条 件 :BCq) 二 BCg 十 27) , 故 
产 一 如 (mm 一 0, 士 1, 士 2,) (14. 3. 18) 
于 是 过。 的 本 征 值 为 
L.=m m=0,+1, +t2,.) (14. 3. 19) 


相应 的 归 一 化 本 征 函数 由 方程 (13. 4. 9) 表 示 . er L 的 本 征 值 问题 :本 征 方程 为 


一 下 一 二 14. 3. 20 
h [ss EL sin9 Es sin20 og Si]Y(0,9 = LY(9,9) ( ) 


令 分 离 变 量 解 Y(3,9) 二 BC(9)@BC(y) 代 人 上 式 得 到 


1 d/. dB /LD Oy  _ 

sn 总 (sin9 允 ) 二 ( 冤 ss)e 0 (14. 3. 21) 
LP ,p=0 (14. 3. 22) 
dg 


显然 上 二 式 与 方程 (13. 4. 6) 和 (13. 4.7) 完 全 一 样 . 故 方程 (14. 3. 20) 的 解 即 为 式 
(13. 4. 14a) 和 4. 11) 可 得 角 动 量 平方 的 本 征 值 为 


= CQ Di (=0,1,2.) (14. 3. 23) 
注意 : 这 里 对 量子 数 1 没 有 限制 . 相应 的 本 征 函 数 为 球 谐 函 数 Yi (9,9) 
Yin (8,9) = NimPl™ (cosd)exp(img) (14. 3. 24) 


显然 YC9,9) 就 是 上 2 和 过. 的 共同 本 征 函 数 . 可 见 对 磁 量 子 数 仍 有 限制 :m 一 0， 
士 1, 士 2,…, 士 /. 由 方程 (14. 3. 23) ,量子 数 ! 与 角 动 量 有 关 , 故 称 为 角 动 量 量子 
数 . 因此 和 氧 原 子 的 量子 态 由 一 组 量子 数 (n,1,m) 确 定 ,这 组 量子 数 对 应 的 力学 量 为 
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能 量 互 、 角 动量 的 平方 声 及 角 动 量 的 分 量 工 -. 
例 14.3.2 求 对 称 陀 螺 的 所 有 能 级 ， 
解 : 由 式 (2. 2. 17) ,在 主轴 坐标 系 内 


1 天 及 天 ln jn 1 大 
H= 坟 (7 让 十 六)= 南 921 /D+ 
_ 1. 1/1 1 2 
27] + 去 ( 主 BE (14. 3. 25) 


因 是 刚体 角 动 量 的 平方 ,是 空间 角 动 量 ( 与 第 16 章 介 绍 的 自 旋 角 动 量 不 同 ). 由 
14. 1 节 的 讨论 ,方程 (14. 3. 19) 和 (14. 3. 23) 可 推广 到 一 般 的 角 动 量 
J 二 jG 十 了 起 (j= 0,1,2,.…*) 


| (14. 3. 26) 
J: = mi (一 0, 士 1, 士 2……， 士 7) 
故 量 子 化 能 级 为 
_ 1.,. 1/1_1 
Em = Fj 十 1D 好 十 芒 (i )r (14. 3. 27) 
4. 不 确定 原理 


我 们 知道 , 当 和 A 和 B 对 易 时 ,在 A 和 8B 的 共同 本 征 态 , 力 学 量 A 和 B 有 确定 


值 且 确定 值 为 A 和 BB 的 本 征 值 . 问题 是 ,如 果 和 和 BB 不 对 易 且 在 任意 的 量子 态 y 
， 中 ,力学 量 A 和 B 的 测量 值 有 什么 关系 呢 ? 为 此 构造 积分 


Te 一 | |eAy—ily ldr>0 (14. 3. 28) 
式 中 & 是 实 参 数 ,y 是 任意 的 量子 态 . 上 式 展 开 后 得 到 
IC 一 | cA yr +iB yy ) eAy +iBy) dr 
=&| A yp) A dr 
一 训 [A y BD Bry ) ADJr 4.3.29) 
+| ,Bry ) Bar 
由 和 和 B 的 Hermite 性 得 到 
I(8) =e| 六 zydsr 一 过 J” (AB — BA)ydr 
” ” (14. 3. 30) 
二 | wr’ Brydr = A) +eC) + (PB) >0 


其 中 (AB 一 凑 )==iC. 上 式 为 & 的 二 次 式 ,正定 条 件 为 


(A?) (BB) > < (14. 3. 31) 
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即 
VA (PB) > | -> = 去 | (AB— BA) | (14. 3. 32) 


令 AA=A 一 (A) 和 AB=B 一 (B) ,显然 如 果 A 和 BB 是 Hermite 算 符 ,那么 AA 和 
AB 也 是 Hermite 算 符 且 满足 关系 :[AA,AB] 一 [A,B]. 作 变 换 
AA >~A, AB—B 
则 式 (14. 3. 32) 变 成 
VCAA)?)(CAB)') 之 二 | (AAAB 一 ABAA) | 一 二 [LAA,A 有 ] 一 去 [A, 问 ] 


(14. 3. 33) 


这 是 任意 两 个 Hermite 算 符 的 一 般 不 确定 关系 . 取 A 一 zx,。 入 二 =p,, 由 方程 
(14. 1. 20) 和 上 式 得 到 


Vz CAB, yy > Be, (14. 3. 34) 


如 取 A= 所 =ih9/3t 和 B=t, 由 [EE, 相 二 先 得 到 


St 


VCAB)) AD > 7 (14. 3. 35) 
(14. 3. 34) 和 (14. 3. 35) 式 也 简写 成 
Ax,* Ap, 之 志 6w; AE* At 之 加 (14. 3. 36) 
5. 力学 量 平均 值 随时 间 的 变化 
由 方程 (14. 3. 1) 得 到 
4 (2, My)+ (pA 人 + (pe ) (14. 3. 37) 


利用 Schredinger 方程 和 Hermite 性 ,上 式 变 为 
dA)_ /By 3 1 Hy 34 
df ( 法 "hp)+ (pA 和 上 + (4 ) 
1,, pa 1 ,AD a4 
一 二 (FAg)+ 计 (pA)+ (py) 


1 、 BA 1 FA 84 
= 让 (LA, H+ (bp)= 计 [A I+ (BY) 
(14. 3. 38) 
如 果 A 不 显 含 时 间 ,那么 
[4A, 媚 ] (14. 3. 39) 
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因此 如 果 力 学 量 A 的 算 符 A 与 体系 的 Hamilton 算 符 坟 对 易 :[A, 应 ] 二 0, 这 个 力 
学 量 的 平均 值 不 随时 间 变 化 , 称 为 体系 的 守恒 量 . 可 以 证 明 ; 如 果 力 学 量 A 是 一 个 
守恒 量 ,那么 在 任意 一 个 量子 态 测量 力学 量 A 的 概率 分 布 不 随时 间 变 化 . 事实 
上 ,因为 A 与 矿 对 易 ,它们 有 共同 的 完备 本 征 函 数 系 {y,} 

Hy, = Ey,; Ay, = A (14. 3. 40) 
任意 一 个 量子 态 y 可 作 展 开 


JD) = DGD; CD = sp) (14. 3.41) 
k=1 
在 1: 时刻 ,测量 力学 量 A 得 到 A; 的 概率 为 | CC2) |? ,而 
dC 


d (2) 
1G [= CD 十 cc 一 = (Hp) gD toe 


- (Bg) gp te < te c. 


一 一 去 (BC 内 十 < c. 一 一 阅 | (gp) 12 十 cc =0 
(14. 3. 42) 


本 3. 42) 式 中 第 四 个 等 号 利用 了 说 的 Hermite 性 质 . 因此 守恒 量 在 任意 一 个 量 
态 ,平均 值 和 概率 分 布 不 随时 间 变 化 ! 注意 :守恒 量 与 定 态 的 区 别 . 定 态 是 
Halon 算 符 的 本 征 态 , 即 能 量 本 征 态 ,在 定 态 中 一 切 力学 量 的 平均 值 和 概率 分 
布 不 随时 间 变 化 ;而 守恒 量 在 一 切 量子 态 中 平均 值 和 概率 分 布 不 随时 间 变 化 . 若 初 
始 时 刻 体系 处 于 一 个 守恒 量 的 本 征 态 , 则 体系 保持 在 该 本 征 态 . 由 于 守恒 量 有 此 优 
点 , 它 的 量子 数 称 为 好 量子 数 . 反之 ,如 果 初 始 时 刻 体系 并 不 处 于 一 个 守恒 量 的 本 
征 态 , 则 以 后 的 状态 也 不 可 能 是 那个 守恒 量 的 本 征 态 , 但 守恒 量 的 平均 值 和 测量 概 
率 的 分 布 不 随时 间 变 化 . 
例 14.3.3 证 明 自 由 粒子 的 动量 守恒 ,有 心力 场 中 粒子 的 角 动量 守恒 . 
解 : 自由 粒子 的 Hamilton 算 符 和 动量 算 符 分 别 为 
六 = 所 一 一 起， Pp 二 一 迁 V (14. 3. 43) 
显然 
[FH,p] = 嘱 ,b=0 (14. 3.44) 
故 动量 p 是 守恒 量 ;粒子 在 有 心力 场 中 运动 的 Hamilton 算 符 为 


p’ 大 2 
二 二 -十 U(7) = 一 一 天 V: 十 UCr) 
2m 2m 
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一 一 如 ls 9 (7 如 )+ 区 芒 ( sind Ej ms 209 og tv 
一 雪 二 怠 ( 包 
由 式 (14. 3. 14) , 角 动 量 算 符 仅 对 (3,g) 作 用 ,而 与 7 无关; 又 由 式 (14. 1. 25), 三 
分 量 与 上 对 易 ,显然 有 
[E22,H]=0; [LHI=[E,,H=[IL,AHj=0 (14.3.45) 
故 粒子 在 有 心力 场 中 , 角 动 量 平 方 与 三 个 分 量 都 是 守恒 量 . 


14.4 算 符 的 矩阵 形式 .表象 变换 和 密度 矩阵 


既然 量子 态 是 Hilbert 空间 的 一 个 矢量 ,就 可 以 用 Hilbert 空间 上 的 一 组 正 
交 、 归 一 和 完备 的 基 函 数 展开 . 而 如 前 所 述 ,定义 在 Hilbert 空间 上 的 Hermite 算 
符 的 本 征 函 数 具有 这 样 的 性 质 . 因此 任意 一 个 态 矢 量 可 以 用 Hermite 算 符 的 本 征 
函数 展开 . 显然 可 能 有 多 个 这 样 的 Hermite 算 符 , 故 可 以 选择 不 同 的 基 函 数 来 展 
开 . 问题 是 :这 些 不 同 的 展开 表达 式 有 什么 关系 呢 ? 

设 线性 Hermite 算 符 A 有 一 组 正 交 .、 归 一 和 完备 的 本 征 函 数 系 {g} (一 1， 
2,…) ,满足 方程 


Ay, = hp (14. 4. 1) 
对 任意 一 个 量子 态 矢 量 yy 存在 展开 
Ar = Pah; axt) = (gs) (14. 4. 2) 
因此 对 给 定 的 基 函 数 { 必 } de 则 态 矢 量 y 可 表示 为 
一 [alyazas a (14. 4. 3) 
上 起 为 了 书写 方便 ,把 列 知 竹 写成 生息 阵 的 转 轩 形 式 的 共 轿 矩阵 为 
一 [Lar ya2 0 ,| 三 df (14. 4. 4) 


称 式 (14. 4. 3) 为 态 矢 量 y 在 A 表象 中 的 表示 . 所 谓 A 表象, 就 是 Hilbert 空间 的 基 
矢量 选 A 的 本 征 函 数 系 . 
任意 一 个 线性 算 符 口 也 可 以 在 4 表象 中 用 矩阵 表示 . 设 O 〇 作用 到 yy 上 后 变 成 
少 , 即 
y=0y (14. 4. 5) 
假定 少 也 是 Hilbert 空间 上 的 一 个 矢量 , 则 几 也 可 展开 成 


凡 一 包办 让 (六 Blt) = (ff) (14. 4. 6) 
k=1 
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代入 式 (14. 4. 5) 后 得 到 


Dh yn = Oy = PaO (14. 4.7) 
两 边 用 y 取 内 积 且 注意 到 (y , 几 ) 一 px 
bi(t) = Da (2) gO,) = > Onar (2) (14. 4. 8) 
其 中 
Ox = (gp,O9,) (14. 4. 9) 


以 bs 形成 列 矩 阵 :b 二 [6; ,65s 以 ，,…] ,Ou 形成 方 阵 O, 方 程 (14. 4.8) 可 写成 矩 
阵 相 乘 的 形式 
b= Oa (14. 4. 10) 


于 是 ,在 A 表象 中 ,我 们 得 到 
(1) O 相 对 应 的 力学 量 O 的 平均 值 : 
OO = | 大 oDOyprDdr= 忆 oOOoasCD = qr00 (14.4.1D 


(2) @ 的 本 征 方程 的 矩阵 形式 : 设 O 的 本 征 方程 为 Of 一 Mg, 作 展开 


gr) 一 Dd, Dr) (14. 4. 12) 
2 一 1 
代 人 08 一 i 得 到 
OC) = Dd Op,lr) = dD ,Cr) (14. 4. 13) 
n=1 n=1 
两 边 用 y, 取 内 积 
DasO%m = Adnlt) m= 1,2,°") (14. 4. 14) 
3 一 二 
写成 矩阵 形式 即 为 
Od = Xd (14. 4. 15) 
即 本 征 值 满足 
det | O% — Bmn | 一 0 (14. 4. 16) 


故 在 人 表象 中 ,任意 线性 算 符 O 的 本 征 值 问题 化 成 求 矩 阵 的 本 征 值 . 特别 要 指出 
的 是 ;如果 〇 就 是 算 符 A 本 身 , 即 O 在 自身 的 表象 中 ,由 式 (14. 4. 9) 


Oj = (gf OF) 一 Bu (14. 4.17) 
因此 算 符 在 自身 的 表象 中 ,和 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 
(3) Schr6dinger 方程 的 形式 :对 任意 的 态 矢 量 y 作 展开 
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gr = Da y(n) (14. 4. 18) 
天 一 上 
代入 Schrodinger 方 程 得 到 
读 >， dary, = Da0) By, (14. 4. 19) 
天 天 
两 边 用 y, 取 内 积 
:dan (ft) _ 和 
入 一 人 一 Ses, yg) 三 > Hank?) (14. 4. 20) 


写成 矩阵 形式 即 为 


dd 
入 ee 一 Ha 《14. 4. 21) 


其 中 和 矩阵 HH 的 元 为 日 二 (yg ,Fy,). 如 果 A 就 是 Hamilton 算 符 声 , 即 在 能 量 表 
象 中 ,我 们 有 Hm 二 (y, Hy) 二 Eb ,方程 (14.4. 20) 简 化 为 
计 co 人 一 3) Har() = Earl?) (14. 4. 22) 
立即 可 以 得 到 
au 人) = a (0)exp (Pt ) (14. 4. 23) 
例 14.4.1 二 分 量 算 符 . 
解 : 考虑 一 个 特殊 的 算 符 $., 它 的 本 征 值 只 有 两 个 :4 和 一 4. 我 们 来 讨论 在 
3. 的 自身 表象 中 算 符 $, 的 形式 . 由 方程 (14. 4. 9) 
Ox = (pO) = GG) = Mp bh) = Nn (14.4.24) 
因 本 征 值 只 有 两 个 , 故 有 ,一 1,2, 即 Os 一 Ox 一 0,Ou 二 A 和 Ow 一 一 4, 所 以 S, 在 
自身 表象 的 矩阵 表示 为 


S =2|， ”| (14. 4. 25) 
* “Lo —1 i 


(14. 4. 25) 式 在 第 16 章 讨论 电子 自 旋 时 有 用 ， 
算 符 的 表象 变换 , 设 算 符 品 在 A 和 B 表象 中 分 别 具 有 形式 
Ow = (Of); Os= (9,,0%,) (14. 4. 26) 
其 中 人 yp} 和 {g,) Cm,a 二 1,2,…) 分 别 是 A 和 B 的 本 征 函 数 系 .那么 Ow 与 Os 有 什 
么 关系 呢 ? 显然 可 以 把 gp, 用 {y,} 来 展开 , 即 


GD) 一 DSapiln); pr) = 2 Ss: On) (14. 4. 27) 
3 一 1 n=] 
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式 中 Si 一 (J,,9,);S% 一 (2 多). 因为 {9,) 也 是 正 交 、 归 一 和 完备 的 本 征 函 数 集 ， 
故 由 上 式 


0s= (9.,9) = 入 SiSn| 彤 (mA Cr)dsr 
n,m=1 


= > CR (14. 4. 28) 
定义 矩阵 S 的 元 为 Si , 它 的 共 斩 转 置 矩阵 为 Si ,那么 上 式 可 以 写成 矩阵 形式 
StS 一 了 (14. 4. 29) 


同样 可 以 证 明 SS+ = 工事 实 上 ， 
>》 SS = >| py” or .| pur pr Cr )dr (14.4.30) 
a=1 a=1 V V 
将 ,用 {9,} 展 开 
br) = >) cmgpy lr) (14. 4. 31) 
7=1 


代入 式 (14. 4. 30) 得 到 


Ds.si= Dy Dp | Demgyr dp Cr dr 
a=1 a=1"V Y y=1 


一 1 


轩 > y; ro, dr " Dom ,pyr (Cr ) dsr’ 


a=1 


= 5 | yo ar. Demdo 
a=1 V y=1 


=|y: > cmp Dr = {pr OR Pr = dm 
即 SSt 一 工 故 $ 的 道 矩 阵 为 8+, 即 对 一 S-! 满足 条 件 式 (14. 4. 29) 的 矩阵 称 为 西 短 
阵 . 显然 ,矩阵 5 建立 了 A 与 户 表象 的 联系 .在 A.B 表象 中 
O%= (puOpn 一 | or (Ops dr 


-| Ds; CD。 2 SO yn dr 

m=1 n=1 

一 Sy SiSw| pr Oy dr= >, SSOm (14.4.32) 
m,n=1 mn=1 


因此 算 符 O 〇 在 A、B 表象 中 关系 为 
Of = $10S = S-10S (14. 4. 33) 


波 函 数 的 表象 变换 :考察 任意 波 函 数 y, 在 A、B 表象 中 分 别 展开 为 
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PI) = Pah; part) = Dblr) (14.4.34) 
k=1 k=1 


显然 
b= oD = | pi ynar eo|, > sy; OY Er 
一 Ds * (Dp rdir = Ds0, (2) 
写成 矩阵 的 形式 即 为 


b=Sia= Sa (14. 4. 35) 
表象 变换 与 线性 代数 中 矢量 用 不 同 的 基 矢 量 表示 类 似 . 主要 的 区 别 是 表象 变换 在 
Hilbert 空间 进行 ,矩阵 和 基 矢 量 都 是 无 限 维 的 . 
密度 矩阵 :利用 密度 矩阵 ,可 以 得 到 求 力学 平均 值 的 另 一 简洁 表示 , 它 的 优点 
在 于 在 求 力学 量 平 均值 过 程 中 , 波 函 数 相位 的 不 确定 影响 较 小 . 


首先 考虑 A 表象 中 波 函 数 的 矩阵 表示 式 (14. 4. 3) 和 (14. 4. 4), 显然 


dia = 3 | a Ct) | = (14. 4. 36) 
为 态 矢量 y 的 归 一 化 条 件 . 而 aa+ 形成 一 个 矩阵 
p= aai 一 [aa yas… “CQ … [Lar sa 9 QF | 
|al’: aa? ad 了 
en lel on ~ (14. 4. 37) 
asaf asa? | as | . 
5 称 为 密度 矩阵 算 符 ,其 矩阵 元 为 
Po 一 amlt)ar (t) (14. 4. 38) 
于 是 力学 量 O 的 平均 值 
(O)= | Cr DO Dr = Vas Omanlt) 
= > oO。 = D0O)m = tr(60) (14. 4. 39) 
如 果品 就 是 算 符 A 本 身 , 即 O 在 自身 的 表象 中 ,由 式 (14. 4. 17) 
Ow = (fo, Op,) = 10m (14. 4. 40) 


式 (14. 4. 39) 变 成 
(O) = 2 prmA ndm 一 之 ph， 一 2 | as(D |? (14.4.41) 


Dirac 符号 :用 Dirac 符号 表示 人 y 
=|y) (14. 4. 42) 
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以 及 y 的 共 因 量子 态 
y= (yl (14. 4. 43) 
分 别称 为 右 矢 和 左 矢 . 引起 Dirac 符号 后 ,本 征 方 程 和 归 一 化 条 件 可 写成 
AI 一 和 IE klk)=1 (14. 4. 44) 


其 中 1k) 表示 第 个 本 征 态 . 任意 量子 态 按 A 的 本 征 矢 ( 即 基 矢量 |&)) 展 开 , 可 表 
示 为 


|W = Das Ik) (14. 4. 45) 
3 
展开 系数 为 we 一 (R| 峭 , 故 
ID = 2 lp = > 五 Ip (14. 4. 46) 
天 k 
其 中 定义 投影 算 符 P; 为 
已 = |k) Ck| (14. 4. 47) 


它 对 任何 态 矢量 的 运算 相当 于 把 这 个 态 矢量 投影 到 基 矢 量 |x) 上 去 , 变 成 在 基 矢 量 
|x) 方向 的 投影 , 即 


Py = |) (RI) = as |k) (14. 4. 48) 
由 方程 (14. 4. 46) ,封闭 性 条 件 可 写成 
> eCk= 2 P=1I (14. 4. 49) 


注意 ;如果 |&) 用 矩阵 表示 ,在 A 表象 中 , 1k) 为 列 和 矩阵 (只 有 1 列 ) ,而 | 为 |&》 的 
共 轿 和 矩阵 
|R》 一 [0,0，… 1 0,0，……]T; (有 | 一 [0,0，…,1，…0;0，…] 


(14. 4. 50) 
Schr6dinger 方程 (14. 4. 20) 也 可 用 Dirac 符号 十 分 方便 地 表达 出 来 
读 本 = > (mm 办 (| H |m) (14. 4. 51) 
其 中 矩阵 元 为 Hm 一 (yg ,yp,)= 《8|Hlm). 
密度 矩阵 元 
pr = Am Da? (DD = (ps DBD 
因此 量子 态 y 的 密度 矩阵 可 表示 为 
6 =| yl (14. 4. 53) 


Dirac 符号 的 引进 不 仅仅 带 来 了 方便 , 它 的 意义 更 在 于 :用 Dirac 符号 表示 的 
态 矢 量 与 具体 的 表象 无 关 . 否则 ,必须 说 明 所 得 结果 的 具体 表象 . 本 书 的 讨论 主要 
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集中 在 坐标 表象 . 为 了 直观 ,尽量 不 用 Dirac 符号 ， 
14.5 量子 体系 的 对 称 性 和 守恒 量 


由 14. 3 节 讨 论 , 如 果 力 学 量 A 的 算 符 A 与 体系 的 Hamilton 算 符 互 对 易 
[A, 多 =0, 则 A 为 守恒 量 . 与 经 典 力学 ( 见 5.5 节 ) 类 似 , 我 们 来 讨论 守恒 量 与 量 
子 体 系 对 称 性 的 关系 . 一 个 体系 的 量子 态 y 随 时 间 的 演化 满足 Schr6dinger 方程 

读 沁 = Hy (14. 5. 1) 


设 体系 在 某 种 空间 变换 Q( 非 奇异 且 不 含 时 间 zt) 作用 下 , 波 函 数 的 变换 为 

y= =; y= (14. 5. 2) 
体系 在 变换 @ 作用 下 的 不 变性 (或 对 称 性 ) 表 现在 :量子 态 少 和 少 遵守 同样 的 动力 
学 规律 , 即 


,OF _ A, 
法人 = Hy (14. 5.3) 
式 (14. 5.2) 代 入 上 式 得 到 
读 人 Cy) = 育 (Qn (14. 5.4) 
用 Q- 作 用 上 式 得 到 
和 Ey -HO = Hy (14. 5.5) 


故 要 求 -1 有 Q== 广 ,或 者 B 有 一 @ 让 =0, 即 Q 与 Hamilton 算 符 对 易 . 下 面 考 虑 空 
间 变 换 Q 为 无 限 小 平移 和 转动 算 符 . 
1. 空间 平移 不 变性 与 动量 守恒 :在 空间 平移 5r==s 时 , 波 函 数 的 变化 为 
JD > Wr 一 Sr VC 一 (3r。V OY) 


= (1—g* Vy) (14. 5. 6) 
其 中 s 为 无 限 小 常 矢量 . 可 见 无 限 小 平移 算 符 为 
Q=1—e*V (14.5.7) 


如 果 体 系 具有 平移 不 变性 (如 不 存在 外 场 ) ,那么 @Q 与 Hamilton 算 符 对 易 , 即 H 
与 V 对 易 . 显然 算 符 V 与 动量 算 符 相 联系 p 二 一 读 V . 可 见 , 体 系 的 空间 平移 不 变性 
导致 了 动量 守恒 . 

2. 空间 转动 不 变性 与 动量 矩 守恒 :在 空间 转动 ir 一 9Xr 时 , 波 函 数 的 变化 
为 


第 14 章 力学 量 、 算 符 和 量子 态 ”297 


pr > yr— dr)= yr— 60xXx7) 

op) — LO Xr eV yr) 

= Jr) — 90. (r XV)YO) 

= [1—69° (rxXV)jy0) (14. 5. 8) 
可 见 无 限 小 转动 算 符 为 

Q=1—59. (rxV) (14. 5. 9) 

如 果 体 系 具有 空间 转动 不 变性 (如 不 存在 外 场 ) ,那么 Q 与 Hamilton 算 符 对 易 , 即 
入 与 r+rXV 对 易 . 显然 算 符 rXV 与 动量 年 算 符 相 联 系 L== 一 jy XV. 可见 ,体系 的 
空间 转动 不 变性 导致 了 动量 矩 守 恒 ， 

3. 空间 反 演 不 变性 与 宇 称 守恒 ;动量 和 动量 矩 都 有 经 典 力学 量 对 应 ,而 宇 称 
没有 经 典 对 应 的 力学 量 , 它 是 体系 具有 空间 反 演 对 称 性 时 的 守恒 量 . 在 空间 反 演 
时 , 波 函 数 的 变化 为 

Ar) -> YC—7) = yO) (14. 5. 10) 
如 果 体 系 具 有 反 演 不 变性 ,那么 了 与 Hamilton 算 符 对 易 , 即 产 与 了 对 易 [万 , 门 一 
0. 这 种 由 体系 的 空间 反 演 对 称 性 决定 的 守恒 量 称 为 宇 称 . 1 称 为 宇 称 算 符 , 它 没有 
明显 的 表达 式 . 
为 了 进一步 明确 宇 称 守 恒 的 意义 ,现在 求 字 称 算 符 1 的 本 征 值 


yr) = pO) (14. 5. 11) 
再 用 了 作用 一 次 
Fplr) = MipCr) (14. 5. 12) 
上 式 左边 yO) 一 jy(r) 一 jjy( 一 r) 二 ylr); 上 式 右边 再 利用 式 (14. 5. 11) 得 到 
pr) 一 入 rr) (14. 5. 13a) 
故 字 称 算 符 了 的 本 征 值 为 一 士 1. 相应 的 两 个 本 征 态 为 
py (7) = 07; ylr) =— 0) (14. 5. 13b) 
即 
pT =; =r) (14. 5. 13c) 


上 式 表 明 : 宇 称 算 符 1 的 两 个 本 征 态 y, 和 y 分 别 是 偶 函 数 和 奇 函 数 . 由 此 可 见 ， 
宇 称 的 具体 意义 是 表明 波 函 数 的 奇偶 性 . 因此 , 宇 称 守恒 的 含义 是 :如 果 一 个 体系 
具有 空间 反 演 对 称 性 ,这 种 体系 的 波 函 数 有 确定 的 奇偶 性 一 一 或 为 奇 函 数 ,或 为 侦 
函数 ,而且 波 函 数 的 奇偶 性 不 随时 间 变 化 . 

可 见 , 量 子 力学 与 经 典 力学 一 样 ,守恒 量 总 是 与 体系 的 某 种 对 称 性 相 联系 . 但 
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在 量子 力学 中 , 由 于 量子 态 的 描述 与 经 典 力学 的 描述 不 同 , 守 恒 量 的 含义 也 完全 不 
同 . 量子 力学 中 守恒 量 的 含义 为 

1. 对 一 个 任意 的 量子 态 YX 不 一 定 是 定 态 ) ,守恒 量 并 没有 一 个 确定 的 值 , 仅 仅 
是 指 守恒 量 的 平均 值 和 测量 概率 分 布 不 随时 间 变 化 ;如 果 量 子 态 少 就 是 守恒 量 的 
本 征 态 , 则 守恒 量 才 有 确定 的 值 ,这 个 值 就 是 守恒 量 相 对 应 算 符 的 本 征 值 . 

2. 并 非 所 有 守恒 量 都 可 以 同时 取 确 定 值 . 例如 ,空间 旋转 不 变性 导致 的 守恒 
量 一 一 角 动 量 的 三 个 分 量 是 不 对 易 的 . 一 般 , 它们 不 能 同时 取 确 定 值 (! 一 0 例外 )， 
这 与 空间 旋转 的 数学 结构 有 关 ,我 们 不 进一步 讨论 . 


习 题 14 
14.1 为 了 保证 

~ __. oo 

L;, 一 让 3p 


是 Hermite 算 符 ,证 明 波 函数 必须 满足 周期 性 条 件 .提示 :用 分 部 积分 ) 
14.2 在 :0 时 氢 原 子 的 波 函 数 为 


1 
以 0) 一 Ce 十 Wo + V2 十 VS ] 


求 :(1) 能 量 期 望 值 E=- (WO)1 记 |%0));(2) 在 上 时 刻 体系 处 于 /一 1,m 一 1 态 的 
概率 ;(3) t 时 刻 的 波 函 数 . 

答案 ;E 一 11E, /20 一 一 7. 68eV;P 一 1/5. 

14:3 设 和 A 与 B 是 Hermite 算 符 ,证 明 算 符 

一 方 (AB 十 六 ) 和 下 -一 (AB — BA) 

也 是 Hermite 算 符 . 

14.4 设 属于 能 级 斑 有 三 个 简 并 态 yi .内 和 内 ,彼此 线性 独立 ,但 不 正 交 . 试 
利用 它们 构成 一 组 正 交 归 一 的 波 函 数 . (提示 :用 Schmidt 正 交 化 方法 ) 

14. 5 ” 字 称 算 符 定义 为 :fy(7) = 二 gy( 一 ?). (1) 证 明 训 一 二 (2) 证 明 训 一 1; 
(3) 求 f 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . (提示 :用 Hermite 算 符 的 定义 ) 

答案 :本 征 值 为 士 1, 本 征 函 数 为 偶 ( 奇 ) 函数 . 

14.6 在 Hermite 算 符 A 的 分 立 谱 本 征 态 中 ,证 明 [A,B] 的 平均 值 为 零 . ( 提 
示 : 用 Hermite 算 符 的 定义 ) 

14.7 ”用 不 确定 关系 ,证 明 一 维 谐振 子 的 最 小 能 量 为 tw/2.〈 提 示 : 

(x)=(p)=0, (Az):=(z), (Ap):=(p:). 

EE=( 理 ) 二 (p)/(2m) 十 mw? 《zx?)/2, 然 后 利用 AzAp 一 /2, 求 巨 的 极 小 ) 
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14.8 Hermite 算 符 和 A 与 B 满足 A?==B==1,AB 十 BA =0,A 和 B 均 无 简 
并 . 求 :(1) 在 A 表象 中 A 与 B 的 矩阵 表示 式 ,以 及 启 的 本 征 和 矩阵 ;(2) 在 入 表象 
中 A 与 BB 的 矩阵 表示 式 , 以 及 A 的 本 征 和 矩阵 ;(3) 求 从 A 表象 到 户 表象 的 变换 矩 
阵 . (提示 :由 A’ 二 B? 一 1,A 与 B 的 本 征 值 只 有 两 个 :hz 一 士 1) 


~ [1 0 ~ 0 ee 
答 :C1 a=-| |， =| | 
案 : 4) o -1 BL 6 


请 的 本 征 矩阵 ;点 | -。 | 和 坊 [ _。。];(2 与 GD 类 但; 


G) s- 上 | -， ,| 


ee 一 e 

14.9 用 不 确定 关系 , 求 He 基态 的 能 量 . (提示 :He 原子 的 Hamilton 为 
1 2 2 2e2 .1 2 1 

日 一 让 ( 太 十 席 ) 一 站-( 志 十 声 浅 - 六 


4neo \r1 re 4neo ri 
仁 )= 亿 )~ 寺 ， (二 )~ 走 
ri rs» ~ R ” rz 和 2R 
由 不 确定 关系 ; 《9) 二 (p39) 之 姑 /R? ,然后 求 下 一 ( 互 ? 的 极 小 ) 


2 
答案 :EX 一 3. 06 rt 


14.10 已 知 在 和 元. 的 共同 表象 中 上 ; 和 工 , 的 矩阵 为 


l 1 0 | 一 1 | 
~ 1 ~ 1 ， 。 
工 一 一 -1 0 1， 了 工 ,一 -一 下 1 0 一 :1 
/2 0 1 0 "2 0 1 0 


求 它们 的 本 征 值 和 相应 的 归 一 化 波 函 数 . 


0 1 
14. 11 设 s 一 | ,| ,证 明 关 系 exp(iA6) 一 cosM 十 fsinM. (提示 :用 算 符 函 
数 的 定义 ) 
14.12 求 算 符 
re p= 


的 本 征 值 和 本 征 函 数 ,其 中 a 为 实数 . (提示 :利用 [个 (a)]+=[ 人 (a)]7') 
答案 :1 一 exp( 一 达 a) ,四 (站 一 uC(z)exp(Ez) ,其 中 w(x) 二 w(x 一 4) 为 周期 
函数 . 
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由 于 体系 的 Hamilton 算 符 往往 比较 复杂 ,Schrodinger 方程 能 够 严格 求解 的 
情况 很 少 . 因此 引进 各 种 近似 方法 是 十 分 必要 的 . 常用 的 近似 方法 有 微 扰 法 、 变 分 
法 、 自 浴场 半 经 典 近 似 等 . 不 同 的 近似 方法 有 不 同 的 适用 范围 . 由 于 体系 的 Ham- 
ilton 算 符 可 以 显 含 时 间 , 故 近似 方法 也 可 分 为 适用 于 定 态 和 非 定 态 两 类 ,前 者 主 
要 目的 是 求 有 量子 系统 的 能 级 分 布 ,特别 是 基态 能 级 ;而 后 者 的 主要 目的 是 求 量子 系 
统 在 含 时 微 扰 作用 下 ,从 一 个 能 级 到 另 一 个 能 级 的 跃迁 概率 . 本 章 主要 介绍 几 种 常 
用 的 近似 方法 ,包括 定 态 (也 称 为 定常 ) 微 扰 理 论 ( 非 简 并 态 和 简 并 态 ) 、 变 分 方法 以 
及 含 时 微 扰 理论 . 


15.1 非 简 并 态 微 扰 和 电介质 的 极 化 


设 体系 的 Hamilton 函数 不 显 含 时 间 , 并 且 可 表示 成 三 = 让 十 e 记 '. 本 征 值 
问题 
让 io = EVy®. (15.1.1) 
精确 可 解 , 即 已 经 求 得 {yx%” ,EY } (注意 :下 标 代表 一 个 指标 集 ). 我 们 要 求解 本 征 
值 问 题 
(Hot+eH)y, = Ey, (15. 1. 2) 
而 上 式 是 不 能 严格 求解 的 . 当 s 科 1 时 ,可 用 微 扰 法 求 近似 解 . 假定 能 级 Ex? 是非 简 
并 的 (严格 地 讲 , 是 指 要 用 微 扰 论 来 计算 它 的 修正 的 那个 能 级 , 即 第 个 能 级 是 非 
简 并 ,而 对 其 他 能 级 无 要 求 ) ,将 {y ,EE,} 作 微 扰 展开 


E, = ywEW 内 一 esp (15.1.3) 

显然 { 必 2 ,E00 } 表 示 零 级 近似 ,0 ,Et } {gt .ED (EW)、… 表 示 对 

波 函 数 和 能 级 的 第 一 次 、 第 二 次 以 及 第 次 修正 . 上 式 代 人 方程 (15.1.2) 且 比较 s 
的 同 次 寡 得 到 

e ,Hog = Fo (15. 1. 4) 

ei:[Ho — Ey =—[H’ — ED jy (15. 1. 5) 

e:[H, — Ey? 一 一 [让 — ED + Ey (15. 1. 6) 
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一 级 修正 : 零 级 近似 方程 (15. 1. 4) 已 假定 可 解 . 我 们 仅 考虑 一 级 修正 . 因 五 。 
是 Hermite 算 符 , (We } 是 正 交 、 归 一 的 完备 系 , 可 将 一 级 波 函 数 修 正 J? 作 广 义 
Fourier 展开 


多 一 2 a yp (15. 1.7) 
i=1 
代入 方程 (15. 1. 5) 
DaP LE 一 EBD] =—[H — EY (15. 1. 8) 
l=1 
两 边 以 gy 取 内 积 得 到 
ad [EO — EW®] = EV, 一 (CO ,让 00 ) (15. 1. 9) 
记 
五 人 一 (fo, Hg) = | FH | yo) (15. 1. 10) 
取 光 二 n, 式 (15. 1.9) 给 出 
ED = H,, (15. 1.11) 
上 式 即 为 能 级 一 级 修正 . 如 果 m 关 n, 由 式 (15. 1. 9) 得 到 
ao) 一 Er (15. 1. 12) 
因此 在 一 级 近似 下 , 波 函 数 为 
4 pn 十 sb 一 pe 十 gl yagpyypo 
l=1 
一 (1 十 ela 刀 po 十 el 2) Er mh (15. 1. 13a) 
ln n i 


ae) 可 由 波 函 数 的 归 一 化 条 件 决 定 
Cp pO WO) ey ,Gp + eg) 
JOGO) Te GO ,GHG ,p=1 (5.1.13b) 
而 (YJ) 二 1, 故 
(gO) + GY ,p= 0 (15. 1. 13c) 
即 a 名 十 a 中 二 0, 因 此 a9 二 iy(y 为 实数 ). 由 式 (15. 1. 13a) 
= (tie DY? 十 e DaP yl? + Oe’) 


ln 


a exp(ie YY + el Say + Oe’) (15. 1. 14a) 


In 


作 近 似 
hx expCie WD [YY + expC— ieiy)e! Da yl + Oe’) | 


tn 
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~ explie WG? 十 (1 一 ily)el Da ye? + OCe’) | 
ln 


a expliei | Wo + el Da yl? + OCe’) | (15. 1. 14b) 
lin 


因而 as” 的 作用 仪 仅 为 y, 增加 了 一 个 相位 因子 ,可 取 为 零 ,as? 王 0. 因此 能 级 和 波 
函数 的 一 级 修正 为 


E, > Fo + H’= Fo + 《7 | H’ |n) (15, 1. 15) 


bp +e > Er Er Em? (15. 1. 16) 


方程 (15. 1. 15) 写 成 这 样 的 优点 是 ;能 级 修正 只 与 量子 态 有 关 , 而 与 具体 的 表象 无 
关 . 由 上 式 可 以 看 出 , 微 扰 成 立 的 条 件 为 


Ev Em <1 (15. 1.17) 
否则 ,方程 (15. 1. 16) 中 级 数 收敛 很 慢 . 上 式 不 仅 与 了 4 ,而 且 与 能 级 差 有 关 , 能 级 
越 密集 ,收敛 越 慢 . 如 果 存 在 非常 接近 的 能 级 ,即使 简 并 态 微 扰 方 法 也 不 适用 ( 见 下 
节 讨 论 ). 
二 级 微 扰 :同样 用 零 级 波 函 数 展 开 
J? = Day (15. 1. 18) 
代入 方程 (15. 1. 6) 得 到 
Dap [ES 一 下 jp 一 Den pho 十 H’ ap + EYy® 
. (15. 1. 19) 
两 边 以 yh 取 内 积 得 到 
a [ES 一 Fo ] 一 一 Da Hs 十 H' a + EO, (15. 1. 20) 


In 


当 ==n 时 ,注意 到 ai 二 0, 由 上 式 得 到 


ce oo 六 4 co 4 2 
E® = Sa HS = S>) HuHy _ 了 >， | Ha | (15,. 1. 21) 


pe pe Ef 五 @) 人/ 五 f9) 一 五 00) 
因此 精确 到 二 级 近似 ,能 量 本 征 值 为 
3 ed 7 2 
E~ Ev+n|H |)+ Bl per 
例 15.1.1 电介质 的 极 化 


解 : 各 向 同性 的 电介质 在 外 电场 作用 下 的 极 化 . 当 没 有 外 电场 时 ,介质 中 的 
离子 在 其 平衡 位 置 作 小 振动 ,可 看 作 简 谐 振动 . 设 沿 x 方向 加 上 均匀 的 外 电场 。， 


(15. 1. 22) 
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它 只 对 zz 方向 的 振动 产生 影响 . 假定 离子 带电 g, 则 Hamilton 函数 为 
一 趣 和 十 二 max 一 qex 一 本 十 和 (15. 1. 23) 
在 弱电 场 下 ,和 广 ' 二 一 gex 可 看 作 微 扰 . 零 级 近似 为 
gp = Nsexp(— 吉 ez ) Haz); EY = (nt 直 )io (15.1.24) 


其 中 a 二 Vmw/. 对 一 级 微 扰 ,EW 二 (n| 委 |n) , 波 函 数 的 平方 是 偶 函 数 ,而 良 二 
一 qex 是 奇 蚂 数 , 故 积分 为 零 ,必须 考虑 二 级 微 扰 ,通过 复杂 的 计算 可 以 得 到 


wa |IHu|l’ _ ge 
人 多 Ef — E® 2 (15. 1. 25) 
事实 上 ,Schrodinger 方程 
(- 雯 d? 1 
2mdri 2 )y =Ey (15. 1. 26) 


通过 坐标 变换 可 严格 求解 ,上 式 可 变 成 


2 dz 2 2 2 
[一 厅 让 这 me 人 :25) 一 人 ; $= Ey (15. 1. 27) 


2mew? 
令 工 一 x 一 ge/(mw’) 人 
(一 在 J 十 过 mozz2 一 (E+ 和 jy (15.1. 28) 
故 严格 的 能 量 本 征 值 为 
E, = (" 十 这)io 一 2 (15. 1. 29) 
可 见 二 级 微 扰 实 际 上 给 出 了 严格 的 能 量 本 征 值 ,但 精确 的 波 函 数 为 
b= Nsexp (—3Fe x" )H, (ex’) (15. 1. 30) 


在 电场 作用 下 , 正 离子 向 电场 方向 移动 ,而 负离子 向 电场 反方 向 移动 ,从 而 产生 电 
偶 极 甜 


p=2gA1 一 2 2 
故 电极 化 率 为 Y 一 292 / (mw?). 
15.2 简 并 态 微 扰 和 能 级 的 强 耦 合 
考虑 未 微 扰 能 级 BE 是 广度 简 并 的 , 即 对 应 能 级 EB? 有 个 零 级 本 征 函 数 


bo (一 1,2，…… 亡 (假定 已 正 交 和 归 一 化 ). 对 简 并 态 的 微 扰 ,第 一 个 问题 是 微 扰 
展开 式 (15. 1. 3) 中 的 零 级 波 函 数 bo 取 Wo (一 1,2，…… 亡 中 的 哪 一 个 呢 ? 仍 作 


(15. 1. 31) 


304 ”理论 物理 导论 


微 扰 展开 
FE,= 2) eEW, y= 六 ep (15. 2. 1) 
k=0 k=0 
代入 方程 (15, 1, 2) 且 比较 e 的 同 次 寡 得 到 
e0 :让 ,po = EO (15. 2. 2) 
ei:[Ho — Ey 一 一 [站 — ED ly (15. 2. 3) 
现在 yp M1,2, ,有 都 满足 零 级 方程 (15， 2. 2) , 故 作 线性 释 加 
wo = -也 Cp (15. 2. 4) 
作为 零 级 近似 波 函 数 . 另 一 方面 ,对 一 一 级 近似 仍 作 广义 Fourier 展开 
gp 一 -也 oy fo (15. 2. 5) 


上 二 式 代 入 方程 (15. 2. 3) 得 到 一 _ 级 近似 的 方程 


a HopLEP -ES —— PCA EP 5.2.0 
v=1 


两 边 用 40 (6 一 1,2,…, 万 取 内 积 得 到 
> bY LES? —E® |g ,gs™ ) 一 一 - 袜 C. [ge | H’ | oy, — EW6,. | 

当 2000 与 0 正 交 : (G0 ,G1 ) 一 0; 当 n 二 1;Ef? 二 Et , 故 上 式 左边 便 等 于 堆 ， 
即 

f 

2 CE HF | GO) — EV =0, (eo=—=1,2,,f) (15.2.7) 
上 式 是 线性 齐 次 方程 组 ,存在 非 零 解 的 条 件 为 系数 行列 式 等 于 零 , 即 

det [YY | 站 | yo)— EDV.]=0 (15. 2. 8) 

称 为 久 期 方程 . 由 上 式 可 求 得 有 个 根 E (o 一 1,2,…, 亡 , 由 此 从 方程 (15. 2.7) 可 


求 得 f 套 {C.} (每 套 有 一 个 任意 常数 ,由 波 函 数 的 归 一 化 条 件 决定 ). 如 果 f 个 根 
Ed 全 是 单 根 , 则 由 于 微 扰 导致 简 并 消除 ; 如果 有 重 根 , 简 并 部 分 消除 . 


如 果 零 级 波 函数 Jo (co 一 1,2,… 户 不仅 是 责 。 的 本 征 函数 ,而 且 能 使 腿 ' 也 对 
角 化 , 即 
‘go 1H | yo) = Hrd (15. 2. 9) 
那么 由 方程 (15. 2. 8) 很 容易 得 到 EL = How. 因此 零 级 波 函 数 的 选择 是 非常 重要 
的 ,能 使 问题 的 计算 大 大 简化 . | 
下 面 考虑 一 种 特殊 的 情况 :在 , 存在 g 个 能 级 EC 一 1,2,…,g) ,它们 非常 
接近 但 不 简 并 ,相应 的 本 征 函 数 为 {Wo } (4 二 1,2,…,g). 而 广 , 的 其 他 能 级 远离 这 
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些 能 级 . 显然 非 简 并 态 微 扰 公 式 (15. 1. 22) 是 不 适合 的 ,因为 能 级 太 接近 ,级 数 收敛 
慢 ; 而 用 简 并 态 微 扰 也 不 能 给 出 令 人 满意 的 结果 , 因 BE 并 不 简 并 . 事实 上 , 微 扰 
有 可 能 使 这 几 个 邻近 的 量子 态 强烈 混合 , 故 一 般 的 微 扰 方法 不 适用 . 此 时 ,更 好 的 
做 法 是 ;在 {J } (4 二 1,2,…,g) 所 张 的 子 空间 内 ,同时 计算 g 个 能 级 的 微 扰 , 而 不 
是 像 式 (15. 1. 22) 和 (15. 2. 8) 那 样 单独 计算 第 ”个 能 级 的 微 扰 . 

显然 ,在 (J? } (4 二 1,2,…,g) 所 张 的 子 空间 内 , 开 , 在 自身 表象 中 为 对 角 和 矩阵 

EY 0 0 .. 0 

0 ES 0 … 0 
Hi=|0 0 0 . 0 (15. 2. 10) 


0 0 0 . BE 
而 对 应 于 及 == 丘 ,十 的 矩阵 HH 的 元 素 为 


Ha = (0°, Hy) = [LY ,Ht Hg] 
= EVom + (yo | H | yo) 


= E68 m | H’ |k) = Ee + Hn (15. 2. 11) 
即 
(Ef? + Hi) H's, Hy 
H’ Es” + Hs) … H’ 
H 一 了 ( 2 ， 22) (15. 2. 12) 
Ha H's “** E® 十 


设 声 = 记 十 让 "的 近似 本 征 函 数 为 (注意 :存在 站 后 ,{yi) } 所 张 子 空 间 不 一 定 完 


j= >》 CY 一 少 一 [CC Co] (15. 2. 13) 
k=1 
则 定 态 Schr6dinger 方程 Hy=Ey 变 为 
E— (ES + Hi1) 一 五: 六 — Hig Ci 
一 五 2 E— (E+ Hz) … — Hs, Cz 0 
—Ha 一 He ET 一 CE 十 He [GC 
上 式 存在 非 零 解 的 条 件 为 系数 矩阵 的 行列 式 等 于 零 , 即 
det[ (E— E®)8m — Hi]=0 (15. 2. 14) 


于 是 可 得 到 及 == 记 ,十 菇 的 g 个 能 量 本 征 值 . 


306 ”理论 物理 导论 


例 15.2.1 二 能 级 系统 
解 : 设 应 , 存在 两 个 很 接近 的 能 级 ,其 他 能 级 远离 这 两 个 能 级 . 则 


E— (Ef + H') —_H’ C 
| "1 2 ] '|=0 (15. 2. 15) 
— Hz E— (ES + H;;) 
和 
E-E® —H, 
det| 1 |=0 (15. 2. 16) 
“LH E-E 


其 中 Ef? 二 FE? 十 ,EE 二 E49 十 Hz. 从 上 式 得 到 两 个 解 为 
E= E+vVa tl Hl: = E.+t| H'| VI+t+R: (15. 2. 17) 
其 中 已 令 
E 一 广 (GE8 EV); d= 3 (ED —EY); R= [总 本 (15. 2. 18) 
显然 参数 R 表征 两 个 能 级 在 微 扰 作用 下 的 耦合 强度 . 当 R 污 1, Es 天 瓦 :， 称 为 弱 
耦合 ;R<1,Es 二 E. 土 | His | , 称 为 强 耦 合 . 


15. 3 恋 分 方法 和 Hartree 自 洽 场 方法 


变 分 近似 的 基本 思想 是 :寻找 一 泛 函 ,使 这 个 泛 函 的 变 分 问题 ( 即 求 泛 函 的 极 
值 问题 ) 与 定 态 Schrodinger 方程 等 价 . 于 是 求解 定 态 Schrodinger 方程 变 成 泛 沙 
的 变 分 问题 . 设 定 态 Schr6dinger 方程 为 


By= Ey (15. 3. 1) 
另 一 方面 ,考虑 泛 函 
ECJ) = (15. 3. 2) 


对 任意 的 量子 态 J,E 依赖 于 y, 不 同 的 y, 给 出 不 同 的 E. 故 ECy) 定 义 了 一 个 泛 函 . 


可 以 证 明 ; 泛 函 E(y) 的 极 值 条 件 是 Hy 二 Ey, 即 满足 定 态 Schrodinger 方程 ; 反 过 
来 ,如 果 yy 满足 定 态 Schrodinger 方程 ,那么 EC(y) 一 定 取 极 值 , 即 一 阶 变 分 为 零 
SEC 一 0. 

证 明 : 令 A=(y, Hy) 和 B=(y,) ,由 式 (15. 3. 2)， 0 


4 A8B _1 A5B 
8E(y) 一 3 5 (84— 第 ~) = 


而 5A 一 Gy By) + Cg, HD 和 8B= (6y,) 十 (y,5) ,代入 上 式 得 
3E(y) = 主 (3A — E3B) 


三 (3A 一 ESB) (15. 3. 3) 
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= {Cy, Hy) + Cg, HD ELCGGD + (p30)]} (15.3.4) 
3EC(D= {Ly + Fy,8D 1 ELC," + (5p) 1) 


一 SRe[ Cy, 8 — (Ey ,50)] 
= BRe[ (Fy — Ey, 5)] (15. 3.5) 


由 于 5y 是 独立 变 分 ,由 8E( 仙 一 0 得 到 极 值 条 件 为 By 一 Ey; 反 之 ,如 果 y 满 足 
8E(y) 二 0, 但 不 满足 方程 (15. 3. 1) , 即 Hy 一 Ey 二 pg 六 0, 取 3 一 sp( 其 中 e>>0 足够 
小 ,使 Ep 是 y 的 邻 域 ) 9 由 上 式 得 


SECJ) 一 号 Re [Fy — Ey,8p)] = 参 Re [Cg,p)] 一 0 (15. 3. 6) 


由 内 积 的 定义 ,必定 pg 三 0( 几 乎 处 处 ). 故 Hy=Ey. 

这 就 证 明了 5E(4) 二 0 与 定 态 Schrodinger 方程 Hy 二 Ey 是 等 价 的 , 称 为 变 
分 原理 . 因此 求解 定 态 Schr6dinger 方程 变 成 求 E(y) 的 变 分 问题 . 而 方程 
(15. 3. 2) 的 变 分 可 由 其 他 方法 近似 求 得 ,这 就 相当 于 求 得 了 Schr6dinger 方程 的 
近似 解 .注意 , 泛 范 下 (J 的 极 值 问题 与 下 列 条 件 极 值 问题 是 等 价 的 :在 归 一 化 条 
件 下 , 求 泛 函 ( 互 )=(W Hy) 的 极 值 . 事实 上 ,根据 Lagrange 乘 子 法 ， 可 以 构成 新 
的 泛 函 


多 = 本) 一 的 内 一 1 (15. 3.7) 
其 中 7 为 Lagrange 乘 子 , 新 泛 函 的 极 值 条 件 为 SW 二 0, 即 
3W = 和 HB) 一 7[(C30, 内 十 (加 3W] 一 0 (15. 3. 8) 


上 式 即 为 
8W= (30, Hy) + Cy HED — HD + (p50)] 
= (Hy,80D° + Hy dD — gD 十 (3 人] 
= 2Re[ (Hy — m6]=0 (15. 3. 9) 
与 方程 (15. 3. 5) 类 似 ,可见 Lagrange 乘 子 7 即 为 能 量 本 征 值 . 另外 ,显然 (五 ?一 
(yg, Fy) 是 Hamilton 函数 在 量子 态 消 中 的 平均 值 ,也 是 系统 能 量 的 平均 值 . 故 求 泛 


函 (五 一 (总 0) 的 极 值 相当 于 求 系统 平均 能 量 的 极 值 . 物理 上 要 求 这 个 极 值 为 极 
小 值 ,只 有 当 能 量 极 小 时 ,系统 才 处 于 稳定 的 平衡 态 ， 
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基态 能 量 : 如 果 只 需求 能 量 本 征 值 ,特别 是 基态 能 量 ( 最 小 本 征 值 ) , 变 分 法 是 
一 种 非常 有 效 的 方法 , 一 般 步骤 为 :根据 具体 的 物理 问题 ,选择 包含 有 参数 4( 可 以 
是 一 组 参数 ) 的 适当 试探 函数 y() ,代入 方程 (15. 3. 2) , 求 得 EQ) ,然后 求 EQ) 的 
极 小 值 . 这 个 极 小 值 就 可 以 认为 是 系统 基态 的 能 量 . 可 以 证 明 , 由 此 方法 求 得 的 能 
量 不 小 于 基态 的 能 量 . 事实 上 , 设 直 存在 正 交 、 归 一 和 完备 的 本 征 函 数 集 { 汪 } , 相 
应 的 能 量 本 征 值 为 {E,). 对 任意 的 量子 态 y 存在 广义 Fourier 展开 
$= 2 aw, (15. 3. 10) 
代入 式 (15. 3. 2) 得 到 


(yg, By) _ 之 Eana? (Cf,p,) 2 E,aar 6 


E(y) 一 二 
Oy,p EE EE 
DE,|a,|l’ 2 | an |: 
一 S E 宇 Eo 5 E 一 EF, (15. 3. 11) 
Qn an 


即 由 方程 (15. 3. 2) 得 到 的 能 量 是 基态 能 量 的 上 限 . 变 分 法 的 优点 是 容易 求 得 系统 
基态 能 量 的 上 限 ,缺点 是 不 能 给 出 误差 的 估计 . 选取 不 同 的 试探 函数 jy(4) 可 以 得 
到 不 同 的 基态 能 量 估计 ,算出 的 基态 能 量 越 小 , 越 接近 真正 的 基态 能 量 . 另外 ,如 果 
用 变 分 法 求 其 他 能 级 , 需 用 逐次 正 交 法 ,这 里 不 进一步 介绍 . 

求 式 (15. 3. 2) 的 变 分 ,最 常用 的 近似 方法 是 Ritz 法 . 设 选择 试探 函数 为 yi， 
Aa"… A) ;试探 函数 依赖 于 一 组 参数 (1 ,4h2，…,44). 代入 式 (15. 3.2) 得 到 = 
EQ hs An) ,变化 参数 Qi ,A2，,… ,4,) ,使 EQ) 取 极 值 , 即 


EQ sas he) 一 0 (= 1,2,.,n) (15. 3. 12) 


然后 求 出 =EQi ,Xs，,… ,4) 的 极 小 值 . 下 面 以 具体 例子 来 说 明 . 

例 15.3.1 He 原子 的 基态 能 量 . 

解 ， He 原子 的 Hamilton 算 符 为 

和 应 = 一 把 Vi: 让 V2 2e: _ 2e’ e2 
21。 : 2me ” 4reo ri| 4reo |rm| 4reo| 六 一 产 | 

上 式 假定 原子 核 不 动 且 位 于 坐标 原点 ,rt 和 r; 分 别 是 两 个 电子 的 位 置 矢 量 . 最 后 
一 项 表示 两 个 电子 的 相互 作用 . 如 果 没 有 最 后 一 项 ,上 式 为 两 个 类 氧 原 子 的 Ham- 
ilton 算 符 相 加 ,基态 波 函 数 为 


VA Z 
prisr2) = proo ri ) poor2) 一 aleXP [一 和 or 十 ma) | (15. 3. 13) 


注意 :上 式 没有 考虑 全 同 粒 子 波 函数 的 对 称 性 ( 见 第 17 章 讨论 ). 如 果 是 严格 的 类 
氢 原 子 Z==2. 但 电子 -电子 存在 相互 作用 ,近似 地 ,这 种 相互 作用 可 看 成 :一 个 电子 
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在 另 一 个 电子 的 “电子 云 ” 中 运动 ,电子 云 ? 对 核 -电子 之 间 的 库仑 相互 作用 起 到 屏 
蔽 作用 ,屏蔽 的 效果 相当 于 使 Z<<2. 因此 我 们 选择 式 (15. 3. 13) 作 为 试探 函数 ,QZ 
为 变 分 参数 . 因 试 探 函 数 本 身 就 是 归 一 化 的 , 即 


= [= 2 
(WO = 分 | | exp| 一 Sn +re) | rt) dn Grr) dr 一 1 


(15. 3. 14) 
于 是 


E(Z)= | rir ) Hylr ra) dridr, 


( 乞 ) 2 2 一 
(ra) 一 地 友 eZntre)/eo (VY YY) ee Zt) /eo |e rid3rs 
0 


和) | 2 二 )s 一 2Z(mi trz)/ao | dm dm 
(二 ) tr ( nt 


(每 ) 2 ) | [a 一 E22Cn -+72)/a0 | 下 六 下 
二 了 号 十 1 十 J 
上 式 中 三 个 积分 ;前 两 个 容易 通过 分 部 积分 求 得 ,而 第 三 个 积分 比较 复杂 ,通过 复 
杂 的 运算 得 到 (见习 题 17. 10) 


2 2 2 
-去 (他 5 一 认 ( 各 -=- 亦 ( 饭 ) 
所 以 
e? 5 
E(2) = Ten (有 一 42 十 名 2) (15. 3. 15) 
由 极 小 值 条 件 得 到 
2 
半 互 Pea (22— 4 十 襄 ) 及 一 0 (15. 3. 16) 


故 即 二 27/16 二 1. 69, 代 入 式 (15. 3. 15) 得 到 He 原子 基态 的 能 量 为 


E, 2 E(Z,) =— 2. 85 ( (15. 3,17) 


Tera) 
实验 值 为 一 2. 904( 指 (15. 3. 17) 式 前 面 的 系数 ). 可 见 用 变 分 法 给 出 的 基态 能 量 与 
实验 结果 符合 得 相当 好 . 当然 ,这 与 我 们 选择 的 试探 函数 式 (15. 3. 13) 和 变 分 参数 
Z 较 好 有 直接 的 关系 , 因 式 (15. 3. 13) 和 参数 Z 的 物理 意义 明显 . 

Hartree 自 洽 场 方法 :我 们 知道 精确 求解 Schrodinger 方程 往往 是 不 可 能 的 . 根 
据 物理 条 件 , 如 果 对 波 函 数 的 形式 作 一 定 的 限制 ,由 变 分 法 可 得 到 近似 的 能 量 本 征 
方程 ,而 这 个 方程 比 原来 的 Schr6dinger 方程 要 简单 得 多 . 下 面 以 多 电子 原子 的 

Hartree 自 浴场 方法 为 例 来 说 明 该 方法 . 

多 电子 ( 设 N 个 电子 ) 系 统 严格 来 说 不 存在 单 粒子 态 ,因为 电子 -电子 之 间 的 


310 ”理论 物理 导论 


Coulomb 相互 作用 ,使 整个 系统 的 Schr6dinger 方程 不 可 能 分 离 变 量 而 化 成 单个 
电子 的 方程 . 但 在 一 定 的 近似 下 , 单 粒 子 概念 仍然 适用 . 在 原子 中 ,可 以 近似 地 用 一 
个 平均 场 来 代替 某 个 电子 受到 原子 核 及 其 他 电子 的 作用 ,于 是 可 以 写 出 单个 电子 
的 Schr6dinger 方程 . 设 第 一 个 电子 处 于 量子 态 g(r1)、 第 二 个 电子 处 于 量子 态 
加 (rz)，… 第 N 个 电子 处 于 量子 态 yn Crn). 整个 系统 的 波 函 数 为 


pn sr» °°" TN) 一 pi Cri) po (ra ) pn rn) (15. 3, 18) 
注意 :上 式 没有 考虑 电子 的 全 同性 ( 见 第 17 章 讨论 ). 系统 的 Hamilton 算 符 为 
N N 
= > A? + 二 > UC | ri—r: |) (15. 3. 19) 
i=1 Fk 


其 中 直 P 和 UC|r; 一 ri |) 分 别 为 单个 电子 的 Hamilton 算 符 与 电子 -电子 之 间 的 相 
互 作用 势 
A 无 2 Ze? 
HY = om Yi! 4reo | 产 | 


UC| ri Tk 1) 一 


e 
hneo | ri—r: | 
(15. 3. 20) 
在 波 函 数 具 有 形式 (15. 3. 18) 的 条 件 下 ,系统 的 平均 能 量 为 
N 
(H)= Dy Cr) HY yr) dr 


t= 


+ worp Ud nn D | blr) andar 
2 < [的 2 天 Nk i k 
ixk 


(15. 3. 21) 
归 一 条 件 为 
| | por) dri=1 G=1,2,%N) (15. 3. 22) 
与 式 (15. 3.7) 类 似 , 构 成 新 泛 函 
W = ‘DDel| | pr) ld 一 1 (15. 3. 23) 


i=1 


N rp 
5H) =2) | [3 CO HY Gr) HE HY pr) dr 
1 


i= 


N 
+ cay rp) TE Cr) 5g 7) UU ri—re |) | Gr) | 2: 电 产 中 产 
2 


N 
+ 二 > | or) BUC zr —re DISg Or + rd rd rid rs 
izk 
上 式 中 第 一 行 利用 妥 8? 的 Hermite 性 质 ,第 二 ,三 项 交换 求 和 指标 ,可 以 得 到 
N 
dH)= Re| >) av: (7) HY yg, Cr) dr 
1 


?一 
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N 
+ Day rrIUC rr |) | pr) drdem | 
1 天 天 


N N 
= Re>)|[ As + 2 vd rn) gr) Lar Wr ag en 
i 三 ki 
代入 5W=0 并 且 由 8y* (7;) 的 任意 性 得 到 
N 
[B® + Dvd nn DD gr) moon = elr) 
ki 
(15. 3. 24) 
其 中 1 一 1，2，… ,和 八 . 上 式 即 为 单 粒 子 态 的 能 量 本 征 方程 , 称 为 Hartree 方程 , 它 比 原 


来 的 Schr6dinger 方程 Hylr, 727v) 一 ECrmr rw) 要 简单 多 了 .但 Har- 
tree 方 程 是 非 线性 微分 -积分 方程 ,仍然 难以 严格 求解 . 一 般 采 用 逐步 近似 , 即 首先 
假定 一 个 适当 的 势 函 数 U' Cr) 来 代替 

-z+ >jod ri—re |) | gr) dr (15. 3. 25) 
然后 由 Hartree 方程 求 出 单 电 子 波 函 数 4? (Cr;) , 代 人 上 式 得 到 势 函数 U Cr;); 由 
U(r;) 再 求 得 单 电 子 波 函 数 J?(r;), 代 和 人 上 式 得 到 势 函 数 U(r;) ;重复 这 一 过 
程 ,直到 |Ue+D Cr,) 一 U(r;) | 过 6 为 止 . 最 后 得 到 的 平均 场 称 为 自治 场 . 特别 要 指 
出 的 是 ;这 里 的 所 谓 单 粒 子 态 不 是 严格 意义 上 的 单 粒 子 态 , 单 粒子 能 级 也 不 是 严格 
意义 上 的 单 粒 子 能 级 . 因为 第 ; 个 粒子 的 平均 场 与 第 & 个 粒子 的 波 函 数 有 关 , 因 此 
第 ; 个 粒子 的 态 或 者 能 级 实际 上 也 与 第 & 个 粒子 的 态 或 者 能 级 相关 . 这 种 粒子 称 
为 准 粒子 . 注意 :系统 的 总 能 量 不 是 s; 简单 求 和 , 因为 严格 来 说 s; 是 作为 Lagrange 
乘 子 引进 的 . 系统 能 量 应 该 由 《五 ) 二‘y| 嫌 |y) 给 出 . 结合 方程 (15. 3. 21) 和 
(15. 3. 24) 得 到 


= (H) = | jr) PU nr DD) | Cr) Lairdir 
i=1 ik 
15.4 含 时 微 扰 : 量 子 牙 迁 、 光 的 吸收 和 激发 


设 体 系 的 Hamilton 函数 可 表示 成 声 = 忘 十 e 店 ' (2), 其 中 Ho 不 显 含 时 间 且 
本 征 值 问题 
Hg (r) = ep, (7) 5.4.1) 
精确 可 解 , 即 已 经 求 得 {y ,e,}. 瑟 。 的 定 态 波 函 数 为 


,r,t) = f(r)exp (一 ext) (15. 4. 2) 
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我 们 要 解 含 时 Schrodinger 方程 
法 2 = [FH, +efl’ (Dy (15. 4. 3) 
显然 任意 量子 态 JyCr,) 可 以 用 (各,(7, 力 } 展 开 成 广义 Fourier 级 数 , 即 


f(r;t) = > an (有 更 ,Cr 人 一 > an (tr)exp (一 二 ez (15. 4. 4) 
代入 Schr6dinger 方程 (15. 4. 3) 得 到 

志 , tadD |= Da WL te CO] 更 (15.4.5) 
两 边 以 到 。 取 内 积 得 到 


DD [SB + orl) dm |= DY oC) [edm 十 eg 让 到 


(15. 4. 6) 
其 中 已 利用 关系 
庄 2 = FV, CV) 一 bw (15.4.7) 
由 式 (15. 4. 6) 得 到 
计生 一 > a (1) (Ware Y,) 
= 5) an C(t)eH nm exp emat ) (15. 4. 8) 


式 中 H’,=(y,,H'y,) ;om 二 em 一 én. 上 式 即 为 百 。 表象 中 的 Schr6dinger 方程 ， 
是 严格 的 . 对 一 般 的 昌 和 ,精确 求解 是 不 可 能 的 . 当 e<&1 时 ,引进 微 扰 解 


an(t) = >) ea 0) (15. 4. 9) 
k=0 
代入 方程 (15. 3. 8) 得 到 
请 > ye dam (DD 一 > Dy eta® (2)eH mn expl wmmt) (15. 4. 10) 
k=0 


dt n=1 k=0 
比较 es 的 同 次 寡 得 到 


oi da 人 
€ [3 Td 


da (1) _ 
1 ; 计 一 和 一 一 > a™ (1) H's exp (lewmnt ); 
eh ” (15. 4. 11) 
.da 人 (z) 
2 nn 
€ ;1 drt 


= 0; 


一 S a (1) Hin exp ewwmnt ); 
n=1 
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由 第 一 式 得 零 级 近似 的 解 为 ; a8 (2) 二 cm (co 为 常数 ) ,其 意义 为 :如 果 忽 略微 扰 


了 HC#) 的 作用 ,系统 处 于 定 态 . 下 面 假定 :二 0 时 系统 处 于 第 ! 个 本 征 态 , 即 a (4) 一 
6m ;由 上 式 中 第 二 式 得 一 级 近似 的 解 为 


六 = > Ou H mm exp wmt) 一 Hrmexpliwmt) (15.4.12) 
n=1 
于 是 
a (1) = 二 |， H(t’ Yexp(iwmt dz (15. 4. 13) 


由 于 假定 :一 0 时 系统 处 于 第 1 个 本 征 态 , 故 |a4? (2) |? 表示 t 时 刻 系统 处 于 第 mn 
个 本 征 态 的 概率 ， 本 Whim 


Wn 一 入 上 | H(t ) exp (wmt )dz’ (15., 4. 14) 
单位 时 间 的 跃迁 概率 称 为 跃迁 速率 
TUr>m 一 en (15. 4. 15) 


例 15.4.1 含 时 微 扰 与 定常 微 扰 的 关系 . 

解 : 定常 微 扰 可 看 作 特殊 的 含 时 微 扰 : 假 
定 微 扰 具 有 如 图 15. 4. 1 的 形式 ,当时 间 足 够 长 
时 ,站 "CD 趋向 常数 在 ', 即 为 定常 微 扰 . 此 时 含 


时 微 扰 应 该 退化 成 定常 微 扰 . 事实 上 , 当 互 '(z) 
具有 图 15. 4. 1 的 形式 时 , 式 (15. 4. 12) 的 解 为 


a (4) = 去 | HC Yexp Cwmt’ dt 


图 15.4. 1 慢 变 微 扰 的 形式 


1 oH (1’) exp(iwnmt’ ) 
1 | EW fwm dt 


Ld 


H’ (t)exp(iwwt) : oH’ GD) exp(iwwt ) 1 
exP 二 | 芝 ent Yd 《15.4. 16a) 


由 上 式 和 式 (15. 4. 4 ,一 阶 微 扰 近 似 下 ,系统 的 波 函 数 为 
r,t) = > an(D YCr)exp (一 i ent ) 


-ep (he) + en (ho) 


十 > [| Hu ) exp lunt Dg y, (exp (- Tent) 


= [hn 十 > Ep, Jexp (一 et) 


314 ”理论 物理 导论 


十 >») | oH [Oa ) exp(iwmt’ ) 


1 fem dt’ Cr)exp (一 Te, ) 


无 


因 微 扰 对 时 间 的 变化 足够 慢 , 故 3H /az0, 又 站 ' (趋向 常数 让 (六 一 让 ,上 
式 简 化 为 


prt) (4m+ > a ce p(n) Jexp (~ ex) C15.4.16b) 
与 式 (15. 1. 16) 比较 ,上 式 显然 就 是 定 态 一 阶 微 扰 修改 的 公式 . 


下 面 考虑 几 种 特殊 情况 . 
常 微 扰 的 跃迁 概率 :假定 微 扰 百 (在 时 间 区 (0, 刀 是 常数 , 则 由 (15. 4. 14) 
Wi 一 各 Bo 2 (15. 4. 17) 
利用 关系 
lim 并 于 一 一 SCz) (15. 4.18) 


当 :>coo 时 ,方程 (15. 4. 17) 变 成 
sin? (wt/2) _ 
2 


nl 


于 | 五 5 |?6Cwm) (15. 4. 19a) 


Wi = 各 | H |? lim 
跃迁 速率 为 
Wim 一 经 | H' |?:6(e», — 1) (15. 4. 19b) 


上 式 表 明 : 只 有 初 态 与 终 态 的 能 量 相等 ,跃迁 速率 才 不 为 零 , 符 合 能 量 守恒 定律 . 注 
意 :同一 能 级 并 不 意味 着 是 同一 个 量子 态 , 因 能 级 可 能 简 并 . 
2. 周期 性 微 扰 的 跃迁 概率 :假定 微 扰 产 " 有 形式 
H’'() = 2F coswt (15. 4. 20) 
其 中 户 与 时 间 无 关 . 由 式 (15. 4. 14) 
a (2) 一 记 | Hexp(iwmt) dt = Em (Bi 十 B_) (15. 4. 21) 


其 中 Fj 二 Cy, 让 yg,) 以 及 


1— exp[ iCwm 十 ow) 如 ， . (wm 十 w) ,| sinL (Com 十 w)t/2 
BB Coml 十 w exP [i 2 | (wm 二 w) /2 
1— exp[iCwm —w)t] (wm — w) ,1] sin[ (wm — w)t/2] 
有 -一 we iexp [i Cow —w) /2 
跃迁 概率 为 
WD = Es | Bi 二 有 
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Fl? 
= I [| Bil?+| Bl*+2Re(Bt B_)] 
| Fo fsint[ Cw tw)t/2] , sin’{ (wm — w)t/2] , 
下 [Cw + w) /2 + [Com — w) /21 + 2Re(B? B-) 
当 t>co 时 ,第 一 .二 项 趋向 于 16Cww 十 w) 和 夫 Cwm 一 w) ,第 三 项 为 零 , 故 
’ 2 
Wi lt) 一 2 Bade tow —w)] 05.4.22) 
跃迁 速率 为 
_ 2x| Ful’ 
Wim (t) = 一 [Com 十 o) + Owm — w) J (15. 4. 23) 


当 em>e 时 ,第 一 个 6 函数 为 零 , 终 态 能 量 大 于 初 态 能 量 , 故 表示 吸收 #o 能 量 , 系 
统 从 / 态 跃 迁 到 mm 态 ; 反 之 ,em 二 el 时 ,第 二 个 6 函数 为 零 , 终 态 能 量 小 于 初 态 能 
量 , 表 示 放 出 fw 能 量 ,系统 从 ! 态 跃 迁 到 m 态 . 式 (15. 4. 23) 可 写成 

wm(t) 一 2 Fu se, 一 & 十 fw) (15. 4. 24) 


注意 :这 一 结果 说 明 ,系统 吸 收 fw 能 量 与 放出 大 w 能 量 的 概率 是 一 样 的 ,只 决定 于 
微 扰 矩阵 元 Fw 一 Cf, ,Fy,). 

光 的 吸收 和 受 激 辐射 :光照 到 原子 上 ,会 产生 散射 ( 即 吸收 和 辐射 ) ,第 12 章 我 们 
用 经 典 的 电磁 理论 讨论 了 原子 对 光 的 散射 ,得 到 了 偶 极 求 和 定 则 , 即 式 (12. 1. 25). 本 
节 我 们 用 半 经 典 理论 讨论 . 之 所 以 称 半 经 典 理论 ,其 原因 是 ;我 们 把 入 射 光 仍 然 用 经 
典 的 电磁 波 来 描述 ,而 把 其 对 原子 的 作用 看 作 量子 微 扰 . 事实 上 , 光 的 静止 质量 为 零 ， 
是 相对 论 的 ,因此 严格 的 理论 应 该 用 量子 电动 力学 ,把 辐射 场 量子 化 . . 

设 入 射 光 是 单 色 平面 波 :E 二 Eoexp[iCwt 一 k。r)], 忽 略 磁 场 部 分 的 作用 力 ,并 
且 假 定 光 波 波长 远大 于 原子 线 度 (注意 :对 X 光 近似 不 成 立 ) ,原子 的 能 量 增加 , 即 
Hamilton 函数 的 微 扰 部 分 为 

H’ = eE .r= ekEo rcoswt =— p* Eocoswt (15. 4. 25) 

其 中 p= 一 eE。* r 是 原子 的 电 偶 极 矩 . 由 式 (15. 4. 24) ,原子 从 s. 态 跃 迁 到 e, 态 的 
概率 为 ( 设 es:, 仅 考虑 吸收 ,辐射 概率 是 一 样 的 ;注意 :这 里 用 rc 分 别 代 替 初 态 
/ 和 终 态 m ,是 为 了 区 别 于 氧 原 子 的 量子 数 ,r 和 o 代表 一 组 量子 数 ). 


/12 
Wr a(t) = ex Le G(ev Er #w) 
. 2 
=— "| Pelee, —e. — fo) (15. 4. 26) 
其 中 
lpeEls= |),lp:E lly) = I,1p|g) El 


=| pP * Eo |=| p,, | Eocosd (15. 4. 27) 
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式 中 8 为 微 扰 矩阵 元 p,. 王 ‘y,1p1) 与 Eo 的 夹 角 . 考虑 ， 
(1) 人 射 光 的 偏振 方向 是 随机 的 ,那么 对 3 作 空间 平均 为 


cos29 一 二 [osoao 一 二 | | cosrosingdydp 一 到 (15. 4. 28) 
《2) 人 射 光 是 非 单 色 的 电磁 波 
TI(w =6 区 = FeoE (15. 4. 29) 
把 以 上 三 式 代 入 方程 (15. 4. 26) 得 到 
wi 一 和 | 之 |p IT) — hw) dw 


= gaie | P ll (om) (15. 4. 30) 


其 中 eo 一 es 一 e+ 和 声 ou 二 se. 因此 跃迁 速率 与 人 射 光 中 角 频 率 为 wor 光 的 强度 
I Cw ) 成 正比 ,而 与 其 他 频率 成 分 无 关 . 定义 吸收 系数 ( 称 为 受 激 吸 收 ) 


一 2 
B,. = 天 到 |p lz (15. 4. 31) 


显然 ,由 日 的 Hermite 性 质 ,辐射 系数 ( 称 为 受 激 辐射 )B., 一 B,. 

选择 定 则 : 受 激 吸收 系数 或 受 激发 射 系数 与 电 偶 极 和 矩 的 矩阵 元 平方 1p 1 成 正 
比 . 当 |p| 志 一 0 时 , B。 二 B, 一 0, |p 才 是 否 为 零 决 定 于 初 态 y. 和 终 态 y, 的 量子 
数 . 以 氨 原 子 为 例 : 初 态 与 终 态 分 别 为 |nim) 和 |nlm ) ,那么 电 偶 极 矩 的 矩阵 元 为 

z 方向 分 量 ; nlm | rcos9 | nim)》 
Zz 和 yy 方向 分 量 ; nlm | rsin9gexp( 士 ip) | nm) 
当 (n,n),(l,L) 和 Cm,m ) 满 足 一 定 关系 时 ,和 矩阵 元 才 不 为 零 . 利用 球 谐 函数 
Ym (9,9) 的 递 推 关系 和 正 交 性 ,可 以 证 明 只 有 当 
Al 一 了 一 1 一 士 1 Am 一 和 一 m 二 0, 土 ! (15. 4. 32) 

时 矩阵 元 才 不 为 零 . 上 式 称 为 偶 极 辐射 选择 定 则 . 注意 :@ 偶 极 辐射 选择 定 则 与 主 
量子 数 无 关 ;@ 当 考虑 的 光波 长 与 原子 线 度 可 比 时 ,人 射 场 中 大，r 项 不 能 忽略 , 必 
须 考虑 多 极 相 互 作用 . 

以 上 我 们 讨论 了 原子 的 受 激 吸收 和 受 激 辐射 . 事实 上 , 即使 没有 人 射 光 ,原子 
也 能 从 高 能 级 跃迁 到 低能 级 而 发 射 光子 , 称 为 自发 辐射 . 自发 辐射 与 初等 量子 力学 
的 结论 是 矛盾 的 . 因为 根据 量子 力学 ,处 于 定 态 的 原子 ， 没有 外 界 的 微 扰 是 不 可 能 
从 高 能 级 跃迁 到 低能 级 的 . 必须 用 量子 电动 力学 才能 解释 原子 的 自发 辐射 . 但 
Einstein 提出 了 一 个 唯 象 理论 , 求 出 了 自发 辐射 系数 . 我 们 不 展开 这 方面 的 讨论 ， 


习 题 15 


15. 1 用 一 级 微 扰 法 计算 宽度 为 a 的 无 限 深 势 阱 中 粒子 的 基态 、 第 一 激发 态 
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和 第 二 激发 态 能 量 . 设 势 阱 的 右 下 角 被 “ 切 去 (提示 : 微 扰 为 H' 一 Voz/a) 

答案 :AEi,z,s 二 Vo/2. 

15.2 长 为 /的 轻 强 子 , 一 端 系 质量 为 m 的 质点 , 另 一 端 固定 . 在 重力 作用 下 
摆动 . (1) 在 小 角度 近似 下 求 系统 的 能 级 和 相应 的 波 函 数 ;(2) 求 小 角度 近似 引起 
的 基态 能 量 误差 . 


1 2 
答案 : 忆 , 一 (十 2 jiwvo 一 £ ,El = 


15.3 考虑 耦合 谐振 子 : 百 = 丰 十 直 ' ,其 中 
并 2 2 2 ~ 
H, 一 一 去 (这 ty)+ Fm! (zt + 8) 五 一 一 Mztzz 


2m \ Ox? 
(1) 求 态 的 本 征 函 数 和 本 征 值 ;C2) 用 微 扰 法 求 第 一 激发 态 的 一 级 能 量 修正 ; 
(3) 严格 求 直 的 本 征 值 , 并 与 微 扰 计 算 比 较 . (提示 : 令 x 一 二 (6 用 ;Tp = (en) 


V2 V2 
15.4 设 Hamilton 函数 在 能 量 表象 中 的 矩阵 为 
Bi 二 +a b 
H= | b Ey} | | 
其 中 a 和 56 为 实数 . (1) 用 微 扰 法 求 能 量 的 一 级 修正 ; (2) 直接 求 能 量 本 征 值 
的 精确 解 ,并 抽 人 7 的 生生 
Ba 


pp 
答案 ，. 一 
答案 :El 一 +at 加 ;EE 南 二 词 . 


15.5 ”两 个 粒子 质量 都 为 m, 禁 闭 在 宽度 为 工 的 无 限 深 势 阱 中 . (1) 求 系统 的 基 
态 和 第 一 激发 态 的 能 量 ( 即 至 少 有 一 个 粒子 被 激发 );(2) 加 一 个 形 如 Vi 一 10(z 一 
心 ) 的 相互 作用 势 ,用 微 扰 法 求 基态 和 第 一 激发 态 的 能 量 和 波 函 数 , 提示 :基态 是 非 
简 并 的 ,而 第 一 激发 态 是 二 重 简 并 的 ) 


2 ”2 2 
答案 ;Eu 一直 矶 ， Es 一 法 生 =En; 本 一 产 ， 下 一 全， 下 一 0 


15.6 ”假定 原子 核 有 限 大 小 ,半径 为 ,二 10-*cm, 那 么 氨 原 子 核 外 电子 的 
势 为 


4neor: ? > 六 
UCr) = 


gr ) 3] ”<n 


把 核 的 有 限 大 小 看 作 微 扰 , 求 所 原子 基态 能 量 的 一 级 修正 .提示 ， 积分 中 取 近 似 
exp( 一 r/ao)1) 


答案 :Ew 过 


2e27f 


3。 
20reoaa 
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15.7 对 非 简 谐振 子 


取 试 探 函 数 为 


gh (zx) = exp (一 
a 为 变 分 参数 . 用 变 分 法 求 基态 能 量 . 
入室.3 [1 
答案 := (2 4 
15.8 取 试 探 函 数 为 J,《X) 二 Cexp( 一 ax?),a 为 变 分 参数 ,用 变 分 法 求 谐振 
子 基 态 能 量 和 波 函 数 . 
15.9 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 长 度 为 ! 的 一 维 箱 中 . 假设 粒子 处 于 能 量 为 EE 


的 本 征 态 中 ,在 极 短 的 时 间 内 , 箱 长 变 为 2/. 求 在 此 以 后 该 粒子 仍 处 于 能 量 E, 本 
征 态 的 概率 .〈 提 示 ; 因 变化 过 程 时 间 极 短 , 波 函 数 为 


J (7) Ni 0 之 zz! 
好 一 


然后 用 新 的 本 征 函 数 展开 ) 
答案 :了 一 1/2. 


15. 10 ”考虑 一 个 二 能 级 系统 ,Hamilton 函数 在 录 , 表象 中 为 
mr 2 
“ Lo EE, 


设 1=0 时 刻 体系 处 于 基态 ,后 受到 微 扰 作 用 


~ / a 7 
H | 有 
求 以 后 体系 处 于 激发 态 的 概率 . 

15. 11 有 一 个 二 能 级 系统 ,能 级 差 为 已 :一 已 一 fulz , 态 函 数 为 内 和 内 .开始 
时 原子 处 于 y, 态 . 现 受到 电磁 辐射 二 2Eocos(wt) 微 扰 . (1) 车 w 二 wis 求 以 后 粒子 
处 于 yp 的 概率 ; (2) 若 wzwiz 求 以 后 粒子 处 于 内 的 概率 . 

15.12 ”考虑 一 个 最 初 处 于 基态 内 的 任意 量子 力学 体系 ,在 上 一 0 时 刻 ,加 上 
形式 为 H'() 二 Hoexp( 一 t/7) 的 扰动 . 证 明 在 很 长 时 间 后 ,系统 处 于 态 py 的 概 
率 为 

_ ll Ho | 页 ?| 
3 (ya 十 (As) 


As 一 fwiz 
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在 经 典 力学 中 , 把 宏观 粒子 看 作 质 点 而 不 考虑 粒子 的 内 部 结构 ,因此 自由 粒子 
的 运动 状态 只 要 3 个 空间 自由 度 就 能 描述 . 但 对 微观 粒子 ,实验 发 现 还 必须 增加 一 
个 新 的 自由 度 ,才能 完全 描述 它 的 运动 状态 . 这 个 自由 度 具 有 角 动 量 的 性 质 , 称 为 
自 旋 . 粒子 的 自 旋 与 粒子 的 空间 运动 状态 无 关 ,是 一 个 独立 的 自由 度 . 宏观 物体 的 
角 动 量 一 般 与 物体 的 曲线 运动 有 关 , 既然 自 旋 具有 角 动 量 的 性 质 ,那么 能 否 把 自 旋 
看 作 是 微观 粒子 的 自转 引起 的 呢 ? 就 像 地球 的 自转 一 样 . 理论 和 实验 表明 ,这 一 比 
拟 是 不 正确 的 . 以 电子 为 例 ,如 果 把 电子 的 自 旋 认为 是 由 电子 的 自转 产生 的 ,那么 
它 的 表面 速度 远大 于 光速 ,这 是 不 可 能 的 . 微观 粒子 的 自 旋 性 质 非常 重要 ,特别 是 
它 的 自 旋 性 质 影响 由 它 组 成 的 宏观 系统 的 统计 性 质 ,这 一 点 以 后 再 讨论 , 必须 指 
出 :在 非 相对 论 量子 力学 中 ,电子 的 自 旋 是 作为 一 个 新 的 自由 度 引进 的 ;在 相对 论 
量子 力学 中 , 自 旋 无 须 人 为 引进 , 它 自然 地 包含 在 运动 方程 中 . 


16.1 电子 的 自 旋 算 符 和 自 旋 波 函 数 


电子 的 自 旋 具 有 下 列 特性 : 

1. 自 旋 是 电子 的 一 个 新 自由 度 ,不 能 用 坐标 ,动量 ,时间 等 变量 表示 ; 

2. 自 旋 是 角 动 量 , 满 足 角 动量 算 符 的 一 般 对 易 关 系 式 (14. 1. 22) ,而 且 实 验 表 
明 , 电 子 自 旋 在 空间 任何 方向 的 投影 只 取 土 /2, 故 简称 电子 的 自 旋 为 1/2; 

3. 自 旋 完 全 是 量子 效应 而 无 经 典 的 对 应 量 . 

我 们 首先 讨论 电子 自 旋 状 态 的 描述 ,然后 寻找 自 旋 算 符 的 表达 式 . 

自 旋 态 的 描述 :选取 空间 任意 方向 为 z 方向 ,电子 自 旋 在 方向 的 投影 *: 只 
取 土 /2 两 个 值 ,以 ;; 为 描述 自 旋 的 独立 变量 ,那么 电子 状态 的 波 函 数 包括 自 旋 变 
量 后 为 J(r,t,s.). 因为 变量 s 只 能 取 两 个 值 , 即 


go Cr)D 二 网 (十 于) YD = (nt) 6.1.D) 
以 此 可 以 构成 一 个 1X2 矩阵 直接 把 自 旋 变量 的 取 值 表示 出 来 


_ 以 2 (r,1) 
pr,t, sz) 一 [ac 
称 为 旋 量 波 函数 . 其 物理 意义 为 :|w (rt 和 |w2 (Crb| 分 别 表示 上 时刻, 电 


子 在 r 处 且 自 旋 向 上 (s. 二 十 /2) 或 者 向 下 Cs 一 一 /2) 的 概率 密度 , 而 空间 积分 


(16. 1. 2) 
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| | yo r,t) dsr; | | y? C0) | dr (16. 1. 3) 
分 别 表示 t 时 刻 , 电 子 自 旋 向 上 或 向 下 的 概率 . 归 一 化 条 件 为 
Dp) Par= [gts gr ts dr 


=| |g? DD Per+| ly lr=1 
(16. 1. 4) 
那么 旋 量 波 函 数 jCr,t，,s.) 满 足 的 方程 怎样 呢 ? 为 此 必须 求 出 描述 电子 自 旋 


的 算 符 表达 式 . 首先 考虑 Hamilton 量 不 含 自 旋 或 者 波 函 数 中 空间 部 分 与 自 旋 变 
量 可 分 离 情况 , 即 


pr ,ts ss) 一 WPrytX(Csz) . (16. 1. 5) 
上 式 与 方程 (16. 1. 2) 比较 ,X(sz) 的 一 般 形式 为 
a 
X(sz) 一 加 (16. 1. 6) 
可 分 解 为 
| 1 0 
Xs:) =a [+ |=axtox- (16. 1.7) 
其 中 
1 0 
.1 [9 dang 


显然 x; 和 X_ 应 该 是 自 旋 在 z 方 向 的 投影 s 对 应 算 符 S$, 的 本 征 函 数 . 事实 上 ,由 
例 14. 4. 1, 在 算 符 S, 的 自身 表象 中 ,S$, 的 矩阵 表示 为 式 (14. 4. 25), 即 

~ 下 [1 0 

5. 一 了 L, | (16. 1. 9) 
不 难 证 明 S.X ,一 XxX /2 和 SX_ 一 一 hX_/2, 故 Xt 和 X- 确 实 为 $. 的 本 征 函 数 ， 
相应 的 本 征 值 为 士 无/ 2. 

自 旋 算 符 : 自 旋 既然 是 一 种 角 动 量 , 自 旋 算 符 $ 必须 满足 对 易 关 系 式 

(14. 1. 22) , 即 


$xX§$=if$ (16. 1. 10) 
为 了 方便 ,引进 无 量 纲 的 Pauli 算 符 
$= Ee (16. 1.11) 


由 方程 (14. 1. 21) 得 到 分 量 形式 的 对 易 关 系 式 
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6z6y 一 6y6v 一 2i0。 
6。 一 6-.6, 一 2i0。 (16. 1. 12) 
Gs6r — O06 — 2i6, 
由 于 $ 在 空间 任何 方向 的 投影 只 取 士 和 /2, 任 意 选 定 x,y 和 方向 后 ,5, (Y= 
zx,y,z) 的 本 征 值 都 为 十 1, 显然 03(Y 一 x,y,z) 的 本 征 值 为 十 1, 即 5 为 恒 等 算 符 
:==—=6=1i (16. 1. 13) 
为 了 证 明 上 式 , 设 5,(Y=x,y,z) 的 本 征 函 数 为 Xx! 和 Xs (对 应 的 本 征 值 为 十 1 和 
一 1). 任意 的 自 旋 波 函数 X 都 可 以 用 5 的 本 征 函 数 展开 
X 一 aXi 十 2X2 (16. 1. 14) 
故 
GyX 一 ap6yX 十 byX2 一 aXi 一 DX2 


的 (16. 1. 15) 
6yX = 6,(6,X) 一 adGy X1 —b6y Xz = aXi 十 DXs 一 痰 
所 以 2 是 恒 等 算 符 . 因此 自 旋 平 方 算 符 为 
童 一 单 十 单 十 单一 于 (16. 1. 16) 


即 S:==3#/4. 
方程 (16. 1. 12) 中 第 一 式 分 别 左 乘 和 右 乘 5 且 利 用 式 (16. 1. 13) 得 到 


6,— G6y6r 一 2i6. 6 


, (16. 1. 17) 
Grdy6r —6, 一 2i0.0- 
两 式 相 加 得 
Gi6: 6.6: =0 (16. 1. 18) 
同样 可 得 类 似 的 关系 式 
66 二 06 一 (16.1. 19) 
6, 十 566 一 0 
联合 方程 (16. 1. 12) 与 (16. 1. 18) (16. 1. 19) 得 到 
6z6y 一 一 6y6z 一 10。 
6y6: 一 一 5c0y = 10- (16. 1. 20) 
.6 一 一 66。 一 i0， 
另外 , 自 旋 算 符 必须 是 Hermite 算 符 , 即 
ol 一 C (16. 1. 21) 
根据 以 上 诸 式 ,我 们 来 求 自 旋 算 符 的 矩阵 表达 形式 . 在 算 符 5. 自身 表象 中 ,由 
方程 (16. 1. 9) 
-人 "] G6.1.22) 
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设 
6; 一 "| (16. 1. 23) 
由 6.6 一 一 56。 得 到 . 
[” | = [ "| (16. 1. 24) 
故 a 二 4 二 0. 又 由 厄 密 性 名 二 6, 得 到 c= 二 6b* .因而 
0 5 
6z 一 | "| (16. 1. 25) 


0 6bIro 8 lbl: 0 1 0 
za 一 | o] |, o]=| 0 = | 16. 1. 26) 
故 |5|==1, 即 6 二 exp(i9) , 取 9 一 0, 则 
0 1 
6 = |; -| (16. 1. 27) 
再 由 5, 二 一 16.6; 得 到 65,. 于 是 在 6. 表象 ( 称 Pauli 表象 ) 中 自 旋 的 矩阵 表示 为 
5 一 | |， 6 一 | |， 5。 一 | ” | (16. 1. 28) 
1 0 i 0 0 一 1 
称 为 Pauli 矩阵 . 
例 16.1.1 在 5. 表象 中 ,求人 和 5, 的 归 一 化 本 征 函 数 . 
解 ; 在 5. 表象 中 ,5, 和 6, 的 矩阵 表示 为 式 (16. 1.28). 设 5- 和 zy 的 本 征 矢 
量 分 别 为 
< 一 [| c= 呈 (16. 1. 29) 


相应 的 本 征 值 为 cx 和 o,, 由 式 (16. 1. 28) 


2 加 -< sf [=o 


(16. 1. 30) 
求解 上 式 中 两 个 矩阵 的 本 征 值 问题 得 到 
1. 6- 的 两 个 本 征 值 分 别 为 一 士 1, 相 应 的 本 征 函 数 为 
1 1 _1 1 
5 -7 de.1.3D 
2. 6, 的 两 个 本 征 值 分 别 为 c, 王 士 1, 相 应 的 本 征 函 数 为 
全 _1ifrl 
5 = Go.1.32) 
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例 16.1.2 在 某 自 旋 态 |) 中 测量 S,==/2 的 概率 为 1/3 ,测量 S. 一 #/2 的 概 
率 为 1/6. 求 | 和 (4|S,|4). 
解 : 由 于 在 自 旋 态 |) 中 测量 S.==#/2 的 概率 为 1/3, 所 以 在 $. 表象 中 | 1) 一 


[1/N3,6J'; 由 归 一 化 条 件 : (41%) 二 1/3 十 16561: 二 1, 得 5 二 V2/3exp(i6), 故 |) 的 形 
式 为 


_1ri 
| 4》 he (16. 1. 33) 
由 上 例 , 测 量 S, 二 /2 的 概率 
2 1 
| 1 4)|? = et uy, ,| 二 二 (16. 1. 34) 


从 上 式 得 到 cos6 二 一 V2/2, 即 $= 土 3x/4. 故 


124) 一 (16. 1. 35) 


关 ee 

由 S$, 的 矩阵 表示 可 直接 得 到 

(8 1 一 对 SA 一 十 3 (16. 1. 36) 
值得 指出 的 是 ;本 节 讨 论 了 自 旋 为 1/2 的 电子 ,z 方向 只 有 两 个 投影 s. 王 土 #/2， 

因此 ,S,,S$, 和 SS, 是 2X2 矩阵 . 一般, 对 自 旋 为 ;( 整 数 ) 的 粒子 ,z 方向 有 (2s 十 1) 

投影 ,S$, ,S$, 和 SS, 是 (2s 十 1) X (2s 十 1) 和 矩阵 . 例如 * 一 1 的 op 介子 ,zx 方向 有 三 个 投 

影 ， .一 十 ji,0, 一 ;SS 和 9S. 是 3X3 和 矩阵 .在 3. 表象 中 (习题 16. 13) 


1 | | 一 1 0 | 
人 下 & 起 |. 。 & 

9 一 二 |10 1 9 一 一 |1 0 一 1|; S,. 一 天 0 0 0 

V2 0 1 0 V2 0 1 0 0 0 一 工 


(16. 1. 37) 


16. 2 ”Pauli 方程 和 恒定 磁场 中 电子 的 运动 


我 们 得 到 了 自 旋 算 符 $ 在 S$。 表象 中 的 矩阵 表达 式 . 旋 量 波 函 数 yr,t,s.) 实 


质 上 是 在 坐标 表象 中 描述 粒子 的 时 空 性 质 而 在 $. 表象 中 描述 粒子 的 自 旋 性 质 ,是 
混合 表象 中 的 波 函数 . 显然 Hamilton 算 符 可 能 包含 三 种 形式 的 算 符 : 

1. 描述 粒子 时 空运 动 的 部 分 ,例如 动能 算 符 ,它们 与 自 旋 态 无 关 , 无 论 对 
Dr 人 还 是 J? (Cr; 四 都 是 一 样 求 导 或 相 乘 ,可 以 把 这 种 算 符 写 成 2X2 的 对 角 算 
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阵 ,而 且 对 角 元 素 相同 ,例如 
和 hz a FH, 0 
j= [起 vr+U,) |i= (16. 2.1) 
ve | 
它 对 旋 量 波 函 数 的 作用 为 
H, 0 | rgd, How (Cr， 
| | | [oo ] = | 7 ?| (16. 2. 2) 
0 五 。 p(t Hoy'®? Cr,2) 


2. 描述 粒子 自 旋 运动 的 部 分 ,它们 是 一 些 2X2 的 矩阵 ,对 旋 量 波 函 数 的 作用 
相当 于 和 矩阵 相 乘 . 

3. 时 空运 动 与 自 旋 运动 看 合 部 分 ,例如 也 。$, 既 有 求 导 又 有 矩阵 等 运算 . 以 
也 . $ 为 例 , 可 以 写作 


?7 . $= 二 | “| 二 证 | 一 + 十 [- "| 
“TL 0 ”Li 0 * 一 1 


0 
| #L, | 6 2.3) 
(Ls + iL,) — LL 
故 也 可 以 写成 2X2 矩阵. 
总 之 ,在 混合 表象 中 ,Hamilton 算 符 是 一 个 2X2 矩阵 
~ Hi Hi 
二 = I | (16. 2. 4) 
于 是 ,Schr6dinger 方程 为 ' 
.DB gr FHn His 1 TY Cr 六 
污 仿 [5 =| a | [5 (16. 2.5) 
上 式 称 为 Pauli 方程 . 如 果 轨 道 运动 与 自 旋 运动 不 耦合 , 即 
声 = i Hs (16. 2. 6) 
波 函 数 分 离 为 
pr,t, sz) 一 CrytXCsz) 一 WP [| (16. 2.7) 
代 人 方程 (16. 2. 5) 得 到 
i 30 9XY 一 :万 5 
(x+y a) = Xiyg + yx (16. 2.8) 
两 边 除 以 y 并 且 左 乘 X' 得 到 
1 /., 9 A 六 .个 
可 (nS — Fy) =X (sx 一 计 2) (16. 2. 9) 
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其 中 已 利用 了 归 一 化 条 件 x' X=1, 上 式 成 立 的 条 件 是 两 边 等 于 同一 常数 ,根据 不 
含 自 旋 的 Schr6dinger 方程 ,显然 应 令 常 数 为 零 , 即 


:OP AF, :OX EF 
丢 Dt Higy; 这 = Hex (16. 2. 10) 


故 各 自 的 波 函 数 由 各 自 的 Schr6dinger 方程 决定 ， 
例 16. 2.1 电子 在 恒定 磁场 中 的 运动 . 
解 : 实验 表明 ,与 电子 自 旋 角 动量 相应 的 磁 矩 为 


M, = 一 一 pan (16. 2. 11) 


称 为 电子 的 内 里 磁 和 矩 ,是 电子 固有 的 性 质 ,与 电子 的 空间 运动 状态 无 关 . 由 式 
(8. 3. 47) ,内 豪 磁 矩 在 恒定 磁场 中 的 有 效 势 能 


U=—M..B= pa .B (16. 2. 12) 
注意 :由 式 (8. 3. 33) ,电子 的 轨道 运动 引起 的 磁 矩 为 
RM 一 一 总 | r Xoolr—r dr = 人 Xp 一 一 方 二 


故 |Mi|/IL|==e/(2m。) ,而 对 自 旋 磁 矩 |M. /1S| 一 e/me, 两 者 差 一 个 1/2 因子 ,由 
方程 (11. 4. 50) ,带电 粒子 (注意 :电子 电量 为 一 e) 的 Hamilton 


H=a- (P+eA) +U= Br (P+ eA)? 十 起 0， .B (16.2.13) 
相应 的 定 态 Schr6dinger 方程 为 


[ 芭 - (P+eA)? + ef) 
2me 


po By=Ey (16. 2. 14a) 


注意 ;(1) 量子 化 对 正则 动量 P 进行 ， 名 反 下 则 动量 换 成 动量 算 符 P=—iiyV; 
(2) 上 式 中 平方 项 的 定义 为 
(Pi+eA): =PeA eB.Ai+A.P) (16. 2. 14b) 
一 般 户 与 4. 不 对 易 
P.A—A.P=—iiV.A (16. 2. 14c) 
利用 电磁 波 的 横 波 条 件 VY。 4 二 0, 方 程 (16. 2. 14a) 可 以 写成 
[ 芭 +24， PteA)+Bo. Bp -Ey (6.2.14d) 


取 恒 定 磁场 为 z 方向 ,磁场 的 矢量 势 4 可 写成 4 一 一 Bye。.( 见 习题 8.9) ,代入 
式 (16. 2. 14a) 得 到 


[Be [CP,—eBy)* 二 多 十 如] + 臣 Bo. ~ Ey (16.2.15) 
注意 上 式 中 6 为 2X2 矩阵 , 故 应 该 为 2X1 的 矩阵 y 一 [办 ,内 本 
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内 1 0 
少 一 网 二 [ .上 |, |= 十 天 XX (16. 2. 16) 
代入 式 (16. 2. 15) 得 
(去 [CP, —eBy)’ + Ps+P:] + 起 By =Ey, (16.2.17) 
其 中 ,i==1,2. 因为 [ 户 ,, 廊 ]==[P,, 妥 ==0, 故 P. 和 也 。 为 守恒 量 , 即 Z 和 > 方向 的 
正则 动量 为 常量 , 令 上 式 的 解 为 
pax ys2) 一 $y)exp [去 (Px + Pz) | (16. 2. 18) 
代入 式 (16. 2. 17) 得 
到 [(P,—eBy)’ + PH(y) = (E— 8,.— 
其 中 6 二 土 1 为 6 的 本 征 值 . 上 式 整理 后 得 到 


P: 


2me 


)#C%) (16. 2. 19) 


2 di$(y) / 
-这 更 十 去 moon Cy—y)$y) = ESCy) (16.2.20) 
其 中 
_B Pp, 


_P pop ll 
wt 二 吐 ; E'=E Br (eh Bo + Ps) (16. 2. 21) 
显然 式 (16. 2. 20) 是 原点 在 % 的 谐振 子 方程 , 故 能 级 为 E 二 (xn 十 1/2)w。， 即 
1 ehiBo, + Pz 
E, = (十 去 )#oe 十 


2me 
注意 到 能 级 与 P, 无 关 而 波 函 数 $(y) 与 P。 有 关 , 给 定 n, 有 无 穷 多 个 波 函 数 相对 
应 ( 因 P. 可 连续 变化 ) , 故 能 级 是 无 穷 简 并 的 . 当 电子 在 xOy 平面 内 运动 且 忽 略 自 
旋 时 ,那么 


We 


(16. 2. 22) 


五 , = (2n DiwL (16. 2. 23) 
式 中 wi 二 w./2? 称 为 Larmor 频率 . 上 式 称 为 Landau 能 级 . 
例 16.2.2 ” 磁 共 振 ， 
解 : 设 磁场 有 两 部 分 组 成 ,= 方向 为 恒定 磁场 Bu,zOy 平面 内 为 交 变 磁场 ， 
其 振幅 为 Bi , 即 B= (Bcoswt, — Bisinwt, Bo). 设 粒 子 的 自 旋 为 1/2, 与 自 旋 角 动 
量 相应 的 内 豪 磁 矩 为 
M= 45s= We=Mo (16. 2. 24) 
m 2m 
式 中 m 和 g (不 一 定 是 电子 ) 分 别 为 粒子 质量 和 电荷 , Mo 一 qh/(2m). 由 式 
(8. 3. 47) ,内 店 磁 矩 在 外 磁场 中 的 有 效 势 能 为 
， U 一 一 M .了 一 一 Ma ， 男 (16. 2. 25) 
考虑 粒子 是 定 域 的 ,可 忽略 空间 运动 部 分 , 则 Hamilton 算 符 为 
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H=— Mo . B = 一 Mo (GB, 二 6,B, 十 6.B。) 


0 1 0 —i], . 1 01. 
= 一 Mk | -|Beosur 一 | | |asinuz+|- ja] 


即 
育 =_M | Bo op en | 
* LBiexp(— iwt) 一 B。 
现在 不 涉及 到 轨道 运动 , 自 旋 波 函数 满足 的 Shr6dinger 方程 为 
9 fa Bo . Biexp(iot7] Ta 
na]=a Mm oy B,J 
展开 后 得 到 
de = 2a + iyQexpCiwt)b 
dp (16. 2. 26) 
下 二 一 if26 十 iyDexp( 一 iot)a 
其 中 2 一 Mo Bo/ 直 和 7 一 Bi/Bo. 第 一 、 二 式 分 别 消 去 a 和 得 到 
dia_. da 
He iw 3 +L + DA wl =0 016 2 27 
gb , . 2. 27) 


2+iw E+E + Do -wl =0 
假定 初始 条 件 为 <(0? 一 1 和 bo) od 自 旋 向 上 的 态 ) ,那么 上 式 的 解 为 


a(t) = (cosQ1t +iQ singit)exp (i G7) 
(16. 2. 28) 
b(t)=1 让 sinQitexp (i 多 :) 
其 中 
0， = \/(o 一 号 ) 十 y202 (16. 2. 29) 
显然 la | 十 |65(1) 1 二 1. 在 t 时 刻 , 自 旋 向 下 的 概率 为 
1 5CD | 一 (0) sim Qt (16. 2. 30) 


当 周 期 场 的 频率 满足 共振 条 件 , 即 w 一 20 时 , 自 旋 向 下 的 概率 达到 极 大 . 目前 , 磁 
共振 已 有 大 量 应 用 . 


16. 3 电子 自 旋 与 轨道 角 动 量 的 耦合 


电子 既 有 轨道 角 动量 又 有 自 旋 角 动 量 , 自然 要 想到 角 动 量 合成 问题 . 原子 光谱 
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实验 也 表明 ,只 有 考虑 了 电子 轨道 角 动 量 与 自 旋 角 动量 的 耦合 作用 ,才能 解释 实验 
结果 . 电子 轨道 角 动 量 L? 和 方向 的 投影 工 . 是 量子 化 的 
天 一 1G 十 1 起 (一 0 1 2，) 


LL 二 TK (mm 二 0, 土 l,…, 土 人 ) 16. 3.1) 
而 电子 自 旋 角 动量 为 
S2: 一 3 证 /4 9S。 一 士 天 /2 (16. 3. 2) 
它们 如 何 相 加 呢 ? 设 相 加 后 的 合 角 动量 矢量 为 
J=L+S (16. 3. 3) 
显然 对 了 也 存在 对 易 关 系 


[ 训 , 轴 一 放 [和 一 运 [一 过 六 (16. 3. 4) 
事实 上 ,因为 上 和 $$ 属于 不 同 的 自由 度 , 故 
[LL ,Sg] =0 (ap = x,y,z) 
于 是 
[上 ,和 = [+S), ,+S,)] = [L,,L,]+[S,,$,] 
二 法 (LL, 十 S$S.) 二 计 六 
与 方程 (14. 1. 25) 的 证 明 过 程 相同 ,同样 有 


[j?,j]=0 (a= zx,y,2) (16. 3. 5) 
其 中 | 
产 一 产 十 年 十 叶 . 和 (16. 3. 6) 


因为 在 算 符 $. 的 表象 中 ,$ 为 矩阵 ,故我 们 把 上 式 写 成 矩阵 的 形式 


。 [Eh 0 3 "] > [" !] 
2 142 
J -| po 0 1 TAL 1 0 


十 二 ， | + [, | . (16. 3.7) 
即 
- A a | C16. 3. 8) 
KL 十 3#/4 一 大 L。 
其 中 荆 4 一 六 士 记 ,. 故 斌 的 本 征 方程 为 
所 二 号 十 红 ， kL 


[2 0,9)] 加 [2 9,9) | 
天 fz 十 驴 这 Wd (9,9) p> (9, 9) 
4 z 


(16. 3. 9) 
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和 为 本 征 值 . 上 式 展 开 后 得 到 
(¥ 十 地 站 + jy 十 十- J 一 炉 2407 
_ 、 3 _ (16. 3. 10) 
Ey yD 十 (¥ 十 半生 一 红 -)92 一 味 2W2 
因为 球 谐 函 数 Yo (9,p) 是 闫 和 工 , 的 共同 本 征 函数 ,利用 关系 (证 明 略 ) 
LYm = VOUTFmT DFm) Ym (16.3.11) 


显然 过- 对 Yi 的 作用 使 Ym 的 量子 数 m 上 升 1( 或 下 降 1) , 故 称 世 : 为 上 升 或 下 降 
算 符 . 取 

VD 一 ayYm(9D)5 内 一 590p) (16. 3. 12) 
代入 方程 (16. 3. 10) 得 到 


[+tD+E tm + VU mtnmtl =0 (16.3.13a) 
VUTmFI OT mat [x+D 十 二 — (m+1) -ab =0 (16.3.13b) 


上 式 是 关于 a 和 的 齐 次 方程 组 ,存在 非 零 解 的 条 件 为 
LtDT3tm-A VOU-mUtmtD 


= 0(16. 3. 14) 


VUTmi Um 1 十 DD 十 六 一 (m 十 1D 一 4 
容易 求 得 本 征 值 为 
一 (十 坪 ) (十 三) 一 (2 一 去 ) (+ 去 ) (16. 3. 15) 


或 表示 成 

一 10 二 1) GO 一/ 士 1/2) (16. 3. 16) 
因此 总 角 动 量 平方 的 取 值 只 有 两 个 . 把 7 一 上 十 1/2 和 7 一 ! 一 1/2 分 别 代 入 方程 
(16. 3. 13a) 和 (16. 3. 13b) 得 


tm+1 (i 一 /+ 地) (16. 3. 17a) 


a _ /一 了 ,1 
= /产生 全 (i=! 2 ) (16. 3. 17b) 


故 相 应 的 本 征 函 数 为 
对 7 一 /十 1/2， 
1 | 16. 3 18 
内 下 | ( . . ) 


~V i—m Yiont) (9, 9) 
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对 j= 二 /一 1/2: 


二 


3 二 | — VI—mYm (9,9) | 
(16. 3. 19) 


V2 VE 十 加 十 TY (9 9 9) 


男 一 方面 ， OTDR ME 的 本 征 函 数 ! 再 看 总 角 动 
量 的 * 分 量 的 算 符 


了 一 二. 十 3。 . (16. 3. 20) 
相应 的 矩阵 形式 为 
L, 十 吉 0 
二 ~ (16. 3. 21) 
0 雹 -一 六 
显然 
jp = Gm /Dg = mhyi,s (16. 3. 22) 
故 亲 .i? 和 上 有 共同 的 本 征 函数 内 和 几 . 概括 起 来 : 挛 、. 严 和 上 有 共同 本 征 函 数 
pum, ， 对 应 的 本 征 值 为 


二 jG 十 DD 起，L 二 lL 十 DD 二 ， J 二 mjh, (16. 3. 23) 
再 看 m 的 取 值 范围 . 
对 7 一 /十 1/2: 由 式 (16.3.18) 知 mm 的 最 大 值 只 能 取 rmx 一 4 而 最 小 值 为 
mao 一 一 (十 1). 相应 地 ,zz 的 取 值 范 围 为 


"= 
(16. 3. 24) 
共有 (2j 十 1) 个 可 能 取 值 . 波 函 数 为 


/ 1 
pi = DEFY 09,9 [0 | + Yn ,0 [1 


1 VI + my Yicm, -un (9,9) 
V3 Wa 

对 j 二 /一 1/2: 如 果 m 的 最 大 值 取 mwox 二 1, 式 (16. 3. 19) 第 一 行为 零 , 而 第 二 
行 也 为 零 ( 因 为 球 谐 函数 中 mr 汪 四. 故 最 大 值 只 能 取 mw 二 1 一 1, 同 理 最 小 值 只 能 
取 mu 一 一 上. 相应 地 ,mj 的 取 值 范围 为 
>, 
也 有 (27 十 1) 个 可 能 取 值 , 波 函数 为 


(16. 3. 25) 


由 一 4 一 1 十 二 /十 机 一 加 一 1 一 (16.3.26) 
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=— /ti—m 7 十 十 
Yim, 21 二 1 Yn 9,9) | 。 | VS。 @,p | | 


本 1 | VJ — m1Ykm -ys (90,9) 
V2 tH2 | Vitmt 1 Yi +12 (0, 9) 


例 16.3.1 和 氢 原 子 能 级 的 精细 结构 , 
解 : 考虑 电子 自 旋 角 动量 与 轨道 角 动 量 耦 合 后 , Hamilton 算 符 为 


太一 去 - V+UOD 4DE .$=+ 良 


(16. 3. 27) 


(16. 3. 28) 
-at 

其 中 &(7) 为 相对 论 效应 ,可 以 把 训 当 从 外 要 来 计算 它 对 复原 于 能 级 的 影响 问题 
是 如 何 选 择 未 微 扰 Hamilton 算 符 廊 ,。 的 本 征 函 数 呢 ? 如 果 仅 考虑 电子 自 旋 而 忽 
略 自 旋 角 动量 与 轨道 角 动 量 的 耦合 ,那么 电子 的 波 天 数 显然 为 

Wmm, (39,9»5:) 一 Ru Cr) Yin (0,9) Xr (S:) (16. 3. 29) 
由 于 微 扰 前 氢 原 子 能 级 仅 与 量子 数 n 有 关 而 与 1、m 和 m, 无关, 故 是 一 个 简 并 微 
扰 问 题 . 微 扰 矩阵 元 为 

H rmim simm, 一 | 一 Li Umm’|E.§| limm.) 


= 于 也 (Zong Pb —$ | lmm,) (16. 3. 30) 

式 中 
I = | Ra (7) |28Cr)r2dr 

显然 由 于 Wwwmm 不 是 到 的 本 征 函 数 , 昌 twmi,inm, 的 计算 比较 困难 且 也 不 是 对 角 化 
的 . 事实 上 ,在 微 扰 前 ,五 。 LL, 和 S, 均 对 易 ,n、l.m、ms 都 是 好 量子 数 . 但 微 
扰 后 ,应 含有 节 .SS 项 ,而 让. SF.S. 十 ES 十 志 .5,, 故 理 不 再 与 二 和 5.。 对 易 ， 
m 和 m, 不 再 是 好 量子 数 . 但 2 .8 一 产 一 产 一 童 , 而 显然 将 、 产 和 了 了 均 与 五 对 易 
C$? 是 单位 算 符 ,与 任何 算 符 对 易 ). 故 考虑 微 扰 后 好 量子 数 为 4,1,j 和 mj;. 因此 选 
择 自 ,、j .fz 和 上 的 共同 本 征 函 数 作为 微 扰 展 开 的 基 范 数 ,那么 微 扰 矩阵 元 就 很 
容易 计算 而 且 是 对 角 化 的 . 因 方 程 (16. 3. 29) 是 所 和 并 的 本 征 函 数 ,而 廊 。 和 E: 
的 本 征 值 与 mm 无关 ,由 不 同 m 线性 组 成 的 函数 也 一 定 是 坟 ,。 和 的 本 征 函 数 . 故 


由 方程 (16. 3. 29) 来 组 成 六 和 地 的 本 征 函 数 是 恰当 的 . 由 方程 (16. 3.25) 和 
(16. 3. 27) ,显然 取 
Wim, (r,0, OP) 一 R,, 《om (9,9) (16., 3, 31) 
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选择 到 mm 作为 微 扰 展开 的 基 函 数 后 ,和 久 期 方程 为 对 角 化 方程 
LHRHOmwi 一 ED8n6m6wm JCim, = 0 (16. 3. 32) 
bm; 


其 中 
Hm gm, 一 | Dim Wrim dr 一 Ta | L.$§ | ym;) 


一 言 也 (0 庆 一 大 一 音 | 0) 
Ef _3 
一 外 | jG+D 7C 十 站 了 | (16. 3. 33) 
故 得 到 能 量 的 一 级 修正 值 为 
2 
E® 一 Howm =— I [iG+D —lU+D - 立 | (16. 3. 34) 


可 见 微 扰 后 能 量 不 仅 与 mn 有 关 , 而 且 与 量子 数 1 和; 也 有 关 , 但 仍然 与 ww 无 关 , 简 
并 没有 完全 消除 . 对 给 定 的 n 和 4,j 可 以 取 7 一 / 士 1/2 两 个 值 , 故 能 级 分 成 差别 不 
大 的 两 条 . 相应 的 零 级 波 函 数 为 

对 7 一 /十 17/2 


Rn (7) 
Yum, = [i + my Yo X+ + VF ms; mw x 


对 7 二 /一 1/2 
R 


nm (7) : - 
Win, 一 和 [一 Vj 一 91 十 1 了 xm 一 2) 对 十 Vi 十 mj 十 1 Y im -+1/2) pa 


16.4 电子 自 旋 与 自 旋 的 耦合 


如 果 原 子 存在 两 个 电子 ,用 下 标 1.2 表示 电子 1 和 电子 2 相应 的 量 . 那么 角 动 
量 的 耦合 可 有 多 种 ,如 瑟 -Ls 耦合 、 几 -Js 看 合 .S,-S， 耦合 .了 工 , 耦合 等 等 , 是 否 
需要 考虑 某 种 耦合 ,由 它们 相互 作用 的 强度 决定 . 下 面 讨论 两 个 电子 的 自 旋 角 动量 
耦合 , 即 $1-5; 耦合 . 两 个 电子 的 总 角 动 量 算 符 为 
S 一 十 SS: (16. 4. 1) 
我 们 来 求 刍 和 5, 的 共同 本 征 函 数 . 设 Si 和 S:. 的 本 征 函 数 分 别 为 


1 0 1 0 
Xi+ 一 [|， XI- 一 [| X2+ 一 [ .|， X2- 一 [| (16. 4. 2) 


由 + 和 Xz+ 可 组 成 四 个 线性 独立 的 函数 

Xi = Xr Xer; Xe = Xi Xs Xs = Xi Xr; Xs = Xi Xe (16. 4. 3) 
它们 代表 了 两 个 电子 的 一 切 可 能 的 自 旋 态 ,所 以 构成 完备 的 函数 集 . 注意 :因为 St 
和 Ss. 是 独立 的 自 由 度 ,Si, 作 用 在 X,(i 二 1~4) 上 时 ,只 对 Xi4 作 用 ; 同 理 ,Ss. 作 用 在 
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Xi:(i 一 1~4) 上 时 ,只 对 X24 作用 ,等 等 . 令 $7 的 本 征 函 数 为 Xx, 相 应 的 本 征 值 为 A 
X= 二 Dex (16. 4. 4) 
由 本 征 方程 8 X 一 AX 得 到 
S$ X= (6 + 6 +2S1S2 21,52, + 2S1s82.) X 
= DHX+ 2 + SS2, + SeS2.) X 


， 
一 意 训 X 十 22 Ci(SiSs + Sd | Sd) XK (16.4.5) 
注意 到 


~、 0 1 1 0 
Siz X1 = (Si Xi1t) Xs = 起 |， | 四 X2+ 一 去 [| X2+ 一 直 Xi— Xz+ 一 二 Xs 


等 关系 ,本 征 方程 $x 一 AX 简 化 成 
[2Ci Xi 二 (GTC) Xs CC+TC) Xs+3C X=AX (16.4.6) 
上 式 分 别 左 乘 允 (i 二 1,2,3,4) 得 到 
(2f? — A)GC! =0 
(下 一 A)C: 十 起 Cs 一 0 
起 C2 十 (起 一 A)Cs 一 0 
(2 让 一 A)C4 一 0 
齐 次 方程 存在 非 零 解 的 条 件 为 系数 行列 式 等 于 零 , 于 是 
(2 让 一 A)3A 一 0 (16. 4. 8) 
故 得 到 三 重 根 A=2 夏 和 单 重 根 A 二 0. 下 面 求 相应 的 本 征 函 数 ， 
单 重 根 :由 方程 (16. 4.7) ,Ci 一 C4 一 0,C: 十 Cs 一 0, 故 
X= CXs — Xs) 一 CC Xs — Xi Xzat) (16. 4. 9a) 
Cs 由 归 一 化 条 件 Xx X 二 1 决定 
| Cs |?Cx2 Xi 一 Xt Xi) Xt Xs —Xi Xs)=2|C|:=1 
(16. 4. 9b) 
取 Cs 二 1/V2. 如 果 电 子 1 与 2 对 调 后 , 波 函 数 反 号 , 故 式 (16. 4. 9) 的 波 函 数 是 反对 
称 的 ,用 下 标 A 表示 


(16. 4.7) 


XA 一 万 Xs — Xi Xzt) (16. 4. 10) 
显然 
S.XaA = 霹 GSr + Sd) Xt Xs — XN Xt) =0 (16. 4. 11) 
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故 Xs 也 是 $, 的 本 征 函数 ,相应 的 本 征 值 为 零 . 
三 重 根 ; 由 方程 (16. 4.7) ,Cs 二 C; ,Cl 和 CG 任意 , 即 
X= Ci Xt Xat tT Co Xis Xo TT Xi Xat) + Ca Xi Xa (16. 4. 12) 
如 果 要 求 X 是 5. 的 本 征 函数 ,CCs 和 C 中 只 能 同时 有 一 个 不 为 零 , 这 个 不 为 零 
的 常数 由 归 一 化 条 件 决定 . 最 后 得 到 


(1) 


Xs = Xir Xz+ 
(2) 1 
一 一 ( -十 XX Xz+) .4. 
Xs 万 Xi+ Xz X1— Xz (16. 4. 13) 
Xs = Xi Xe 


式 中 下 标 S 表 示 对 称 波 函数 , 即 如 果 电 子 1 与 2 对 调 后 , 波 函 数 同 号 . Xs ,Xs ”和 
Xs 分别 对 应 于 8. 的 本 征 值 为 大 ,0 和 一 大 . 
故 两 个 电子 的 总 自 旋 和 xz 方向 投影 可 写成 标准 的 形式 : 

S2 = s(s 十 1)， S, 二 msfh (16. 4. 14) 
s 二 0;ms 一 0( 单 态 );s 二 1:ms 二 1,0, 一 1( 三 重 态 ). 两 个 电子 自 旋 组 合 的 这 四 种 状 
态 可 形象 地 用 矢量 图 表示 ,如 图 16. 4. 1. 在 态 Xs ”和 xs 中 两 个 电子 的 自 旋 平行 
(都 向 上 和 都 向 下 ) ;在 态 x 和 XA 中 两 个 电子 的 自 旋 反 平行 ,但 在 态 xs ”中 合成 
的 总 自 旋 角 动量 不 为 零 


(a) < 一 -> SN7 bi 
(b) La 
一 ~ 一 > 


图 16.4.1 两 个 电子 自 旋 相 加 的 矢量 模型 
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. 例 16.4.1 由 两 个 自 旋 为 1/2 的 体系 ,粒子 1 处 于 Si 一 /2 的 本 征 态 ,粒子 
2 处 于 S;, 二 /2 的 本 征 态 . 求 体系 总 自 旋 S? 的 可 能 测量 值 及 相应 的 概率 . 
解 : 在 Pauli 表象 中 ,Si 二 土 #/2 的 单 粒子 自 旋 本 征 态 为 


1 

ww e419 

而 由 式 (16. 1. 31) ,Sz 二 /2 的 本 征 态 为 
_1 1 _1 1 0 _1 
+ 一 万 加 万 (ol 十 四 用 一 万 十 Xs-) (16. 4.16) 

故 体系 的 自 旋 态 为 

$1,2) = Xiréot 一 廊 
另 一 方面 ,总 自 旋 S: 有 两 个 本 征 值 S: 二 0 和 2. S:=0 的 本 征 态 由 式 (16. 4. 10) 给 
出 , 即 


Xi (X24 Xo) (16. 4.17) 


1 、 
= Ly, YY xX,) (16. 4. 18) 
Xoo 部 X1+ Xz Xi X2+ 


因此 在 自 旋 态 %1,2) 中 测 得 S? 一 0 的 概率 为 | (xoo 1y(1,2)) | ,而 
Oo | 152)) 二 《Xoo | 人) 一 去 (和 允 一 和 窜 ) Geat 十 胃 -) 
利用 正 交 性 
XX =l; XX =0; KX =l; Nix =0 (6.4.19) 


故 (Xw yl1,2)) 二 1/2. 因此 测 得 S 一 0 的 概率 为 1/4, 从 而 测 得 S: 二 2 的 概率 为 
3/4. | 


习 题 16 


16.1 求 6. 表象 到 5, 表象 的 变换 矩阵 . (提示 :6, 在 6 表象 和 自身 表象 中 的 
本 征 矢 量 分 别 为 


ss- 亢 C] s 吉 [中 ~ 让 
变换 矩阵 元 为 Se 一 (各 | 外 一 号 Se(ay6 一 1,2)) 


1[1i 1 
等 :S= 汪 | 
答案 Ll1 -1 


16.2 在 S. 的 本 征 态 Xis, 求 (AS.) 和 (AS,)”. 
答案 :AS,)?= 二 (AS,)? 二 所 /4. . 


|=s'=s-. 
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16. 3 ”给 定 (3,9) 方 向 的 单位 矢量 
n= (nnysns) = (sindcosg, sindsing, cos9) 


求 在 o. 表象 中 co 一 cz 的 本 征 函 数 和 本 征 值 . 
答案 :jz 一 十 bi 一 | cos exp( 一 于 ) ,sin2exp(i2) | ; 


pj =| sin Sexp(—i 2) ， 一 COS Dexp (i 2)|. 


16.4 (1) 电子 处 于 自 旋 态 Xi , 求 m 的 可 能 值 和 相应 的 概率 ; (2) 电子 处 于 
os 二 1 的 自 旋 态 , 求 o;.o, 和 的 可 能 值 以 及 相应 的 概率 ,并 且 求 e 的 平均 值 . 
答案 :(1) 6, 的 可 能 值 :o, == 土 1 
Pi= (+n)/2, P_= (1—n,)/2; 

(2) (@)=—n. 

16. 5 求 电子 处 于 态 Yo (5,9)Xis 时 ,J? 的 可 能 值 和 相应 的 概率 . (提示 :把 
YC9,9)Xins 用 J 的 本 征 函 数 展开 ,展开 系数 即 为 所 求 的 概率 ) 

答案 : 的 本 征 值 为 jj 十 D) ,一 十 于 ,P: = 万 ,PP = 二 

16.6 “一 个 处 于 中 心力 场 的 粒子 具有 轨道 角 动量 工 一 2 和 自 旋 角 动量 S 一 寺 
自 旋 -轨道 相互 作用 为 昌 二 AL .SCA 为 常数 ). 求 相关 的 能 级 和 简 并 度 . (提示 : 
L*S=(f:—1L—S)/2) 

答案 :EE 二 2A 丰 一 A 大 一 3Af? ,相应 的 简 并 度 为 7、5、3. 

16. 7 假定 电子 处 于 量子 态 


1 。 。 
gexp(ip) 十 cosy 
-二 [singexp(ip) 十 cosd ] 


求 ;(1) 工 。 的 可 能 值 和 相应 的 概率 ;(2) 工 : 的 平均 值 . 

答案 :(1) 志和 0, 相 应 的 概率 为 2/3 和 1/3; (2) 工 -一 中 /3. 

16.8 一 个 算 符 上 描述 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 间 相互 作用 

了 一 aa 十 pal。，oz 

证 明 f.J? 和 J 可 同时 测量 . 其 中 J 二 C01 十 62)/2. 《提示 :证 明 它 们 相互 对 易 ) 

16.9 自 旋 为 1/2 的 粒子 , 求 :(1) T 一 AS; 十 BS, 的 本 征 值 和 归 一 化 波 函 数 ; 
(2) 粒子 处 于 耳 的 本 征 态 , 求 发 现 S, 二 /2 的 概率 . (提示 : 求 T? 决定 工 的 本 征 
值 ; 利 用 在 S。 表 委 1 S, 一 天 /2 的 本 征 函 数 ) 


答案 :Ti 二 土 性 Sh VATTE:. 


16. 10 两 个 电子 组 成 的 体系 Hamilton 量 为 :H 二 A(Si, 十 $2.) 十 BS1， S; ,其 
中 A 和 B 为 常数 . 求 该 体系 的 能 级 . 
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答案 :三 重 态 ;E, 一 Ah+ 征 B,E, 一 生 B,E, 一 一 A 二 二 BB; 

单 态 :EE, 一 一 路 -B， 

16.11 具有 自 旋 为 1/2 的 粒子 , 放 于 沿 z 轴 的 一 常 磁场 中 . 在 :一 0 时 ,发 现 
粒子 具有 S- 一 1/2. 求 >0 时 刻 发 现 粒 子 具有 S, 二 土 1/2 的 概率 . (提示: Hamil- 
ton 为 H= 一 joS，。B= 一 yw Bo,/2) 


答案 :Pi 一 二 Qsinot) ,oo 一 后 
16. 12 三 个 自 旋 为 /2 的 非 全 同 粒子 组 成 的 体系 ,体系 的 Hamilton 量 为 
丧 = bE, [S$: .人 十 人 人 十 人 。 人: ] 
EE, 为 实数 ,确定 体系 的 能 级 和 简 并 度 . (提示 ; 令 S$ 一 $, 十 S$。 
和 一 人 上 99 一 人 十 3 

$, 与 $, 相 加 

1. 单 态 一 0, 再 与 名 ,S: 一 5(Cs 十 1) 直 ,5s 一 1/23; 

2. 三 重 态 一 1, 再 与 9 ,S: 一 5( 十 1) 直 ,5 一 1 十 1/2 一 3/2 和 一 1 一 1/2 一 
1/2. 而 能 级 只 与 有关) 

答案 :S 一 (Cs 十 1) 环 ,一 0,1;S2 一 SC 十 1) 直 5 一 1/2,3/2 


_ 9 1] 

E.=3E [sCs+1) 4 | 

Es 一半 EE,,s 一 儿 ,s 一 1, 简 并 度 (25 十 1) 一 4 

Eo 3p 1, 加 
= Eo,s— Ds 一 1],0, 简 并 度 (2s 十 1) 十 2==4. 


16.13 ”对 自 旋 为 1 的 粒子 ,证 明 在 S$, 表象 中 ,S.、S, 和 S. 为 


! 1 1 | 一 1 0 | 
< 3 & 天 | . . 

SG 一 二 |10 1 9 一 一 |i 0 一 让 S.=|0 0 0 
V2 0 1 0 V2 0 1 0 0 0 一 1 


(提示 :S, 为 对 角 和 矩阵 ) 
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具有 完全 相同 的 内 训 性 质 (如 静止 质量 .电荷 、 自 旋 、 磁 矩 等 ) 的 微观 粒子 称 为 
全 同 粒子 . 例如 ,所 有 的 电子 是 全 同 粒子 ,所 有 的 质子 是 全 同 粒子 ,所 有 的 中 子 是 全 
同 粒 子 , 等 等 . 粒子 的 全 同性 是 微观 粒子 运动 的 波 函 数 描述 的 必然 结果 . 在 经 典 力 
学 中 ,只 要 在 初始 时 刻 给 每 个 电子 编 上 号 ,给 定 了 初始 条 件 后 ,每 个 电子 有 确定 的 
运动 轨道 . 原则 上 ,可 以 根据 每 个 电子 的 运动 轨道 ,分 辨 出 每 个 电子 . 但 在 量子 力学 
中 ,电子 的 运动 用 波 函 数 描写 ,在 波 函 数 的 交 得 区 域 ,无 法 区 分 哪个 是 第 一 个 电子 ， 
哪个 是 第 二 个 电子 . 因此 ,全 同 粒 子 在 量子 力学 中 是 不 可 区 分 的 ,这 称 为 全 同性 
原理 . 


17.1 全 同 粒子 系统 的 交换 对 称 性 和 Pauli 不 相 容 原理 


全 同 粒子 体系 的 基本 特征 是 :任何 可 观察 量 ,特别 是 Hamilton 量 , 对 于 任何 
两 个 粒子 交换 是 不 变 的 , 称 为 交换 对 称 性 . 例如 He 原子 中 两 个 电子 组 成 的 体系 ， 
Hamilton 算 符 为 
和 无 2 2 f? 2 2e2 2e2 2 
H om i am V7 4reo |ri| 4reo|m| drxeo |rn—r| 


当 两 个 电子 交换 位 置 :ri rz ,显然 Hamilton 算 符 下 不 变 . 当 人 们 在 某 处 测 得 一 
个 电子 时 , 由 于 两 个 电子 的 内 襄 性 质 完全 相同 ,因此 不 能 判断 它 究竟 是 两 个 电子 中 
的 哪 一 个 . 两 个 电子 交换 位 置 ,量子 态 应 该 不 变 , 故 要 求 波 函数 对 于 电子 交换 具有 
一 定 的 对 称 性 . 
现在 考虑 N 个 全 同 粒子 组 成 的 体系 ,其 量子 态 用 波 函 数 描述 
j= pq ,gis de dN) (17.1.1) 
其 中 gq;(i 二 1,2,…, 和 NN) 表示 每 个 粒子 的 全 部 坐标 (包括 空间 坐标 和 自 旋 ). 定义 交 
换算 符 户 ; ,其 作用 是 ;交换 波 函 数 中 第 i 个 粒子 与 第 & 个 粒子 的 全 部 坐标 , 即 
Piylqgi 9 is" da"" ,qN) 一 Wai 9 ,qdN) (17. 1. 2) 
由 全 同性 原理 , 波 函 数 y 与 户 ay 应 该 描写 同一 个 量子 态 , 故 y 与 Pay 至 多 差 一 个 
常数 因子 C, 即 Piy= Cy, 再 作用 一 次 得 : Py 一 CPay 二 Cy 而 局 一 71, 故 C 二 1， 
即 C= 土 1. 因此 全 同 粒子 的 波 函 数 必须 满足 下 列 关 系 之 一 
Piy =+y; Pay 一 一 消 (17.1. 3) 
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式 中 i 尖 RG 一 1, 2 和 .满足 第 一 式 的 波 函数 称 为 对 称 波 函数 ;满足 第 二 式 的 
波 函 数 称 为 反对 称 波 函数 . 所 以 ,全 同 粒子 系统 的 交换 对 称 性 要 求 波 函 数 是 对 称 或 
反对 称 的 . 

实验 表明 ,对 于 每 一 类 粒子 ,它们 的 多 粒子 波 函 数 的 交换 对 称 性 是 完全 确定 
的 ,而 且 与 粒子 的 自 旋 有 确定 的 关系 . 凡 自 旋 为 无 的 整数 倍 (* 王 0,1,2,…) 的 粒子 ， 
波 函 数 对 于 两 个 粒子 交换 总 是 对 称 的 ,如 光子 (*=1), 在 统计 方法 上 ,它们 遵循 
Bose 统计 , 故 称 为 Bose 子 ; 凡 自 旋 为 声 的 半 奇 数 倍 (* 一 1/2,3/2,，……) 的 粒子 , 波 函 
数 对 于 两 个 粒子 交换 总 是 反对 称 的 ,如 电子 (* 一 1/2). 在 统计 方法 上 ,它们 遵循 
Fermi 统计 ，, 故 称 为 Fermi 子 . 

实验 还 表明 ,对 于 “复合 "粒子, 如果 组 成 “复合 ”粒子 的 “基本 粒子 ”全 是 Bose 
子 , 则 “复合 ”粒子 也 是 Bose 子 ;如 果 由 奇数 个 Fermi 子 复 合 而 成 , 则 “复合 ”粒子 是 
Fermi 子 ;如 果 由 偶数 个 Fermi 子 复 合 而 成 , 则 “复合 ”粒子 是 Bose 子 , 如 a 粒子 
(He 核 ) ,由 2 个 质子 和 2 个 中 子 组 成 , 故 a 粒子 是 Bose 子 . 

下 面 讨 论 在 忽略 粒子 相互 作用 的 情况 下 ,如 何 构 造 交 换 对 称 性 的 波 函 数 . 如 果 
存在 相互 作用 ,全 同 粒子 系统 的 量子 态 可 以 用 它们 作为 基 矢 量 来 展开 . 首先 讨论 两 
个 全 同 粒子 组 成 的 体系 . 

两 个 忽略 相互 作用 的 全 同 粒子 体系 的 Hamilton 算 符 为 


FHF = FH,(g) + Ho (gq) (17. 1. 4) 


所, (9) 表 示 单 粒子 的 Hamilton 算 符 . 注意 :上 式 中 两 个 粒子 的 Hamilton 算 符 是 完 
全 一 样 的 ,为 了 表示 有 两 个 粒子 存在 ,只 能 采用 g 和 qs 两 个 坐标 . 单 粒子 的 本 征 
方程 为 
Hf) =eg (0) (a= 1,2,") (17. 1. 5) 
设 两 个 粒子 中 有 一 个 处 于 y 态 , 另 一 个 处 于 y 态 , 则 波 函 数 为 yq1)y, (gz) 或 者 
如 (qs) 加 (q1) ,它们 对 应 的 能 量 都 为 十 es (这 种 简 并 称 为 交换 简 并 )， 但 这 两 个 波 
函数 不 一 定 具 有 对 称 或 反对 称 性 质 . 
对 于 Bose 子 ,要 求 波 函 数 是 对 称 的 , 故 分 两 种 情况 
1. au 一 c, 两 个 单 粒子 态 相 同 , 于 是 对 称 的 波 函 数 就 是 
师 (gg ) = fq1) p,q2) (17. 1. 6) 
2. a 了 0;, 两 个 单 粒子 态 不 同 ,由 yj, (qi)y, (qs) 和 (qz)y,(g1) 可 以 构成 对 称 的 
波 函 数 
此 Cao) 一 亏 [CD C9) 十 由 Cg@) 几 Cg 


一 -上 


Blt Ph (17. 1.7) 
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显然 虎 (gq,q2) 对 应 的 能 量 也 为 6 十 6,. 
对 于 Fermi 子 , 要 求 波 函数 是 反对 称 的 ,由 yj (qi)y, (qz) 和 yy (qz)y (qi) 可 以 
构成 反对 称 波 函数 


内 (oo) 一 声 [Cg (gs) — (gi)Y,(q1)] 


1 


a 


凤 (qi) 9 《dz ) 
bn) bg) 


二 1 


万 — Pl) (q1)y, (gq2) 


(17. 1. 8) 
由 上 式 可 看 出 :车 a 二 0o, 则 YA (qi ,gz) 二 0, 故 两 个 Fermi 子 不 可 能 占据 同一 个 单 粒 
子 态 , 这 一 结论 称 为 Pauli 不 相 容 原理 . 
为 了 简单 ,我 们 首先 分 析 两 个 无 相互 作用 的 自由 粒子 ,如 果 要 求 波 函 数 的 交换 
对 称 性 ,对 它们 产生 的 影响 . 设 两 个 粒子 都 有 确定 的 动量 ,分 别 为 p, 和 p,, 分 三 种 
情况 讨论 . 
1. 不 要 求 波 函 数 具 有 交换 对 称 性 :系统 的 波 函 数 为 


yrsrs) = cisexp [Cp rtp,* r) | (17.1.9) 

两 个 粒子 的 相对 坐标 和 质心 坐标 为 
r=n—rn; R= 去 (n+r) (17. 1. 10) 

而 两 个 粒子 的 相对 动量 和 总 动量 为 
p—5(p,—p); Kp.+p, (17.1.11) 


上 二 式 代入 式 (17. 1. 9) 可 得 到 
fr,R) = aiexp [KRtpn | 


三 -em (3 .Rjg。Cr) (17.1.12) 
其 中 相对 运动 部 分 的 波 函 数 为 
1 
(Cr) 一 [exp (sp*7) (17.1.13) 
因此 ,在 距离 一 个 粒子 半径 为 +>r 十 dr 的 球 壳 层 内 ,找到 另 一 个 粒子 的 概率 为 
or) =| | $7) 1272drdo = rr = Pr)4rr2dr (17.1.14) 


显然 PC7) 二 1/(2n); 为 常数 . 
2. 要 求 波 函 数 对 交换 反对 称 :系统 的 波 函 数 为 


pr,R)= (1— Piz)exp [Cp ‘n+p,. m2) | 


1 
V2 (2z)3 
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= sop (证 ,Rs 人 (2 


CR exp (sk “R)$S Cr) (17. 1. 15) 
其 中 相对 运动 部 分 的 波 函数 为 
和 (7) = sin (二 7) (17. 1. 16) 


于 是 在 距离 一 个 粒子 半径 为 r>r 十 dr 的 球 壳 层 内 ,找到 另 一 个 粒子 的 概率 为 
AD 一 | 1 崔 (D jzardg 


2 | . 2 {Prcoso\ . 
CA" ,Sin ( jsingd9 


1 一 sp ] 
Cr) | 2pr/h J 
= P(r)4rxridr (17. 1. 17) 
故 
Aas、 _1 | sp | 
PA = gai (1 ph (17. 1. 18) 
3. 要 求 波 函数 对 交换 对 称 :类似 可 得 到 
s/s _l 1 sp | 
PO = cas [lt oh (17. 1. 19) 


从 PC(7)、P*(7) 和 Ps(r) 可 看 出 (如 图 17.1,1); 对 Fermi 子 ,两 个 粒子 靠近 的 概率 
变 小 ,好 像 粒 子 之 间 存 在 排斥 作用 一 样 ;而 Bose 子 则 相反 ,好 像 粒 子 之 间 存 在 吸引 
作用 一 样 , 注意: 我们 并 没有 考虑 两 个 粒子 之 间 的 相互 作用 ,这 种 “排斥 ”或 者 “ 吸 
引 ” 作 用 纯粹 是 由 于 波 函 数 的 对 称 性 引起 的 . 


2 


0 


图 17. 1.1 两 个 无 相互 作用 自由 粒子 的 距离 分 布 概率 
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上 述 结果 可 以 推广 到 N 个 全 同 粒 子 组 成 的 系统 . 若 粒 子 之 间 的 相互 作用 可 以 
忽略 , 则 系统 的 Hamilton 算 符 为 


-3 ~ ~ N 人 
让 = (gD)+… 二 了 gq) 一 > Hg) 47.1.20) 
1 一 1 
单 粒 子 的 本 征 方 程 为 


Ho (Ylg) = ey (gq) Ca 一 12) (17. 1. 21) 

1. N 个 Fermi 子 组 成 的 系统 

设 第 1 个 粒子 处 于 yg 态 , 第 2 个 粒子 处 于 y, 态 ,…, 第 NN 个 粒子 处 于 y. 态 ， 
系统 的 波 函 数 和 能 量 分 别 为 

pq1 ,qz 0V)》 一 内 (9 内 (dz)… 和 办 (CN) 
e 一 so 十 sr 十 … 十 s- 

显然 上 式 波 函 数 不 满 足 反对 称 性 . 由 于 粒子 的 全 同性 , N 个 粒子 中 的 任意 一 个 都 
可 以 当 “ 第 1 个 粒子 ”而 处 于 y 态 , 也 可 当 “ 第 2 个 粒子 ”而 处 于 y 态 ,等 等 . 因此 
上 式 中 任意 一 对 粒子 对 调 形 成 的 波 函 数 都 具有 能 量 e. 根据 行列 式 的 性 质 , 构 成 N 
个 Fermi 子 系 统 的 反对 称 波 函 数 


(17. 1. 22) 


bq) 内 (gz) … 内 CgN) 


ha) Pl) … 多 (9N) 


fqi,gs "sqN) 一 Ce (17. 1. 23) 


pq) 多 (92 ) pqn) 
其 中 Cs 为 妇 一 化 常数 . N 个 粒子 有 N1 种 对 调 方 式 , 即 上 式 展开 后 有 NI 项 , 例 
如 :2 个 粒子 有 2! 二 2 项 ,3 个 粒子 有 3! 一 6, 等 等 . 如 果 单 粒子 波 函 数 py 是 归 一 化 
的 ,为 了 使 J gi qd29"°" ,9w) 也 归 一 化 ,应 该 取 
Ca _ 1 
Ct 一 /NT ， (17. 1. 24) 
人 (qi ,qs，"…,gn) 的 反对 称 性 是 显然 的 ,因为 行列 式 的 任意 两 列 对 调 ， 行列 式 的 值 
反 号 . 另外 ,如 果 有 两 个 或 两 个 以 上 的 粒子 处 于 同一 个 态 , 则 行列 式 有 两 行 或 两 行 
以 上 相同 ,行列 式 的 值 为 零 , 即 不 可 能 有 两 个 Fermi 子 处 于 同一 个 量子 态 , 也 满足 
Pauli 不 相 容 原理 . 
2. N 个 Bose 子 组 成 的 系统 
对 Bose 子 组 成 的 系统 ,由 式 (17. 1. 22) 构 成 交换 对 称 的 波 函 数 如 下 
Plq1,g2 "qdN) 一 CY Py, Cg) Yq) (qn) (17. 1. 25) 


即 把 任意 一 对 粒子 对 调 形成 的 波 函 数 相 加 . N 个 粒子 有 N1 种 对 调 方式 ,但 Bose 
子 可 以 及 个 粒子 处 于 单 粒子 态 yp, 处 于 同一 个 量子 态 的 粒子 对 调 并 不 产生 新 的 
波 函 数 , 一 个 特殊 的 例子 是 :如果 所 有 的 粒子 都 处 于 图 态 , 波 函数 为 
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yqi,q2»°"* 4N) 一 内 (9 页 qz) 内 (CqN) (17. 1. 26) 
上 式 任意 对 调 g,+>q 都 是 不 变 的 . 因此 , 式 (17.1. 25) 中 应 该 除去 处 于 同一 个 量子 
态 的 粒子 产生 的 对 调 数 ,共有 N1/ 了 | n。1 项 . 如 果 单 粒子 波 函 数 y 是 归 一 化 的 ,为 
了 使 fq yG2 ;gqN) 也 归 一 化 ,应 该 取 
no! 
C= 
自 旋 的 影响 :最 后 讨论 一 下 自 旋 的 影响 , 取 g 二 (r,s), 其 中 r 表示 空间 坐标 ， 
5 是 粒子 的 自 旋 . 忽略 粒子 自 旋 与 轨道 的 相互 作用 , 则 系统 的 波 函 数 为 
prisr2ase TNSS1 S23. 3 SN) = POrisras rN OXCsi, SSN) (17.1.28) 
对 Fermi 子 ,要 求 y 是 反对 称 的 , 故 $ 的 对 称 性 与 X 相反 ;对 Bose 子 ,要 求 yy 是 对 
称 的 , 故 $ 的 对 称 性 与 xX 相同. 重要 的 特例 是 两 个 电子 组 成 的 系统 :由 16.4 节 的 讨 
论 , 两 个 电子 的 自 旋 构 成 一 个 反对 称 波 函数 ( 自 旋 单 态 ) 和 三 个 对 称 波 函数 ( 自 旋 三 
重 态 ). 如 果 空 间 波 函数 是 对 称 的 ,那么 只 有 一 个 态 ; 反 之 ,如 果 空 间 波 函数 是 反对 
称 的 ,就 有 三 个 态 . 我 们 在 下 节 进 一 步 讨 论 两 个 电子 组 成 的 系统 , 即 He 原子 . 
例 17.1.1 两 个 无 相互 作用 的 粒子 ,质量 为 m, 处 于 宽度 为 a 的 无 限 深 势 阱 
中 . 求 :(1) 系统 最 低 的 两 个 能 级 和 波 函 数 ; (2) 求 这 两 个 能 级 的 简 并 度 . 假定 这 两 
个 粒子 :(a) 自 旋 为 1/2 的 全 同 粒 子 ;(b) 自 旋 为 1/2 的 非 全 同 粒子 . 
解 : (1) 由 例 13.1.1, 单 粒子 波 函 数 和 能 级 分 别 为 


(17. 1. 27) 


1 . /nxz /nx 
f(z) -sn ); 已 , 一 六 ( 1 ) (17. 1. 29) 
两 个 粒子 分 别处 于 nj 和 ns 态 时 ,系统 的 双 粒 子 态 和 能 量 分 别 为 
hn (XisX2) 一 元 sin (2 )sin (E22 ) (17. 1. 30) 


EE, 一直 (2 ) 十 二 (EE) 三 (好 十 驹 )E (17.1.31) 


~ 2m\a 2m\ a 
最 低 两 个 能 级 为 :En=2Eo;En=Ews=5Po. 
(2) (a) 对 自 旋 为 1/2 的 全 同 粒子 ,因为 办; (zi ,zz) 是 对 称 的 , 自 旋 波 函 数 必 
须 反对 称 , 故 取 反 对 称 的 自 旋 单 态 


Xa 一 万 Xs — Xi Xat) | (17. 1. 32) 
总 的 波 函 数 为 
po Lon (rT)oin (2 
严 一 六 sin ( 7 )sin ( )xa (17. 1. 33) 


只 有 一 个 量子 态 具 有 能 量 Bi 一 2 , 故 简 并 度 为 1;yo (zi ,zs) 可 以 构成 空间 对 称 (或 
者 反对 称 ) 的 波 函 数 ,相应 的 自 旋 波 函数 必须 取 反 对 称 的 单 态 (或 者 对 称 的 三 重 态 ) 
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一 了 [sin (2 )sin (加 )+s in (Ta )sin (2 ) xs 017. 1. 34) 


一 也 [sin (2 )sin (加 :) — sin (a)sin (Te) he (17. 1. 35) 


a 
即 有 四 个 量子 态 具 有 能 量 Ez 一 已 :一 5Eo, 故 简 并 度 为 4. 一般 当 nn 二 ns 时 , 简 并 
度 为 1， 而 当 4 关 nz 时 , 简 并 度 为 4. 

《b) 对 自 旋 为 1/2 的 非 全 同 粒子 ， 波 函 数 没有 对 称 或 者 反对 称 的 要 求 ， 若 n 关 
m2, 则 有 两 个 空间 波 函 数 


pe = 2sin (Tt )sin (2 ) (17. 1. 36a) 
J 二 让 sin (时)]sin (z ) (17. 1. 36b) 


具有 同样 的 能 量 ,每 个 空间 波 函 数 可 以 乘 下 列 四 个 自 旋 波 函 数 之 一 
Xi = Xi Xor; Xz = Xi Xe; 一 MX Xs = Xi Xe 


(17. 1. 37) 
于 是 总 波 函 数 为 
到 一 二 sin (2 jsin ( 亚 )X，G 一 1 一 甸 
1 可 2 (17. 1. 38) 
Vy= dsin (又 )sin (x (i=1~4) 


故 有 8 个 量子 态 具 有 能 量 Esl 二 Ei 一 5Eo, 简 并 度 为 8; 同 样 讨论 , 当 nn 一 ns 时 , 简 
并 度 为 4. 


17.2 He 原子 : 仲 氮 和 正 氨 ,交换 能 


本 节 讨 论 多 体 问题 中 最 简单 的 例子 , 即 He 原子 , 15. 3 节 中 用 变 分 法 求 出 了 
He 原子 的 基态 能 量 . 本 节 考 虑 He 原子 中 两 个 电子 的 全 同性 ,用 微 扰 法 讨论 He 
原子 ,引出 一 个 十 分 重要 的 概念 , 即 交 换 能 . 这 是 在 经 典 力学 中 没有 对 应 关系 的 概念 . 

忽略 电子 自 旋 - 自 旋 和 自 旋 -轨道 相互 作用 (因为 它们 比 Coulomb 作用 弱 得 
多 ) ,He 原子 的 Hamilton 算 符 为 


让 一 让 十 辫 (17. 2.1) 
其 中 无 微 扰 部 分 与 微 扰 部 分 分 别 为 
起 ， 起 2e?2 2e2 
声 , = 一 下 -Vv 一 -vi 2 一 加 
4reo | 产 | 4reo |m| (17. 2. 2) 


人 ~ ee 


= 
! 4reo | ri—r | 
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上 式 中 假定 原子 核 不 动 且 位 于 坐标 原点 ,rm 和 r,s 分 别 是 两 个 电子 的 位 置 矢量 . 直 ， 
表示 两 个 电子 的 相互 作用 . 由 于 Hamilton 算 符 中 不 含 自 旋 , 故 He 原子 的 波 函 
数 为 

Wr sr2 ,S129522) 一 Gr1 sr2 XS1z , $22) (17. 2. 3) 


疡 , 部 分 显然 是 两 个 类 氢 原 子 的 Hamilton 算 符 , 故 塘 , 的 本 征 值 为 两 个 类 氢 原 子 
能 量 之 和 ,相应 的 本 征 函 数 是 两 个 电子 波 函 数 的 乘积 . 未 微 扰 时 , 设 一 个 电子 处 于 
少 态 , 具 有 能 量 6。; 另 一 个 电子 处 于 y, 态 , 具 有 能 量 e, 未 微 扰 能 量 为 eo 一 6 十 6,， 
相应 的 波 函 数 应 该 为 两 个 ;J 《rg 《rz) 和 几 《r2)y,《ri1). 前 者 表示 电子 1 在 风 态 ， 
电子 2 在 y 态 ;而 后 者 表示 电子 1 在 ,电子 2 在 y 态 . 因此 是 交换 简 并 的 , 需 用 
简 并 态 微 扰 理论 , 注意 ;因为 Hamilton 算 符 中 不 含 自 旋 , 可 以 暂时 把 自 旋 部 分 忽 
略 , 最 后 再 根据 对 称 性 要 求 ,把 空间 部 分 波 函数 乘 以 自 旋 部 分 波 函 数 . 由 于 电子 的 
全 同性 ,将 零 级 波 函 数 写成 

Prisr) = Cp rp, ra) tt Cy, ra) yg, Cr) (17. 2. 4) 
由 式 (15. 2.7) 得 到 

(Hi— EE?)C 十 HisC; 一 0 


(17. 2.5) 
HC 十 (五 2 一 ED)C2 一 0 
其 中 
Hi= | OW Fig ry rn 
《 
-起 :| 0 Se 疡 中 m 一 Hz (17. 2. 6) 
0 1 Ts 
wo J OP rd) Hg rg Cr dr dre 
= 二 由 Cd CD pr HH dT2.D) 
0 1 一 7 了 2 
久 期 方程 为 


Fl) H’ 
咒 E ” 一 0 (17. 2. 8) 


Hai H2»— ED 
令 ;:K 三 Hh 二 H%;A 二 Hs 二 Hh, 上 式 的 解 为 EP 一 玫 士 A. 以 EY 代入 方程 
(17.2.5), 得 到 G1 二 Gz; 以 ED 代入 方程 (17.2. 5) ,得 到 Ci 二 一 Cz. 故 妇 一 化 零 级 


波 函 数 分 别 为 
Br ,2) 一 廊 以 [Ly Cri), (r2) 一 内 (ra)y, (r1)] 
(17. 2. 9) 


pri,r2s) = [Cr Oy, (r) + yp ry (r1)] 


1 
方 
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其 中 峻 人 mm) 和 多 (m ,rs) 分 别 表示 反对 称 和 对 称 零 级 波 函 数 . 由 此 可 见 , 简 并 微 
扰 中 重新 组 合 零 级 波 函 数 ,相当 于 使 波 函 数 对 称 化 . 考虑 自 旋 后 ,总 波 函 数 应 该 为 
Pirisrasssse) = Mr)Xs (oe = 1,2,3) (17. 2. 10) 
Ve ri Fs ,S12 9 S522 ) = Rr ,72 ) XA (17. 2.11) 
A Xa 和 XCo=1,2,3) 由 方程 (16. 4. 10) 和 (16. 4. 13) 决 定 . 因为 xs 是 单 态 , 故 
只 有 一 个 ,而 Xs 是 三 重 态 , 故 名 有 三 个 . 称 处 于 单 态 的 He 为 仲 氮 、 处 于 三 重 
起 的 He 为 正 氨 . 
再 看 K 和 A: 积分 K 不 难 理解 ， 因为 |y al 表示 电子 1 处 在 y 态 . 在 ri 处 
的 概率 密度 ; |y,(r,) |? 表示 电子 2 处 在 y 态 、 在 rs 处 的 概率 密度 ,由 Ht 的 表达 
式 ,K 表示 两 个 电子 的 Coulomb 相互 作用 能 . 而 积分 A 表示 :电子 1 或 2 部 分 处 在 
几 态 , 部 分 处 在 y 态 时 的 相互 作用 能 , 故 A 称 为 交换 能 ,是 由 于 全 同性 原理 引起 
的 ,是 电子 1 和 电子 2 不 可 区 分 的 必然 结果 . 
当 He 原子 处 于 基态 时 ,y 一 poo (7) 二 ,由 Pauli 不 相 容 原理 ,两 个 电子 的 自 
旋 投影 必然 相反 , 故 基 态 零 级 波 函 数 为 (QZ 一 2) 
Wa Cri ra S51s 9 5822) = foo CT1) Yioo (rs ) XA 


一 人 em [一 or +r2) |xa (17. 2. 12) 
是 单 态 且 没 有 简 并 , 故 可 用 非 简 并 微 扰 求 能 量 的 一 级 修正 
EY =|| iH Vdir dr 


] 4) [A TexP [so +r2) | 中 mdem 


ze ( 2 ) 
1 5e? 
1 5e 7. 2， 
4xeo 4ao 4 13) 
上 述 积分 见习 题 17. 10. 基态 总 能 量 为 
2 
E, 6 + ED =— 2.75 (ze ) (17. 2. 14) 


上 式 与 式 (15. 3. 17) 相 比 , 显 然 变 分 法 优 于 微 扰 法 . 


17.3 Hartree-Fock 方程 和 原子 的 壳 层 结构 


严格 来 说 ,多 电子 原子 不 存在 单 粒子 能 级 ， 但 是 在 原子 的 光谱 实验 中 ,光谱 频 
率 依赖 于 单 电 子 能 级 的 跃迁 ,原子 的 元 素 周期 表 也 表明 核 外 电子 是 根据 单 电子 能 
级 填充 的 . 在 15. 3 节 中 ,我 们 介绍 了 Hartree 自治 场 方法 ,由 变 分 法 导出 了 单 粒 子 
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态 的 能 量 本 征 方程 , 即 Hartree 方程 . 但 这 个 方程 没有 考虑 电子 的 全 同性 ,不 严格 . 
下 面 我 们 来 讨论 这 个 问题 . 

在 单 电 子 近 似 中 , 设 第 i 个 电子 处 于 量子 态 y, (gi) ,NN 个 电子 的 系统 波 函 数 应 
该 由 式 (17. 1. 23) 表 示 , 即 


页 Cgi) pi (gq2) “2 fp1 CGN) 
《ai ) ( “ (gn) 

f(gq1 ,gq2 ，"**,qN) 一 i wi 于 和 9227 风 和 (17. 3. 1) 
peg) gg) 办 CN) 


由 15. 3 他, 系统 的 平均 能 量 为 
‘H) = [BC OC ,egN)dagidaga di gy (17.3.2) 
归 一 化 条 件 为 
[DC OC =1] (17.3.3) 


其 中 9 为 电子 的 空间 坐标 与 自 旋 坐 标 :g 二 (r,s). 因此 , (17. 3.2) 和 (17. 3. 3) 二 式 
积分 也 包含 对 自 旋 部 分 的 求 和 . 
考虑 了 电子 的 全 同性 ,Hartree 方程 为 (具体 推导 过 程 比较 繁复 , 故 忽 略 ) 


N 
ESE 
k=1 


N . 
一 [> | Cr OU | ri Fk Dp Cr drs Cr) = ey, ri) 


天 一 1 

(17. 3. 4 
上 式 称 为 Hartree-Fock 方程 . 系统 的 能 量 为 
E=(H) = >» e; 
1 N 
-3 we Pod nn D hr) Pen 
ksi=1 

1 N 

+ | [Oh Ud nr Dg Cp dn 
(17. 3. 5) 


上 式 中 第 二 个 求 和 是 对 自 旋 平行 的 电子 对 进行 求 和 ,而 式 (17. 3. 4) 中 第 二 个 求 和 
是 对 自 旋 与 少 态 电子 平行 的 电子 求 和 . 显然 上 式 第 二 个 求 和 是 由 电子 全 同性 引起 
的 交换 能 . 注意 :@ 系 统 能 量 不 是 单 粒子 态 能 级 的 简单 相 加 ; @ 与 Hartree 方程 
(15. 3. 24) 相 比 , 上 二 式 中 的 求 和 都 取消 了 & 尖 ; 的 限制 ,因为 当 & 一 ; 时 ,相应 的 项 
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4f 


1s 


图 17. 3.1 单 电子 能 级 图 


刚好 抵消 . 

利用 Hartree-Fock 方程 (17. 3. 4) 或 者 Hartree 
方程 (15. 3. 24) ,可 以 计算 出 每 个 原子 中 的 单 电 子 能 
级 ,如 图 17. 3. 1. 计算 过 程 中 ,把 每 次 由 yr;) 算 得 
的 自治 场 U(|r; 一 ri |) 对 角度 9 和 9 平均 ,成 为 球 对 
称 势 . 因此 单 电 子 能 级 为 量子 数 n 和 1 的 卫 数 , 即 Ei 
(Coulomb 势 中 能 级 只 与 量子 数 n 有 关 ). 好 量子 数 
仍然 为 :n,l,m 和 mr 

图 17. 3. 1 中 :s,p,d,f,… 分 别 表 示 /二 0,1,2， 
3，…… 字 母 前 的 数字 表示 ” 如 5d 表示 能 级 Es; 一 
Ess. 注意 :由 于 单 电子 能 级 与 和 /!/ 有 关 , 较 小 n 的 
能 级 可 能 高 于 较 大 nn 的 能 级 (具有 较 大 的 站 ,如 图 
17. 3. 1 中 ,能 级 Esa>E. 

用 单 电 子 能 级 可 以 解释 元 素 的 周期 结构 . 我 们 把 
有 相同 n 的 所 有 单 电 子 态 一 起 叫做 一 个 壳 层 ,按照 二 
1,2,3,…, 依 次 叫做 K,L,M,…; 每 个 壳 层 中 ,有 相同 L 
的 全 部 单 电子 态 叫 做 一 个 子 壳 层 ,依次 叫做 Spy dy 
子 壳 层 . 现在 按 元 素 周 期 表 中 元 素 的 顺序 ,逐个 考察 在 
最 低能 量 的 基态 时 ,原子 中 电子 的 分 布 . 由 Pauli 不 相 
容 原理 ,每 个 单 电子 态 只 允许 由 一 个 电子 占据 . 注意 : 
电子 自 旋 可 处 于 向 上 或 向 下 的 两 个 状态 . 

第 一 个 周期 :K 壳 层 * 王 1( 一 0,m = 一 0) ,可 容纳 


2m 二 2 个 电子 . K 壳 层 由 HH 和 He 填 满 ; 

第 二 个 周期 :K 壳 层 可 容纳 2 个 电子 ,L 壳 层 * 一 2(! 一 0,1;mm 一 0, 士 1) ,可 容 
纳 2 好 一 8 个 电子 . K 和 工党 层 由 Li 到 Ne 的 8 个 元 素 填 满 .以 Ne 为 例 , 核 外 电子 
数 为 10, 基 态 Ne 电子 填充 情况 为 ,2 个 1s 电子 ,2 个 2s 电子 和 6 个 2p 电子 , 写 ， 
成 ;182s?2ps (字母 前 的 数字 表示 n, 字 母 右上 角 的 数字 表示 电子 数 ). 工 壳 层 有 两 


个 子 壳 层 s 和 p, 全 部 填 满 ， 


第 三 个 周期 :K 和 工 壳 层 可 容纳 10 个 电子 ,M 壳 层 有 3 个子 壳 层 ,分 别 可 填 
充 2(21 十 1) 二 2,6,10 个 电子 .K、 壳 层 和 M 壳 层 的 两 个 子 壳 层 3s 和 3p 由 Na 到 
Ar 的 8 个 元 素 填 满 . 以 Ar 为 例 , 核 外 电子 数 为 18, 基 态 Ar 电子 填充 情况 为 :K 和 
L 壳 层 10 个 电子 ;2 个 3s 电子 和 6 个 3p 电子 , 核 外 电子 的 填充 情况 可 写成 : 


1s22s22p63s23p6; 


第 四 个 周期 ;由 于 3d 能 级 高 于 4s 能 级 (如 图 17. 3. 1) ,元 素 K 和 Ca 的 核 外 电 
子 先 填充 4s 能 级 ,然后 才 到 3d 能 级 ; 
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其 他 周期 依次 类 推 . 注意 到 :每 一 个 壳 层 或 子 壳 层 的 结束 ,都 是 一 个 惰性 气体 
元 素 . 事实 上 ,不 同 的 壳 层 或 子 壳 层 间 具 有 较 大 的 能 级 差 ( 如 图 17. 3. 1). 这 个 事实 
与 惰性 气体 的 化 学 不 活泼 性 有 直接 关系 . 当 两 个 原子 形成 化 学 键 结合 时 ,它们 各 贡 
献 一 个 电子 成 为 自 旋 反 平行 的 一 对 . 惰性 气体 原子 中 的 电子 本 来 已 是 自 旋 相反 地 
成 双 成 对 ,没有 多 余 , 而 上 一 个 单 电子 能 级 又 相距 过 远 . 一 般 来 说 ,使 一 个 壳 层 或 子 
壳 层 内 的 电子 跃迁 到 另 一 个 高 能 级 的 壳 层 或 子 壳 层 ,以 求 与 另 一 个 原子 结合 成 化 
学 键 的 可 能 性 很 小 ,所 以 惰性 气体 特别 难于 和 其 他 元 素 形成 化 合 物 . 

例 17.3.1 He 原子 . 

解 : 考虑 基态 He 原子 ,空间 波 函 数 取 J(7) 一 (7) 二 ylr), 故 自 旋 波 函 数 
必定 为 单 态 


1 
二 一 ( _ — Xi X24) (17. 3. 6) 
Xa 万 Xi+ X2 Xi- Xzt 
系统 波 本数 为 
plri sr ,Slz 9 S22 ) 一 pri pr XA . (17. 3.7) 
归 一 化 条 件 为 
| fir sT2 ;S13 S22:) PI ,72 » 51z 9 S522) dm 中 re 
一 XA xz | 以 rm) | | prs) |2d3ridsr, 
=| | glr) ?| plre) dridirs = 1 (17. 3. 8) 
平均 能 量 为 


《五 一 | Pi rs ra 5129522) HY Cri sras sie»522) ri dr 
—A x | rg 2) LHe +tUG nr Dy gr) dn dr 
= | yr ry Ns 
+ 1 ym) Fl yer) FU n —r Dandrs (17. 3.9) 
与 得 到 方程 (15. 3. 24) 的 过 程 类 似 , Hartree-Fock 方程 为 


加 大 2 2e2 2 1 /7 2 13 / _ 
[( 2me Y 4xeo | r | ) 十 4reo | | r—r | | pr ) | d r | er) 
(17. 3. 10) 


当然 ,上 式 可 从 方程 (17. 3. 4) 直 接 得 . 因 在 基态 中 两 个 电子 反 平 行 ,方程 (17. 3. 4) 
中 第 二 个 求 和 为 零 , 即 交换 能 为 零 . 
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17.4 分 子 的 振动 和 转动 , 正 氧 与 仲 氨 


对 任意 一 个 多 原子 分 子 ,由 于 原子 核 的 质量 M 远大 于 电子 的 质量 m。, 分 子 中 
电子 的 运动 速度 远大 于 原子 核 运动 速度 , 故 在 
研究 分 子 中 电子 的 运动 时 ,可 以 忽略 原子 核 的 
运动 . 而 在 研究 原子 核 之 间 的 相对 运动 ( 即 转 
动 和 振动 ) 时 , 则 可 以 把 所 有 核 外 电子 看 成 一 
种 “电子 云 ”, 原 子 核 沉浸 在 “电子 云 " 中 .“ 电 子 
云 ”的 存在 使 原子 核 与 原子 核 之 间 的 相互 作用 . 
可 等 效 成 如 图 17. 4. 1 的 作用 势 . 

可 以 估计 核 外 电子 的 激发 能 量 。 远大 于 
原子 核 的 转动 能 量 se 和 振动 能 量 e, 即 

ee:er:e=1:10?:10° 

图 17.4.1 核 - 核 之 间 的 相互 作用 势 ” 故 在 常温 下 , 热 运动 能 量 ksT( 见 第 21 章 ) 只 能 
激发 原子 核 的 相对 转动 和 振动 ,因而 无 须 考虑 核 外 电子 的 运动 细节 ， 

原子 核 的 相对 运动 :首先 考虑 两 个 原子 不 同 的 双 原子 分 子 , 它 包含 两 个 原子 核 
和 若干 电子 ,是 一 个 多 粒子 体系 ,严格 求解 非常 困难 . 但 在 考虑 原子 核 的 相对 运动 
时 ,可 以 忽略 核 外 电子 ,而 把 核 - 核 之 间 的 相互 作用 等 效 成 如 图 17. 4. 1 的 作用 势 
于 是 ,两 原子 核 组 成 的 体系 的 Shr6dinger 方程 为 


一 却 V- 直 VitUdR-R D va Rt) 
2M, a 2M, b a b asatb 


= ErV(R,,R+t) (17. 4. 1) 
其 中 又 和 WW 分别 只 对 原子 核 a 和 b 的 位 置 矢量 R, 与 R, 作 用 . 引进 相对 坐标 和 质心 
坐标 


R=R.—R,; R.= 


今 WR, ;Rt) 一 (CR)Q(R.) ,方程 (17. 4. 1) 分 离 变量 得 到 
下 _- 一 
| 和 VERFUCR ) |sGR) = EB(R); 一 站 TVEOCR.) = EQCR.) 


(17. 4. 2) 


(17. 4. 3) 
其 中 E=Er 一 E. 为 两 原子 核 的 相对 运动 能 量 ,M 和 jy 分 别 为 总 质量 和 折合 质量 


M= M,+M,, p= (17.4.4) 


显然 方程 (17. 4. 3) 第 二 式 表示 质心 平 动 ,可 不 考虑 . 而 第 二 式 与 方程 (13. 4.2) 相 
仿 , 故 可 把 角度 部 分 分 离 出 来 . 由 13. 4 节 的 讨论 , 令 
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GR) = RY, (9,9) (17.4.5) 


其 中 [一 0,1,2…370 一 /7 一 1 一 /注意 :与 13.4 节 不 同 ,现在 对 角 量 子 数 ! 没 
有 限制 . 方程 (17. 4. 3) 第 一 式 简化 成 


kd: ,LC + DA 
[ROR jx(R) 一 EXCGR) 07.4.6) 
上 式 第 二 项 是 由 于 分 子 转动 带 来 的 离心 势能 . 令 


W(R) = L6H 十 UCR) (17. 4. 7a) 
了 
当 /不 太 大 时 , 丈 (R) 仍 然 存在 极 小 点 ( 即 平衡 点 )R。 
2 
dWCR) | _ A us -dUCER) | (17. 4. 7b) 
0 
在 平衡 点 R。 附近 展开 
W(R) = WCR) + WRo) (R—Ro)? + (17.4. 8) 
令 pw! 二 W (Ro);é=R— 局, 风力 各” 4. 6) 化 成 
六 2 
| 元 让 十 到 pu 8 |XCR) =E (17. 4. 9) 
其 中 
E = E—UCR,) — LL+ 1D (17. 4. 10) 
2uRo 


显然 方程 (17. 4. 9) 与 谐振 子 的 方程 (13. 3. 2a) 类 似 . 不 同 的 是 ,对 方程 (13. 3. 2a)， 
变量 z 的 变化 范围 是 (一 coyce) ,而 方程 (17. 4. 9) 中 ,变量 8 的 范围 为 (一 Ro ,co). 
方程 (17. 4. 9) 在 (一 R。 ,oo) 存 在 有 界 的 解 为 


XC ~ exp (一 到 ae )H, (ef) (17.4.11) 
其 中 a= Vyw/ 天 ,HH,(ak) 是 Hermite 函数 (注意 :不 是 多 项 式 ) 
| 1): /k—y & 
H.(® 一 于 它 万 之 可 T( 委 ，) (29 (17.4. 12) 


y 由 边界 (8 二 一 Ro) 决 定 ;H,( 一 aRo)= 二 0. 一 般 ,v 不 是 正 整数 (注意 :与 谐振 子 解 的 
区 别 ) ,但 如 果 /1 不 太 大 ( 即 角 动量 不 太 大 ),aRo 很 小 时 ,v 接近 正 整 数 . 方程 
(17. 4. 9) 的 能 量 本 征 值 为 


E' = (+ 二 ho (17. 4. 13) 
由 式 (17. 4. 10) 得 到 双 原 子 分 子 的 相对 运动 能 量 为 
EE=UCRo) 十 (v 十 六 je 十 区 二 二 (17. 4.14) 
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其 中 [一 AR; 为 双 原 子 分 子 的 转动 惯量 . 上 式 第 一 项 为 常数 ,第 二 ,三 项 分 别 表示 . 
双 原 子 分 子 的 振动 和 转动 能 量 . 
以 上 我 们 简单 介绍 了 两 个 原子 不 同 的 双 原 子 分 子 的 振动 和 转动 . 现在 考虑 两 
个 原子 相同 的 双 原 子 分 子 ,如 H; 分 子 . Hz 分 子 的 两 个 H 原子 核 (质子 ) 是 全 同 粒 
子 , 故 处 理 两 个 核 之 间 的 振动 和 转动 状态 时 ,必须 考虑 H 原子 核 的 全 同性 . 质子 是 
自 旋 为 1/2 的 Fermi 子 , 当 两 个 质子 交换 时 , 即 RRb, 由 式 (17. 4.2) ,质子 的 质 
心 位 置 不 变 ,而 相对 位 置 R-> 一 R. 在 球 坐 标 中 ,矢量 反 向 的 变换 为 
RR; >7x—0; gpg>7x++o (17. 4. 15) 
故 当 两 个 质子 交换 时 , 式 (17. 4. 5) 中 径 向 部 分 不 变 ( 振 动 部 分 的 波 函 数 ) , 球 谐 函 数 
《转动 部 分 的 波 函 数 ) 的 变换 为 | 
Ym (9,9) > Ym x — dr 9) = (~— 1)'Ym (9,9) (17. 4. 16) 
即 对 /是 偶数 , 球 谐 函 数 不 变 ;而 对 ! 是 奇数 , 球 谐 函数 变 号 . 质子 是 Fermi 子 , 要 
求 波 函 数 是 反对 称 的 ,因此 H; 分 子 中 表示 核 运动 部 分 的 波 函 数 应 该 为 


BR) = XY,, (DDN (是 偶数 ) (17. 4. 17) 
By(R) 一 《Yo (9,o) 鸡 (1 是 奇数 ) (17.4. 18) 


式 中 Xs 是 自 旋 单 态 ,而 Xs 是 自 旋 三 态 . 处 在 自 旋 单 态 (S 一 0) 的 氢 分 子 称 为 仲 氨 ， 
而 处 在 自 旋 三 重 态 (S 王 1) 的 所 分子 称 为 正 氨 . 自然 界 中 , 正 氢 与 仲 氨 分 子 数 比 为 
3 : 1, 因 此 正 氧 发 出 的 光谱 线 较 强 . 这 充分 说 明了 全 同 粒 子 的 对 称 性 是 可 观察 的 ， 
由 于 所 分 子 由 正 氢 与 仲 氨 组 成 , 故 H; 的 统计 特性 (特别 是 低温 下 ) 与 不 同 原子 核 
组 成 的 双 原 子 分 子 有 很 大 不 同 ,将 在 第 21 章 讨论 . 

核 外 电子 的 运动 :下 面 考虑 氧 分 子 核 外 电子 的 运动 ,计算 H 分 子 处 于 基态 时 
的 能 量 . 在 考虑 核 外 电子 的 运动 时 ,假定 两 个 核 不 动 ,把 核 - 核 之 间 的 距离 作为 参数 
而 不 是 动力 学 变量 来 看 待 . H: 分 子 的 Hamilton 函数 由 八 项 组 成 


帮 2 :> fi 2 

H= am i Dm V2 
ez 1 1 1 1 1 1 
大 (TT tT tT T+ Tr | ma | 已) 


(17. 4. 19) 
其 中 a 和 b 表示 两 个 原子 核 , 两 个 电子 用 1 和 2 表示 ,rw (a 二 a,b;o 一 1,2) 表 示 第 a 
个 核 到 第 = 个 电子 的 位 置 矢量 ,rs 表示 电子 1 到 电子 2 的 位 置 矢 量 ,Rw 表示 核 a 
到 核 b 之 间 的 距离 .上 式 前 两 项 表示 两 个 电子 的 动能 ,第 3 一 6 项 分 别 表示 核 a 或 
b 与 第 一 (或 第 二 ) 个 电子 的 Coulomb 作用 能 ;第 7、8 项 分 别 表示 电子 -电子 之 间 、 
核 - 核 之 间 的 Coulomb 作用 能 ,最 后 一 项 为 常量 . 核 a 与 电子 1 组 成 的 “ 氢 原 子 " 基 
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态 波 函数 为 
一 1 _ | Tal | 
yra) 一 jp ( 本 ) (17. 4. 20) 
核 b 与 电子 2 组 成 的 “ 氧 原子 ”基态 波 函 数 为 
__ 1 _ | re | 
frw) = i ( 让 ) (17. 4. 21) 


核 a 与 电子 2、 核 b 与 电子 1, 以 及 电子 -电子 之 间 的 Coulomb 作用 当 作 微 扰 . 由 于 
电子 的 全 同性 ,所 分 子 的 零 级 近似 波 函 数 取 为 
Vi= Cr [yra) prez) 二 pra pr) |Xa 


(17. 4. 22) 
=C [gra Yr) — pr) plro) JXs 
其 中 C+ 和 C- 为 归 一 化 常数 ， 
1 A- 
GC- i 4 一 | grygr an (17. 4. 23) 


上 式 中 dri 表示 对 电子 1 的 空间 坐标 进行 积分 . 显然 亚 | 是 单 态 ,而 炎 - 是 三 重 
态 . 由 非 简 并 微 拢 公式 (15. 1. 15) 得 到 氧 分 子 的 基态 能 量 为 


_ @ ,KiJ 
BE.= 2En + TR +1 计 六 (17. 4. 24) 


其 中 En 是 氨 原 子 基态 能 量 ,由 式 (13. 4. 28) 给 出 (n= 二 1,2Z 二 1) ,两 个 电子 的 Cou- 
lomb 相互 作用 能 K 和 交换 能 J 分 别 为 


去 由 pra) |? | pree) | (一 全 一 让) 六 dr 


[rz| rel ral 


J= ,2 Yr Yr ra pre) (TT TT [LT)andm 


| ra | | re | | ra 

从 方程 (17. 4. 24) 可 以 计算 出 Es: 随 核 一 核 之 间距 离 Rs 的 变化 关系 ,如 图 17. 4. 2， 
可 见 E-_ 随 Rw 单调 下 降 ,对 应 于 原子 间 相 互 排 E 
斥 , 不 可 能 形成 稳定 的 H; 分 子 . 而 E+ 存在 极 
小 值 , 即 可 以 形成 稳定 的 Hz 分 子 . 事实 上 , 单 
态 的 空间 波 函 数 是 交换 对 称 的 , 两 个 电子 靠近 
的 概率 大 ( 即 处 于 两 个 原子 核 之 间 的 概率 大 )， 
异 助 于 它们 对 两 个 原子 核 的 吸引 力 , 可 以 形成 
稳定 的 束缚 态 , 而 三 重 态 则 反之 ( 见 17. 1 节 的 
讨论 ). 值得 说 明 的 是 :交换 能 对 极 小 值 的 形成 
是 非常 重要 的 ,如 果 忽略 交换 能 ,形成 的 极 小 “ 
很 浅 , 不 足以 构成 稳定 的 分 子 . 理论 计算 的 平 四 17 4.2 结 全 能 随 核 - 核 
衡 距 离 为 Rs:0.077nm, 与 实验 值 0.074nm 之 间距 离 的 变化 
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近似 一 致 
例 17. 4.1 和 氢 分 子 离子 Ht 的 结合 能 . 
解 ; 氢 分 子 离子 Hi 中 一 个 核 外 电子 在 两 个 全 同 质子 的 Coulomb 场 中 运 
动 . 根据 本 节 开 头 的 讨论 ,在 讨论 核 外 电子 的 运动 时 ,可 以 把 两 个 原子 核 之 间 的 距 
离 作 为 动力 学 参数 , 氨 分 子 离子 H+ 系统 的 Hamilton 函数 为 
2 ， 2 1 1 网 2 
op a (Tr + Tr 已)= 站 + 和 二 
(17. 4. 25) 
其 中 |r, | 和 |r, | 分 别 表示 核 外 电子 到 两 个 核 的 距离 . 采用 变 分 法 求 基态 能 量 ,首先 
考虑 试探 函数 ,因为 电子 与 每 一 个 核 组 成 类 氨 原 子 , 相 应 的 波 函 数 为 


Jr 一 (2) emp -ZH ) 


por) = (2) ezp (zi) 


a Co . 
对 和 氮 原 子 Z 一 1, 但 另 一 个 原子 核 的 存在 ,使 2 略 大 于 1. 因此 我 们 把 Z 作为 变 分 参 
数 . 考虑 到 两 个 原子 核 的 全 同性 , 取 试 探 函 数 为 

= Cr [Wars) 士 加 Cro)] (17. 4. 26) 
注意 ;上 式 交换 r,e>r 是 对 称 ( 十 ) 和 反对 称 的 (一 ) ,因为 加 和 如 的 函数 形式 相 
同 ;@OHamilton 函数 与 自 旋 无 关 , 可 先 只 考虑 空间 部 分 ,然后 乘 自 旋 波 函数 . 式 
(17. 4. 26) 中 系数 Ci 由 归 一 化 条 件 决定 


= 1. 1/2Y _Z 3 

C= -页 二 看 : A=1(2) exp[-2d rt rn) Jar 
(17. 4. 27) 

由 试探 函数 式 (17. 4. 人 
2 
Fi= 1 i 十 (yr , H。 由) 

Te (0 让 1 加 ) 士 (加 | 五。 | 加》 17 4 28 
= re ReT 1 十 和 (17. 4. 28) 


(17. 4. 28) 的 推导 ,已 利用 了 对 称 关 系 
ysl Hyg) = gl yg), (pl 让 | 加》 = (pol He | ys) 


(17. 4. 29) 
经 过 复杂 的 积分 计算 ,从 式 (17. 4. 28) 可 得 到 Ej: 二 Er (2) 的 函数 关系 ,然后 由 
3aE (2) _ 
一 二 一 0 (17. 4. 30) 


可 定 出 变 分 参数 Z, 再 代 人 式 (17. 4. 28) 得 到 Ej 二 Es: (Rw). 变化 关系 E+ 一 Ru 与 
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图 17. 4.2 类 似 , 讨 论 也 类 似 . 
习 题 17 


17.1 一 维 无 限 深 势 阱 中 含有 三 个 电子 . 电子 之 间 的 Coulomb 作用 可 忽略. 
每 个 电子 的 平均 能 量 为 二 12. 4eV. 当 势 阱 中 有 4 个 电子 时 ,每 个 电子 的 平均 能 
量 为 多 少 ? 

答案 :15. 5eV， 

17.2 两 个 质量 为 m、 自 旋 为 1/2 的 全 同 粒子 处 于 一 维 无 限 深 势 阱 中 . 粒子 之 
闻 存 在 可 作为 微 扰 的 相互 作用 势 VC(| zi 一 zs|). (1) 用 单 粒子 态 和 自 旋 态 给 出 三 
个 最 低能 态 ;(2) 求 三 个 最 低能 态 的 一 级 修正 .〈 提 示 : Hamilton 量 与 自 旋 波 函数 
无 关 , 可 用 非 简 并 态 微 扰 方法 处 理 简 并 态 ) 

答案 :(1) 基态 :n 二 m 二 1, 自 旋 单 态 ; 第 一 激发 态 :n 二 1,m 王 2, 一 个 单 态 ,三 个 
三 重 态 , 四 度 简 并 ;第 二 激发 态 ;n 二 m 一 2, 单 态 . 

17.3 ”两 个 在 有 心力 势 阱 中 的 电子 , 阱 中 存在 三 个 单 粒子 态 . 写 出 这 两 个 电子 
系统 所 有 可 能 的 波 函 数 . 

17.4 质量 为 m 的 两 个 全 同 Bose 子 在 一 维 谐振 子 势 中 运动 ,U 一 mw zx?/2， 
相互 作用 为 U1 一 cexp[ 一 8 (zi 一 xz)*](B 和 >0). 求 基态 能 量 . 

答案 :人 AE 一 a ao 一 Vmw/h. 

17.5 两 个 质量 为 m 的 粒子 束缚 于 一 维 谐振 子 势 U 一 kx:/2 中 ,两 粒子 间 还 
存在 简 谐 吸引 力 Fi 二 一 K(xzi 一 xz). (1) 求 系统 的 最 低 三 个 能 级 ;(2) 若 粒子 为 无 
自 旋 的 Bose 子 ,最 低 三 个 能 级 的 量子 态 中 哪些 是 可 能 的 ? 〈3) 若 粒子 为 自 旋 1/2 
的 Fermi 子 , 最 低 三 个 能 级 的 量子 态 中 哪些 是 可 能 的 ? (提示: 令 变 换 
é§= 万 十 Xz); 7 一 万 ” 一 Z2)) 
答案 :|nm) 一半 (O20 (D :Eo 一方 和 eo 十 wp); 


En ~— 坟 Co 十 wz) 十 大 wi， Eo 一 去 十 ws) 十 大 wo; 


其 忠 二 VJm， wo 二 VRTK)/m. 

17.6 两 个 无 相互 作用 粒子 处 于 某 势 阱 中 , 势 阱 中 单 粒子 能 态 为 $y.(z)、 
各 (z) 办 (Cz)，… 相 应 的 能 级 为 E, 二 Eo 二 E.<…. 求 两 个 粒子 体系 的 两 个 最 低能 
级 、 相 应 的 简 并 度 和 相应 的 波 函 数 , 假 定 : (1) 两 个 自 旋 为 1/2 的 可 区 分 粒子 ; 
(2) 两 个 自 旋 为 1/2 的 不 可 区 分 粒子 ;(3) 两 个 自 旋 为 0 的 可 区 分 粒子 . 


356 ”理论 物理 导论 


答案 :(1) E, 十 E,, 简 并 度 ;4;E, 十 E,, 简 并 度 ;8; (2) E, 十 E,, 简 并 度 ;1;E, 十 
E,, 简 并 度 :4;(3) E, 十 E,, 简 并 度 ;1;E, 十 E,, 简 并 度 :1. 

17.7 ”两 个 质量 为 m 的 粒子 处 于 一 个 长 方 体 wa 之 pc 内 ,粒子 间 的 相互 作用 
势 为 U(r 一 r2) 二 A6(r 一 r2). 用 一 级 微 扰 法 求 体系 的 基态 能 量 , 如 果 :(1) 粒子 不 
全 同 ; (2) 零 自 旋 的 全 同 粒子 ; (3) 自 旋 为 1/2 且 平 行 的 全 同 粒子 . 


答案 :(1) AE’ 一 到 和 ;2) 所 同 (1);(3)AE 一 0. 


17.8 一 维 谐振 子 势 阱 中 有 NCN>>1) 个 全 同 Fermi 子 ,两 两 之 间 的 作用 势 为 
6 函数 , 即 


N N 
U(x1 ,x ,°° TN) = 42 过 十 斑 ) > ) Oxi— Xj), kA>>0 
i=1 ij 


用 归 一 化 的 谐振 子 单 粒子 波 函 数 yj,(zx) 表 示 两 个 最 低能 量 态 的 归 一 化 波 函数 和 相 
应 的 能 量 . (提示 :把 8 函数 作用 势 作为 微 扰 ,由 于 波 函 数 的 反对 称 性 , 微 扰 矩阵 元 
为 零 , 故 对 零 级 波 函 数 没 有 影响 ) 


答案 : :En sm = 将 (3 + > n): Ein — 坟 hoN?; 


Eo nn— Sho CN 十 2). 


17.9 对 氢 分 子 :(1) 忽略 两 个 电子 与 同一 氢 原 子 核 的 作用 ,利用 氢 原 子 基态 
波 函 数 (包括 电子 自 旋 ) 写 出 氨 分 子 的 零 级 波 函 数 . ;(2) 分 子 中 原子 核 之 间 的 距离 
处 于 正常 值 时 ,说 明 两 个 电子 处 于 什么 态 ? 〈 提 示 : 自 旋 包 括 单 态 和 三 态 ) 

答案 :(2) 自 旋 单 态 . 

17.10 求 积 分 


| 
提示 :利用 球 谐 函数 的 母 函 数 展开 
1 


| 产 一 产 | 加 


2)P, (cos@) 《六 > 72) 


~ 
| 
© 


2 | 
Wek 
3 


1 二 一 
| mT | 


| 
S| 
Ws 
3 


2) P,(cosB) (ri >n) 


T 
oo 


以 及 加 法 公式 
了 (cosB) = Pi(cosY) PCcost9z ) 


+ 了 2 Pl™i (cosd ) PI”! (cos )cosm( 9p, 一 和 ) 
式 中 日 是 让 与 二 准 次 用、 


第 18 章 ”微观 粒子 的 散射 


散射 的 目的 是 探测 宏观 材料 或 微观 物质 (复合 粒子 ) 的 内 部 结构 . 著名 的 例子 
是 Rutherford 的 a 粒子 散射 实验 ,a 粒子 经 原子 散射 后 存在 大 角度 偏转 ,肯定 了 原 
子 的 核 状 结构 , 揭 开 了 人 类 研究 原子 结构 的 新 领域 . 在 前 面 各 章 中 我 们 主要 考虑 
Schrodinger 方程 的 束缚 态 解 , 能 量 本 征 值 是 分 立 的 、 量 子 化 的 . 而 在 散射 问题 中 ， 
人 射 波 和 散射 波 都 扩展 到 无 穷 远 处 , 故 是 Schr6dinger 方程 的 非 束 缚 态 解 ,能 量 可 
以 连续 变化 , 此 时 我 们 感 兴趣 的 是 粒子 被 散射 后 ,散射 到 各 个 方向 的 概率 . 在 量子 
力学 中 , 如果 在 散射 过 程 中 散射 和 被 散射 粒子 只 有 动能 交换 ,粒子 内 部 的 状态 没有 
变化 (如 内 部 电子 被 激发 或 电离 等 ), 则 这 种 散射 称 为 弹性 散射 ;反之 , 称 为 非 弹性 
散射 ,我 们 主要 考虑 弹性 散射 . 


18.1 散射 的 描述 方法 :微分 散射 截面 和 散射 振幅 


首先 介绍 两 个 基本 概念 
微分 散射 截面 : 设 一 东 粒 子 流 由 z= 二 一 2 向 粒子 A 射 来 ,A 称 为 散射 中 心 ,为 
了 方便 ,假定 A 的 质量 远大 于 人 射 粒子 的 质量 ,由 碰撞 而 引起 A 的 运动 可 忽略 ( 当 
然 散射 过 程 是 一 个 二 体 问 题 , 可 严格 求解 ). 如 图 18. 1. 1, 由 于 A 的 散射 ,人 射 粒 子 
流 发 生 9 角 ( 人 入射 方向 与 散射 方向 的 夹 角 ) 的 偏转 ,9 称 为 散射 角 . 显然 ,在 单位 时 
间 内 ,散射 到 极 角 8 方位 和 角 p 处 立体 和 角 do 一 dS/ 的 粒子 数 dN 与 人 射 粒子 流 强 
度 N (单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 入 射 粒子 流 方向 的 单位 面积 的 粒子 数 ) 和 d9 成 正 
比 , 即 
dN = ol9,9) NdnN (18. 1. 1) 


。 散射 中 心 A 探测 仪器 


散射 波 
图 18.1.1 粒子 的 散射 
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比例 系数 o(3,g) 称 为 微分 散射 截面 , 它 具 有 面积 的 量 纲 . 散射 理论 的 核心 问题 就 
是 如 何 求 微 分 散射 截面 oC9,9). 

散射 振幅 : 设 入 射 粒子 由 zx 方 向 的 平面 波 y,=Joexp(ikz) 表 示 , 具 有 固定 的 动 
量 p. 一 碾 , 属 于 动量 本 征 态 . 人 射 粒子 经 A 散射 后 , 波 函 数 由 两 部 分 构成 , 即 人 射 
波 与 散射 波 之 和 ;% 一 几 十 和 ,显然 ,散射 波 是 由 散射 中 心 向 外 发 散 的 波 ,在 虐 散 身 
中 心 足够 远 处 (实验 测量 一 般 在 距离 散射 中 心 A 较 远 处 ) ,被 散射 粒子 脱离 了 散射 
中 心 A 的 作用 ,散射 波 应 该 是 球面 波 , 即 具 有 形式 (证 明 见 18. 3 节 ) 


pr 00) = FD oxpCity) (18. 1. 2) 
注意 ;在 弹性 散射 中 ,k 的 大 小 不 变 , 仅 方向 变化 . (3,9) 称 为 散射 振幅 ,具有 长 度 
的 量 纲 . 


下 面 求 散射 振幅 f(9,9) 与 微分 散射 截面 oC9,q) 的 关系 . 入 射 粒子 和 散射 粒 
子 的 概率 流 密度 分 别 为 


二 议 of 、，OY _ 2 

Ji= 范 人 az 和 2) || 圭 N (18. 1. 3) 
_ 计 (3% Op,9) 1 

1:= 3 (4 3 六 一 内 2 7 7 || (18.1.4) 


J 表示 单位 时 间 内 穿 过 球面 上 单位 面积 的 粒子 数 , 故 散 射 到 极 角 9 方位 角 ? 处 立 
体 角 dQ 二 dS/7 的 粒子 数 dN 为 


dN= JdS 一 总 | yg [| fC9,p) 上 各 
= J| fC,9) 12d0 = N | fC9,9) |*dn (18. 1. 5) 
上 式 与 式 (18. 1. 1) 比 较 , 显 然 有 | 
ol9,9) 一 | fl9,9) | (18. 1.6) 


由 上 式 ,得 到 了 散射 振幅 /(9,9) 就 求 得 了 微分 散射 截面 oC9,9). 而 散射 振幅 (5， 
pp) 由 波 函 数 内 的 渐 近 特性 式 (18. 1. 2) 给 出 . 因此 归根 结 底 是 求解 散射 粒子 波 函 数 
满足 的 Schr6dinger 方程 


-ViytU Y= Ey (18. 1.7) 


其 中 U(r) 为 人 射 粒子 与 散射 中 心 A 的 相互 作用 势 ,下 一 已 起 /2 为 人 射 粒子 的 能 
量 .不同 的 是 ,我 们 只 要 求 方程 (18. 1. 7) 的 渐 近 解 就 可 以 了 ,而 不 用 求 整个 空间 的 解 . 
必须 说 明 的 是 ,上 述 理论 分 析 中 实质 上 作 了 三 个 近似 :@ 一 般 散射 中 心 A 不 
可 能 是 单一 的 ,实验 中 散射 对 往往 合 有 许多 散射 中 心 , 如 果 每 个 散射 中 心 的 距离 足 
够 大 ,可 以 忽略 由 不 同 散射 中 心 产生 的 散射 波 的 干涉 效应 ;散射 对 一 般 很 薄 , 人 
射 粒子 经 一 次 散射 后 就 离开 散射 对 ,完全 可 以 忽略 波 的 多 重 散 射 ;入 射 粒子 流 不 
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是 太 强 ,忽略 粒子 之 间 的 相互 作用 .但 另 一 方面 ,散射 截面 是 一 个 统计 的 概念 ,为 得 
到 较 好 的 统计 性 ,要 求人 射 粒子 流 又 不 能 太 弱 . 


18.2 分 波 法 :低能 粒子 的 散射 


假定 人 射 粒 子 与 散射 中 心 A 的 相互 作用 势 为 有 心力 势 U(r) 二 U(r) ,下 面 介 
绍 所 谓 分 波 法 求 微分 散射 截面 的 假定 人 射 粒 子 的 波 函 数 关于 = 轴 对 称 , 与 p 


由 exp(iRz) 一 hh 3 C2 Dkr) PiCeong) (18. 2. 1) 
其 中 i.(k7) 是 球 Bessel 函数 ， 它 的 渐 近 关系 为 
jC) 一 让 sin (如 一 至 ) (+ > co) (18.2.2) 


每 个 球面 波 称 为 分 波 . 男 一 方面 ,在 有 心力 场 U(r) 且 关于 > 轴 对 称 的 条 件 下 ,方程 
(18. 1.7) 的 解 可 展开 为 
Jr;9) 一 > RY (9,9) 一 ， /于 RiCr) PCcos9) (18.2.3) 
上 式 相 当 于 取 量 子 数 mm 一 0. Ri(r) 满 足 径 向 Schrodinger 方程 
1 d / ，dR， 2m -a _ LTD 
三 名 (7 他) +( 招 [EU] j 0 (18.2.4) 
当 >coo 时 ,UC7) 一 0, 令 (7) 二 rRi(r), 上 式 简化 成 


E+E 一 0 (18. 2.5) 


其 中 = 二 V2mE/f. 上 式 的 通 解 为 :ww (Cr) ee 因此 有 


RO ~ 2 sin (br 人 +6) (18.2.6) 
上 式 为 了 方便 ,引进 了 两 个 新 的 常数 A 和 6. 代入 式 (18 2. 3) 得 到 
JryD9) A 3 全 sin (一 彼 +8)PiCcosy) Cr 一 co) (18.2.7) 
与 式 (18. 1. 2) 比较 , 当 > 时 ， 应 该 有 
> 全 sin (tr 一朗 二 01)Picosd) 


f(9) 


一 | expCikz) 十 一 一 expGt)| (18. 2. 8) 


又 由 展开 式 (18. 2. 1) 和 (18. 2. 2) 得 到 
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于 外 sin (br 一朗 十 861)PiCcos) 


这 人 2+ Di (和 F)PiCcosy) 十 9 explikr ) (18. 2. 9) 
0 


把 三 角 函 数 写 成 指数 形式 得 到 
[2igf (9) + > (21+ Diew:P,(cosd) 一 之 Aieie mw2 Pi(cos5) |exp(ikr) 
[一 0 


一 [2) (21 + 1)ie?P,(cosy) 一 > A eid/2 P, (cosd) |exp(— ikr) =0 
l=0 
恒 成 立 的 条 件 是 
2igf (9) 十 >) (21 + 1) ew Pi(Ccos9) 一 2 AreiGrm2 Pi(Ccos9) 
一 0 
> (21+ 1)iem P(ecosd) 一 > Aierer-mw2 Pi(cos9) (18.2.10) 
一 0 
由 P, (cos9) 的 正 交 性 ,从 第 二 个 方程 可 得 


= (21 十 Ditew (18. 2. 11) 

代 人 方程 (18. 2. 10) 第 一 式 得 到 
2ikf (9) = > (27 十 1)P,(cos9)2iea sind, (18. 2. 12) 

故 散射 振幅 和 微分 截面 分 别 为 
f(9) = 二 之 (21 + 1) Pi(cosy) es sind, (18. 2. 13) 
o(9) 一 评 > (2 十 1D) PiCcos9)ea sing, | (18. 2. 14) 


将 式 (18. 2. 2) 与 式 (18. 2. 6) 比 较 可 知 :将 入 射 波 用 球面 波 展 开 后 ,散射 后 的 波 
函数 相当 于 每 个 分 波 有 一 个 确定 的 相 移 8 ,只 要 求 得 了 每 个 分 波 的 相 移 2 ,也 就 求 
得 了 微分 截面 . 对 相 移 》 的 正 负 判断 为 :如 果 U(r) 二 0, 则 二 0; ;如 果 U(7) 二 0, 表 
示人 人 射 粒子 与 散射 中 心 之 间 的 力 为 斥 力 , 粒 子 被 推 向 外 , 径 向 波 函 数 将 向 外 移 , 于 
是 人 二 0; 反 之 ,如 果 UGr)<<0, 说 明和 人 射 粒子 与 散射 中 心 之 间 的 力 为 吸力 ,粒子 被 
吸引 , 径 向 波 函 数 将 向 内 移 , 于 是 5, 二 0. 

必须 说 明 , 用 分 波 法 得 到 的 微分 截面 式 (18. 2. 14) 是 严格 的 ,但 在 实际 计算 中 
不 可 能 求 出 无 限 多 个 分 波 , 故 要 求 级 数 收敛 较 快 ,只 需要 求 几 个 分 波 . 设 散 射 势 的 
有 效 半径 为 <, 当 人 射 粒子 的 角 动量 民 > 加 (bb 为 人 射 粒子 的 动量 ) 时 ,粒子 的 轨道 
在 散射 势 的 有 效 半径 之 外 ,散射 可 忽略 . 故 可 以 把 之 pa 作为 估计 条 件 : 因 p 二 ik 
和 ?二 1 十 1]) 息 Cf)? , 即 当 Lka 时 ,散射 作用 可 忽略 . 于 是 式 (18. 2. 14) 只 要 
求 和 至 /过 ka 项 就 可 以 了 . 故 分 波 法 对 低能 粒子 散射 计算 比较 有 效 . 
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例 18.2.1 球 对称 势 阱 的 散射 . 
解 : 设 散 射 中 心 的 势 场 为 常 势 阱 , 即 
—U, ra 
U() = (18. 2. 15) 
0O， r>a 
假定 人 射 粒子 的 能 量 很 低 ,满足 te< 和 1, 于 是 式 (18. 2. 14) 中 求 和 只 要 保留 第 一 项 
/一 0 就 可 以 了 . 令 wm ( 门 一 mRo(r), 代 人 方程 (18. 2. 4) (注意 ;/ 二 0) 得 到 


2 2 
9 浆 十 Bo 一 0， ra; 次 十 名 mm =0, r>a (18.2.16) 
其 中 
pz 一 aE, p22 二 十 2 三 马 十 下 (18. 2. 17) 


方程 (18. 2. 16) 的 通 解 为 

ur) = A’sin(kT 二 0), ra 

uo (7) = Asin(kr 十 8o)， r>a 
由 RoC 二 wo《r)/r 在 r=0 处 有 限 条 件 得 到 6% 二 0; 在 +r 二 a 处 波 函 数 和 一 阶 导数 
连续 


(18. 2. 18) 


dRo (7) 一 dR。 (7) 


Ro lr) |。。 = Rolr) | aro; d | 好 |， (18. 2. 19) 
得 到 
‘sin(k‘a) = Asin(ka 
A 一 下 (18.2. 20) 
上 二 式 相 除 得 到 :& cotCk‘a) 二 kcotCka 十 66), 即 
6, = arctan [ 志 tanck'a) | 一 如 (18. 2. 21) 


当 &-~>0, 利 用 展开 arctanCx) 守 x，, 上 式 简化 为 
& = Btan(k'a) haa ka [ 
故 由 式 (18. 2. 14) 得 到 


o(9) = 立 | em sinB | 和 让 =a? [ 


tan(koa) _] 


18. 2. 22 
ee | <l1 ( ) 


tanCkoa) _ 1] 


18. 2. 23 
Ra (18 ) 


18. 3 了 Born 近似 :高 能 粒子 的 散射 


把 Schradinger 方 程 (18. 1. 7) 改 写成 形式 
(V+ ky = UY (18. 3. 1) 
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其 中 尼 三 2o 开 /下 为 人 射 粒 子 的 波 数 . 定义 Green 函数 


(Vi RGG,r) 一 一 SCryr) (18. 3. 2) 
则 方程 (18. 3. 1) 可 化 成 积分 方程 . 
Ar) = 内 (nm 一 到 | co UC pr dr (18. 3. 3) 
把 上 式 代入 方程 (18. 3. 1) 并 利用 (18. 3. 2) 可 直接 证 明 . 其 中 由 Cr) 是 齐 次 方程 
(V+ ki)p = 0 (18. 3. 4) 


的 通 解 . 对 散射 问题 , 取 J C7) 为 人 射 波 ; (7) 二 J(7) 二 Jexp(ik，r). 于 是 方程 
(18. 3. 3) 可 写成 


J = exp(k 7) — | Gr sr OU gr Yr 


= £7) + yr) (18. 3. 5) 
称 为 Lippman-Schwinger Wh 可 以 证 明 方程 (18. 3. 2) 的 解 , 即 Green 函数 为 
G(r,r’) = 让 二 二 7 Te*PCik |r—r |) (18. 3. 6) 

事实 上 , 式 (18. 3. 2) 可 用 Fourier ,名 分 法 求 之 设 
G(r,r ) 一 | gk’ ,r )expCik’ 。r) dk (18. 3.7) 


代 人 式 (18. 3. 2) 可 得 
1 exp(ik »。r’) 


gk ,r’) = CO perp (18. 3. 8) 
其 中 利用 
37 一 7) = 2 Bi | ep [ik’ «Cr rk (18. 3.9) 
因此 
,、_ 1 exp [i 。(r 一 rm)] ，， 
Glr,r ) < 到 | pp dk (18. 3. 10) 


对 角度 部 分 积分 ,并 利用 被 积 函 数 的 奇偶 性 ,把 对 的 积分 扩展 到 一 oo 


exp [ik’ 。(r 一 m)] 
Glr,r )= (2x 1 | 有 2 一 2 dk 
~ exp [这 ”| r—r | cosd],, 
= J ringd | Ph dl 
1 2x ff” kexpCk’ |r—r |)y,, 
和 (27)3 1 | r—r [| 及/2 一 k? dk 
! 1 of expdky) 
CQ)’ [rr | kik? dk’ (18. 3. 11) 
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其 中 w=|r 一 r |. 当 色 二 土 k 时 ,上 式 分 母 为 零 , 一 阶 奇 点 在 实 轴 上 . 为 了 求 出 积 
分 ,引进 虚数 
/ < exp(ik /7 
GOr) =— ca Tr | zn 站 人 jd (18. 3. 12a) 
其 中 e>0,e>0. 在 复 平面 上 ,上 式 的 两 个 极点 在 太一 土 (RTis), 位 于 上 半 平 面 的 
一 个 极点 是 二 十 ie, 取 上 半 平 面 的 积分 回路 ,利用 留 数 定理 得 到 
| exp(ik’'y) 
-0 Rk? — (k++ ie)? 


dj = lim2riRes(k + ie) — ix exp(iky) 


. 《18. 3. 12b) 
代入 式 (18. 3. 12a) 就 可 得 到 式 (18. 3. 6). 式 (18. 3. 6) 代 入 方程 (18. 3. 5) 得 到 
gr) = explik » r) 
mm | 宇和 |r 一 r |) 
2 天 Ir—r | 
上 式 为 积分 方程 ,求解 比较 困难 . 但 当 平 均 作用 势 口 较 小 (意义 下 面 讨论 ) 时 可 用 
迭代 法 求解 
0 级 近似 , 即 为 人 射 波 


UCr yr dr (18. 3. 13) 


fOr) 2 foexplik » 7r) (18. 3. 14) 
1 级 近似 , 称 为 Born 近似 
内 D Cr) < 加 exp( 达 。 门 


m (ed |) 
2 下 | 一 | 


UGr)yo Cr)dr (18.3.15) 
2 级 近似 
几 2 (Cr poexplik » 7) 


了 explCikg | 了 一 于 |) (1) dr 7 18 3 16 
zz | UY (7) (18. 3. 16) 


首先 利用 Lippman-Schwinger 方程 (18. 2. 13) 来 证 明 式 (18. 1. 27: 在 远 场 |r| 污 
Ir|, 式 (18. 3.13) 中 分 母 可 作 近 似 1/1r 一 r 121/1r| ,而 分 子 作 近似 
17 一 rm | 一 (天 一 27 rr (1 一 一 一 ) (18. 3.17) 
代入 方程 (18. 3. 13) 得 到 
(ikr ) 和 j fj dd HA 
br 一 co) 一 一 2 2 | exp(— ike, » r OUCr Oper )dr 


其 中 e 是 散射 方向 的 单位 矢量 , 仅 与 9 和 gq 有关 ,与 式 (18.1.2) 比较, 显然 存在 
关系 


m i; op / /N13 .3. 
f(9,9) = pr | exp(— iker er UCr yr )dr (18. 3. 18) 
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这 就 证 明了 式 (18. 1. 2). 

显然 方程 (18. 3. 13) 的 零 级 近似 没有 给 出 散射 信息 . 考虑 一 级 近似 , 即 Born 近 
似 ,利用 近似 式 (18. 3. 15) 得 到 
my explikr) 
2 天 
其 中 q==ke, 一 上, 显然 有 #g 是 散射 过 程 中 粒子 动量 的 转移 . 因此 在 Born 近似 下 散射 
振幅 为 


fv C7) 一 一 | ao)expC- ig .r)dr (18.3.19) 


f(9,9) ~ 一 地 ;| UCr Yexp(— iqg er dr (18. 3. 20) 


因 ke, 与 上 大 小 相等 ,与 ke, 的 夹 角 为 8,g 一 2&sin(8/2). 当 粒 子 与 散射 中 心 A 的 
相互 作用 势 为 有 心力 势 U(r) 二 U(7) 时 ,积分 过 程 中 取 9q 为 z 方向 , 式 (18. 3. 20) 简 
化 成 


2 7 人 .wo 人 7 7 .4 / 
(op 一 5 |, dp | sin9 d9 | rdr U(r )exp(— igr cosw ) 
=— | Usin(g dr = /9) 
gq 0 


可 见 散 射 振幅 与 p 无关. 最 后 求 得 在 Born 近似 下 的 微分 散射 截面 为 


oo) = ( 吕 ) 个 rUcrysinCor' dr | (18. 3. 21) 
下 面 简单 说 明 Born 近似 的 适用 范围 . 设 有 效 作 用 半径 ( 力 程 ) 和 平均 作用 势 分 
别 为 a 和 事 , 方 程 (18. 3. 13) 右 边 积分 中 用 y, 代替 y 的 条 件 显然 是 yy , 即 波 函 
数 变 化 不 大 . 散射 前 粒子 的 动量 在 = 方向 ,散射 后 产生 工 和 y 方向 的 分 量 (但 大 小 
不 变化 ) , 波 函 数 变 化 较 小 意味 着 ,z 和 > 方向 的 动量 分 量 较 小 , 即 
Ap < 站 (18. 3. 22) 
在 力 程 范围 内 , 粒子 动能 变化 AE 一 了 , 故 Ab 一 mAE/p<zmmU/p, 代 入 上 式 得 到 
Born 近似 的 条 件 为 
m4 1 (18. 3. 23) 
即 要 求人 射 粒子 有 较 大 的 动量 . 因此 Born 近似 一 般 适 用 于 高 能 (一 MeV) 和 人 射 粒 
子 的 散射 . 
例 18.3.1 屏蔽 Coulomb 场 中 粒子 的 散射 . 
解 : 高 速 带电 粒子 (电量 为 Ze) 被 中 性 原子 散射 ,散射 中 心 的 原子 核 被 核 外 


电子 屏 项 ,这 种 屏蔽 的 Coulomb 场 可 表示 为 
Un 一 一 ZZe? 1 


Lexp ( -) (18. 3. 24) 
式 中 Z 和 a 分 别 为 散射 中 心 的 原子 序 和 有 效 屏 项 半径 . 上 式 代 入 式 (18. 3. 21) 


4reo 地 a 
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得 到 


a) | oe (ner 


和 (总 人 ) (5 rz) 
( 积 ZZe’ ) 1 
f° 4xeo (g++ 1/a) 
车 人 射 粒子 能 量 很 高 ;ga 二 2kasinC(3/2) 污 1, 则 上 式 可 近似 为 
/ 2 、2 
cg 一 (Se ) 3 (hy) CD 
即 为 经 典 的 Rutherford 散射 公式 . 注意 :上 式 成 立 的 条 件 与 9 有关, 只 有 5 较 大 时 
才 成 立 . 


0(9) 一 ( 


(18. 3. 25) 


(18. 3. 26) 


18.4 全 同 粒子 的 散射 


以 上 假定 人 射 粒子 B 与 散射 中 心 A 粒子 不 同 ,并 且 A 的 质量 远大 于 人 射 粒子 
B( 因 此 可 以 假定 A 不 动 ). 如 果 A 和 B 是 全 同 粒 子 , 则 A 和 B 的 质量 相同 ,必须 用 
质心 坐标 系 来 处 理 二 体 问题 ;此 外 ,A 和 B 作为 一 个 全 同 粒 子 系统 , 波 函 数 必须 满 
是 交换 对 称 性 . 
在 碰撞 发 生前 ,入 射 粒子 B 在 实验 室 坐 标 中 速度 为 mw 县 A 不 动 ,质心 的 运动 
速度 为 
Mr, 十 Mr Mo ve 


二 M + M, 一 M, + M. (18. 4. 1) 
B 和 A 相对 质心 的 运动 速度 分 别 为 
MM, vb ， 站 Mo ve 


从 一 多 一 六 一 Vs 二 (18. 4. 2) 


对 十 Mi; TT M+M, 
如 果 A 各 是 全 同 的 粒子 ,那么 总 二 Ww/2; 允 二 一 Ww/2, 妓 A 和 B 相对 质心 的 运动 
速度 大 小 相等 ,方向 相反 . 引进 相对 坐标 r 一 产 一 m,B 相对 于 A 运动 的 
Schr6dinger 方程 为 


[一 皆 W+Ud r 1) Bn = FBO) (18. 4.3) 


上 式 中 V: 仅 对 相对 坐标 r 一 r, 一 rs 作用 ,wm 为 折合 质量 4 一 mm/2. 碰撞 发 生前 ,B 相 
对 于 A 为 十 z 方 向 传播 的 平面 波 , 即 
加 = Boexplik | r | cos9) (18. 4. 4) 
注意 8 为 质心 坐标 中 的 散射 角 . 碰撞 发 生 后 , 波 函 数 为 
Br) = B07) Br) (18. 4. 5) 
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由 于 A 和 BB 是 全 同 的 粒子 ,r。, 和 rs 交换 后 , 波 函 数 应 该 是 对 称 或 反对 称 的 ,而 rr 和 
rb 交换 相当 于 变换 

r>—r; >x—9; p+oy (18. 4. 6) 
对 称 或 反对 称 的 波 函 数 为 

Bsalr)= [BB [BC 7 +D(—r)] 

一 1LG(r 士 十 (一 门 ] 十 [@(Cr) 土 五 (一 门 ] (18. 4.7) 

当 |zr|->ce 时 ,上 式 的 渐 近 表达 式 为 
Bsal|r|—> 00)= Bo {explik |r | cosd) texp[ig |r | cos(x—]) 


十 [A 2exp(GR | 7 |) + A 站 ?expGeirD] 


一 Go [exp( 这 | r | cos9) + exp(—ik |r | coso9)] 
十 本 [Fe 四 士 Fr 一 gx 十 内 ] pee 
因此 微分 散射 截面 为 
asA(8D) 一 | Fo) tf rd rt op) | 
= |fC9,p 1+ | fxd rt 9p)? 
+2Re[f* 3,9)f rx— drt 9p)] (18. 4. 8) 
显然 最 后 一 项 是 干涉 项 ,纯粹 是 量子 效应 ,是 由 粒子 的 全 同性 引起 的 . 
如 果 考 虑 粒子 的 自 旋 波 函数 ,以 电子 -电子 散射 为 例 , 总 波 函 数 (空间 部 分 乘 自 
旋 部 分 ) 应 该 是 反对 称 的 . 对 两 个 电子 组 成 的 体系 , 自 旋 态 可 以 是 单 态 XA(CS 一 0) 或 
三 重 态 鸡 (c=1,2,3)(CS 一 1). 单 态 自 旋 波 函数 Xs 反对 称 , 故 要 求 空间 波 函 数 是 交 
换 对 称 的 . 于 是 


as(2,p) 一 [fp + fxr— ort pl (18. 4. 9) 
二 重 态 自 施 波 函数 对 称 ， 故 要 求 空间 波 函 数 是 交换 反对 称 . 于 是 
aads9) = |f O90 一 Fr 一 gr 十 的 | (18. 4. 10) 


设 人 射电 子 东 与 电子 靶 均 未 极 化 ,统计 来 说 ,有 1/4 和 3/4 的 电子 分 别处 于 单 
态 和 三 重 态 . 因此 微分 散射 下 


o(9,9)= 了 oA(9,9) 十 地 TC9,9) 
一 | fC9,9) | +| fxm,rx+g) | 
— 坟 Re [fFf* Cp fr md nt 9)] (18. 4. 11) 


可 见 考虑 自 旋 后 微分 散射 截面 有 较 大 的 变化 . 
例 18.4.1 两 个 自 旋 为 1/2、 质 量 为 mm 的 全 同 粒子 间 存 在 “屏蔽 ?Coulomb 势 
相互 作用 
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2 


U(r) = 


ee 
ner Pp Ar) (18. 4. 12) 


式 中 1/2 为 “屏蔽 ”长 度 . 设 有 一 散射 实验 ,其 中 :(1) 每 个 粒子 在 质心 坐标 系 中 都 具 
有 能 量 E, 设 玉 很 大 ,但 仍 是 非 相 对 论 的 ;(2) 入 射 粒子 的 自 旋 取向 是 随机 的 . 求 散 
射 截面 . 

解 : 在 质心 坐标 系 中 ,两 粒子 是 完全 对 称 
的 . 相当 于 在 两 粒子 连 线 中 点 ,有 一 个 固定 的 力 心 
(如 图 18. 4. 1) , 力 心 与 人 射 粒 子 的 作用 势 为 


2 


U(o) = z 一 exp( 一 20) (18.4. 13) 


8reoo 
其 中 p 一 /2 为 两 粒子 距离 的 一 半 . 由 于 巨 很 大 ， 
可 采用 Born 近似 , 故 一 级 近似 为 国 18.41 两 个 全 同 粒子 的 贡 剖 
f(9) 一 一 32 [UBexp cig pep 
me? me? 


一 一 Aneogh? | exp(— 2X0)sin(go) dp 一 一 [十 妈 可 (18. 4. 14) 


其 中 g 一 2ksin(9/2). 考虑 到 全 同 粒子 的 交换 对 称 性 ,对 自 旋 单 态 ,空间 波 函 数 必须 
对 称 


os 一 | f(DWDTf rm—D| (18. 4. 15) 
而 对 自 旋 三 重 态 ,空间 波 函 数 必须 反对 称 
oa 一 | FC9) 一 Fr 一 见 (18. 4. 16) 
于 是 
1 ae2 YY 1 1 2 
中 一 到 (2 和) [Ba TF + co Fx] (18. 4. 17) 
以 及 
_1/me’ \ 1 1 ? 
‘= 了 (ei) [Ear ca FR | (18. 4. 18) 
因 和 人 射 粒子 的 自 旋 取 向 是 随机 的 , 故 总 散射 截面 为 
ot = Tos + oa 
_1 ( me? ) (k? 十 212)2 十 3Rt cos49 
16 \4neofi:) [kh sin: (9/2) + A J Lk? cos: (9/2) + A] 
(18. 4. 19) 
习 题 18 


18.1 质量 为 m 的 粒子 在 三 维 情形 下 与 一 个 球 对 称 势 作用 U (二 一 CC 一 
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a) ,其 中 C 为 正 的 常数 . (1) 求 存在 一 个 束缚 态 的 C 的 最 小 值 ; (2) 求 低速 入 射 粒 
子 的 微分 散射 截面 及 角 分 布 . (提示 :(1) 令 波 函数 为 yr,3,9) 二 RCr)Yim (9,92) 对 
径 向 方程 积分 求 一 a 处 的 边界 条 件 ;(2) 用 关系 z+ 之 1 一 exp( 一 Xx) (zx 之 0);(3) 考 
虑 /二 0 波 ) 


sa pa 
答案 :(1) Con 二 1/a3(2) sinpo 和 一 raC785， 


18.2 在 Born 近似 下 计算 质量 为 m 的 粒子 被 作用 势 UCr) 三 g6Cr) 散 射 的 微 
分 截面 . 


m?g? 
答案 : :0(9) 二 和 i 。 


18.3 一 个 质量 为 m\ 电 荷 为 e, 动 量 为 p 的 粒子 在 一 个 球 对 称 电荷 分 布 产生 
的 静电 势 中 散射 . 设 电荷 分 布 eC7) 满 足 
jear=0 和 |2pdr 一 A (A 为 常数 ) 


在 Born 近似 下 求 微分 散射 截面 在 3 二 0 的 值 . (提示 :Coulomb 势 方程 为 
VU =— p(7) /eo 


对 p() 求 Fourier 变换 
F(g) = [oexpliq ,mdr 
求 得 
[Uexpdiq . Dar = 企 FCg) 


然后 用 8 二 0 条 件 指数 作 展 开 ) 
答案 :oC09) = 二 A?m?e:/(9#). 
18.4 用 Born 近似 计算 质量 为 m 的 粒子 被 势 U(7) 二 Aexp( 一 /a ) 散 射 的 
微分 截面 . 
答案 :oC09) 一 A -rexp(— CE ),g=2ksin 5. 
18.5 用 Born 近似 求 1keV 的 质子 被 基态 氢 原 子 散 射 的 微分 截面 . (提示: 
(1) 在 质心 坐标 系 内 ,两 质子 的 相对 能 量 为 E, 二 0. 5keV; (2) 氢 原 子 核 外 电子 看 
作 “ 电 子 云 9 ,作用 势 为 
e2 _oCr ) / 
oo 到 | 相生 
对 处 于 基态 的 所 原子 
pmD =| po |* — exp (一 2 志 )】 
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《3) 利用 公式 
| “nD A 
六 
(4) 质子 和 氧 原子 核 是 全 同 粒子 


三 重 态 oo 二 | 了 (9) 一 f(x 一 上 |; 单 态 os= 二 | C9) 十 f(r 一 上 | 
总 微分 截面 为 son 十 二 os) 


ez 
答案 :/(5) 二 ri sin? 7 (= [1+a?pk? i C9/2) 
18.6 用 Born 近似 计算 中 子 - 中 子 散射 的 微分 截面 . 假设 散射 势 对 于 自 旋 三 
重 态 为 零 ,而 对 于 自 旋 单 态 为 
UCD = Uo PEAT) 
7 


对 无 规 自 旋 取向 的 初始 态 计 算 截 面 . 
答案 : f(0)=— 92hsin 
gq’+p 


os 一 | /9 十 Fr 一 吃 | ,总 微分 截面 为 rc 一 os/4. 
18.7 自 旋 为 1/2 的 全 同 粒子 的 相互 作用 势 为 
Ug *0, ra 
0， 7Q 
求 低能 情况 的 微分 散射 截面 . (提示 :(1) 利用 S: 一 (5 十 $,)?, 势 简化 为 
3Uo，7 委 4 
0， r>a 
(2) 只 考虑 /==0 的 波 ,空间 波 函 数 对 称 , 自 旋 波 函 数 应 该 反对 称 , 因此 只 要 考虑 
单 态 ) 


[3mU. | 
答案 :6, 二 ha (ee —1) 1)， 名 二 sn, k= 2 


18.8 自 旋 为 1/2 的 粒子 流 被 固定 不 动 的 重 粒子 散射 ,相互 作用 势 为 
可 一 CS .S67 —r2) 
求 对 自 旋 初 态 作 平均 后 的 微分 散射 截面 . 


答案 :cs(9) 一 (下 2) Isis S12,S1 + $= 专 (S’—Sf—S2). 


UTC = | 


U(r) = [ 


单 态 ;S 一 0, 三 重 态 S 一 1;o 一 二 os 十 业 on。 
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在 前 面 各 章 中 ,没有 涉及 到 系统 的 热学 性 质 . 特别 是 对 弹性 体 和 流体 的 运动 ， 
以 讨论 它们 的 动力 学 性 质 为 主 . 但 它们 的 热力 学 性 质 往往 是 必 不 可 少 的 . 任何 系统 
(包括 弹性 体 和 流体 ) 都 是 由 微观 粒子 组 成 的 ,系统 的 行为 总 是 个 别 粒 子 行为 的 集 
体 表现 . 如 果 给 出 每 个 粒子 的 状态 (包括 力学 状态 和 电磁 学 状态 等 ) , 则 系统 的 状态 
就 可 以 完全 确定 下 来 . 但 当 系统 包含 数量 级 为 10” 个 粒子 (原子 或 分 子 ) 时 ,给 出 每 
个 粒子 的 状态 是 不 可 能 的 ,也 没有 必要 . 对 于 大 数 粒子 系统 ,个 别 粒 子 的 运动 细节 
已 退 居 极 次 要 地 位 ,实际 上 只 要 用 少数 宏观 参量 就 可 描述 大 数 粒 子 系统 的 宏观 行 
为 . 热力 学 研究 的 是 大 数 粒 子 组 成 的 宏观 系统 ,并 且 在 研究 系统 的 物理 性 质 时 , 热 
力学 只 研究 宏观 参量 的 平均 值 ,而 完全 忽略 涨 落 . 当 研究 的 问题 涉及 到 小 尺度 或 者 
粒子 数 较 少 情况 时 , 涨 落 不 能 忽略 ,必须 用 统计 物理 学 ,我 们 将 在 第 24 章 中 讨论 . 
因此 热力 学 属于 宏观 物理 学 , 它 以 能 量 在 转化 过 程 中 的 两 条 基本 定律 为 基础 ,结合 
具体 现象 中 的 经 验 规律 来 研究 过 程 中 各 种 物性 变化 之 间 的 联系 ,不 涉及 物体 的 微 
观 结构 和 粒子 的 运动 . 


19.1 热力 学 系统 的 基本 概念 :平衡 态 和 热力 学 过 程 


首先 介绍 热力 学 系统 ,平衡 态 和 状态 参量 的 概念 . 

系统 : 指 从 相互 作用 着 的 物体 系 中 划分 出 来 的 .需要 研究 的 那 一 部 分 物质 , 它 
总 是 宏观 且 有 限 的 . 所 有 其 余 的 与 系统 相互 作用 的 物体 或 物 系 称 为 外 界 . 根据 系统 
与 外 界 的 相互 作用 情况 ,又 可 分 为 :与 外 界 既 没有 物质 交换 也 没有 能 量 交换 的 系统 
称 为 孤立 系统 ; 与 外 界 没 有 物质 交换 ,但 有 能 量 交换 的 系统 称 为 闭 系 统 ; 与 外 界 既 
有 物质 交换 ,也 有 能 量 交换 的 系统 称 为 开 系统 . 当然 ,绝对 意义 上 的 孤立 系统 是 不 
存在 的 ,对 系统 进行 测量 要 求 外 界 对 系统 施加 作用 ,并 从 系统 取得 反馈 信息 ,这 就 
破坏 了 系统 的 孤立 性 ,但 当 系统 与 外 界 的 相互 作用 十 分 微弱 ,其 相互 作用 能 量 远 小 
于 系统 本 身 的 能 量 时 ,我 们 可 以 把 系统 看 作 孤 立 系统 . 所 以 孤立 系统 的 概念 是 一 个 
理想 的 极限 概念 ,在 热力 学 和 统计 物理 学 中 十 分 重要 和 有 用 |. 

平衡 态 :经 验 指出 ,一 个 孤立 系统 ,不 论 其 初 态 如 何 复杂 ,经 过 足够 长 的 时 间 
后 ,将 会 达到 这 样 的 状态 ,系统 的 各 种 宏观 性 质 在 长 时 间 内 不 发 生 任何 变化 ,这 样 
的 状态 称 为 热力 学 平衡 态 . 对 非 孤 立 系统 ,可 以 把 系统 与 外 界 合 起 来 作为 一 个 复合 
的 孤立 系统 ,然后 根据 平衡 态 的 定义 ,判断 系统 是 否 处 于 平衡 . 因此 非 孤 立 系统 平 
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衡 态 不 仅 对 系统 ,而 且 对 外 界 媒 质 都 有 要 求 . 

关于 平衡 态 的 几 点 说 明 

1. 系统 由 其 初始 状态 达到 平衡 状态 所 经 历 的 时 间 称 为 弛 豫 时 间 , 弛 豫 时 间 的 
长 短 由 趋向 平衡 的 过 程 性 质 确定 . 如 在 扩散 现象 中 ,浓度 的 均匀 化 在 气体 中 仅 需 要 
几 分 钟 ,而 在 固体 中 则 达 数 小 时 ,甚至 更 长 的 时 间 ; 

2. 在 平衡 状态 ,系统 的 宏观 性 质 虽然 不 随时 间 变 化 ,但 组 成 系统 的 微观 粒子 
仍 在 不 断 的 运动 中 ,只 是 这 些微 观 粒子 运动 的 统计 平均 效果 不 变 而 已 . 因此 热力 学 
的 平衡 状态 是 动 平衡 ,或 称 为 热 动 平衡 . 与 力学 中 的 平衡 有 大 的 区 别 ; 

3. 在 平衡 状态 ,系统 宏观 物理 量 的 数值 仍 会 发 生 或 大 或 小 的 涨 落 , 这 种 涨 落 
在 适当 的 条 件 下 可 以 观察 到 ,这 是 统计 平均 的 必然 结果 . 对 于 宏观 物体 ,在 一 般 情 
况 下 , 涨 落 可 以 忽略 不 计 . 在 热力 学 中 ,我 们 不 考虑 涨 落 ,而 认为 系统 宏观 物理 量具 
有 确定 的 数值 . 

状态 参量 :平衡 态 可 由 几 个 宏观 物理 量 来 确定 , 称 为 状态 参量 . 状态 参量 分 为 
四 类 , 即 几何 参量 (如 流体 的 体积 和 固体 的 应 变 张 量 ) 力学 参量 (如 流体 的 压强 , 固 
体 的 应 力 张 量 等 ) .化 学 参量 (如 混合 气体 中 各 气体 的 组 分 等 ) 和 电磁 参量 (如 考虑 
系统 为 电介质 或 磁 介质 ,电磁 参量 包括 电场 或 磁场 强度 ,电极 化 或 磁极 化 强度 )， 

状态 参量 又 可 分 为 内 参量 和 外 参量 . 外 参量 决定 于 外 界 的 状态 ,如 容器 的 体 
积 、. 电 磁场 强度 ,这 些 都 与 系统 本 身 的 性 质 无 关 . 在 热力 学 里 ,这 些 参量 常 作为 外 界 
条 件 给 出 ;内 参量 取决 于 系统 内 部 粒子 的 运动 状态 ,如 压强 ,取决 于 系统 中 微观 粒 
子 的 热 运动 和 粒子 之 间 的 相互 作用 :电介质 或 磁 介 质 中 的 电极 化 和 磁极 化 强度 决 
定 于 分 子 的 电 侦 极 矩 和 磁 偶 极 矩 的 大 小 以 及 它们 的 取向 分 布 , 一 个 十 分 重要 的 内 
参量 是 温度 T, 表 征 物 体 的 冷 热 程度 , 它 代表 热 运动 的 强度 ,只 有 对 宏观 系统 (分 子 
数 N 一 102) ,温度 才 有 意义 . 后 面 我 们 将 给 温度 一 个 严格 的 定义 . 

经 验 表 明 , 当 系 统 达 到 平衡 后 ,内 参量 依赖 于 外 参量 . 例如 气体 的 压强 与 体积 
有 关 , 电 或 磁 的 极 化 与 外 加 电场 或 磁场 有 关 . 但 是 仅 用 外 参量 不 能 完全 确定 系统 的 
平衡 状态 ,还 必须 加 上 一 个 内 参量 (一 般 取 为 温度 或 者 系统 的 能 量 ) 才 能 唯一 地 确 
定 一 个 平衡 态 . 而 系统 的 其 他 内 参量 都 可 以 用 外 参量 和 温度 来 表示 . 

热力 学 量 又 可 以 分 为 二 类 , 即 广 延 量 和 强度 量 . 前 者 与 系统 的 质量 或 物质 的 量 
成 正比 ,如 质量 闷 ,体积 了 ,总 磁 矩 M 等 ;后 者 与 系统 的 质量 或 物质 的 量 无 关 ,如 压 
强 pb. 温度 .磁场 强度 吾 等 . 这 一 特性 仅 在 系统 的 粒子 数 N-~co ,体积 V 一 = 而 密 
度 N/V 有 限 才 成 立 . 这 一 极限 称 为 热力 学 极限 . 

热平衡 定律 : 设 物体 1 和 物体 2 各 自 与 物体 3 达到 热平衡 ,那么 1 与 2 也 达到 
热平衡 ,这 个 经 验 称 为 热平衡 定律 ,也 称 为 热力 学 第 零 定律 . 考虑 简单 的 pV 系 
统 , 如 果 1 与 3 达到 热平衡 ,一 定 存 在 关系 

Xi CPi Visps Vs) 一 0 (19. 1. 1) 
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由 上 式 可 以 解 出 
ps = B13 (pi ,VisV;) (19. 1. 2) 
同样 ,如 果 2 与 3 达到 热平衡 ,一 定 存 在 关系 
Xas (ps Vasp,sVi) — 0 (19. 1. 3) 
上 式 可 以 解 出 
p; = Dos (ps, ,Vz ;V3) (19. 1. 4) 
因为 1 和 2 都 与 3 达到 热平衡 ,由 上 式 和 方程 (19. 1. 2) 得 到 
Ga (pb VsV3) = Dos Cp, VsV3) (19. 1. 5) 
而 由 热平衡 定律 ,1 与 2 也 达到 热平衡 , 即 存在 关系 
Xp Vstp Vs) =0 (19. 1. 6) 


上 式 应 该 从 方程 (19. 1. 5) 直接 推 得 . 因此 方程 (19. 1. 5) 两 边 的 Vs 变量 应 该 可 以 
消去 ,得 到 
g1CP1 V1) = g;2(p, ,V2) (19. 1.7) 
说 明 : 当 1 与 2 处 于 热平衡 状态 时 ,存在 态 函 数 ( 即 只 与 系统 的 状态 有 关 )gi (pi， 
VD 和 gs《p,，V2) ,它们 相等 ,这 个 态 函 数 就 是 温度 工 因此 处 在 平衡 态 下 的 系统 ， 
存在 态 函 数 温度 工 ,表征 物体 的 冷 热 程 度 . 热平衡 定律 的 重要 性 在 于 定义 了 温度 这 
个 态 函 数 . 
热平衡 定律 不 仅 给 出 了 温度 的 概念 ,而 且 指 明了 比较 温度 的 方法 ， 由 于 互 为 热 
平衡 的 物体 具有 相同 的 温度 ,在 比较 两 个 物体 的 温度 时 ,不 需要 将 两 物体 直接 进行 
热 接触 ,只 须 取 一 个 标准 的 物体 分 别 与 这 两 个 物体 进行 热 接 触 就 行 了 . 这 个 作为 标 
准 的 物体 就 是 温度 计 . 要 定量 地 确定 温度 的 数值 ,还 必须 对 不 同 的 冷 热 程度 给 予 数 
值 的 表示 , 即 确定 温标 . 现在 人 们 约定 用 理想 气体 温标 作为 标准 . 以 定 容 气 体温 度 
计 为 例 , 保 持 气 体温 度 计 中 的 体积 不 变 , 以 气体 压强 随 其 冷 热 程度 的 改变 作为 标志 
来 规定 气体 的 温度 ,并 且 规 定 纯 水 的 三 相 点 温度 (水 、. 冰 和 水 蒸气 三 相 平衡 共存 的 
温度 , 见 第 20 章 讨 论 ) 为 273. 16K. 以 p, 表示 在 三 相 点 下 温度 计 中 气体 的 压强 , 当 
温度 计 中 气体 的 压强 为 p 时 ,规定 这 时 气体 的 温度 为 Ty 


T, = 273. 16K > (19. 1. 8) 
显然 这 样 规 定 的 温标 与 气体 的 性 质 有 一 定 的 关系 (尽管 关系 很 小 ). 实验 表明 ;在 压 


强 趋 于 零 的 极限 下 ,各 种 气体 所 确定 的 Ty 趋 于 一 个 共同 的 极限 值 ,这 个 极限 温标 
称 为 理想 气体 温标 ,用 了 表示 | 


T = 273. 16K x lim ; (2) (19. 1.9) 


式 中 为 温度 的 单位 . 在 热力 学 第 二 定律 ( 见 19. 3 节 讨 论 ) 的 基础 上 可 以 引入 一 
种 不 依赖 于 任何 具体 物质 特性 的 温标 , 称 为 热力 学 温标 . 热力 学 温标 是 热力 学 理论 
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和 近代 科学 使 用 的 标准 温标 . 可 以 证 明 : 在 理想 气体 温标 可 以 使 用 的 温度 范围 内 
(在 极 低温 ,必须 考虑 量子 气体 效应 ,温度 与 压强 不 是 简单 的 线性 关系 , 见 第 22 章 
讨论 ) ,理想 气体 温标 与 热力 学 温标 一 致 ,我 们 将 在 19. 3 节 讨 论 . 

物 态 方 程 :实验 表明 一 个 热力 学 系统 的 平衡 态 可 以 由 它 的 状态 参量 ( 即 几 何 参 
量力 学 参量 .化 学 参量 和 电磁 参量 的 数值 确定 . 热平衡 定律 表明 了 在 平衡 状态 下 
热力 学 系统 存在 态 函 数 温度 . 物 态 方程 就 是 给 出 温度 与 状态 参量 之 间 的 函数 关系 
的 方程 . 在 热力 学 理论 中 , 物 态 方程 只 能 由 实验 决定 ,但 在 统计 力学 中 ,只 要 给 出 了 
组 成 系统 的 分 子 .原子 或 离子 之 间 的 相互 作用 力 ,原则 上 可 从 统计 物理 理论 导出 物 
态 方程 . 对 气体 .液体 和 固体 等 简单 的 热力 学 系统 ,可 以 用 体积 Y 和 压强 p( 称 为 
p 一 V 系 统 ) 来 描述 它们 的 平衡 态 . 注意 :如 果 考 虑 固体 的 弹性 动力 学 性 质 ,或 者 如 
果 液 体 存在 黏 灌 , 就 不 能 简单 地 用 压强 描述 ,由 第 3 章 和 第 4 章 讨论 可 知 ,必须 引 
入 应 力 张 量 来 描述 . 

一 个 重要 的 物 态 方程 是 理想 气体 的 物 态 方程 , 即 

pV = NksT (19. 1. 10) 
其 中 N 是 分 子 数 ,ks 是 Boltzmann 常量 . 理想 气体 反映 了 各 种 实际 气体 在 压强 趋 
向 于 零 时 的 共同 极限 性 质 . 在 一 般 压 力 和 温度 条 件 下 ,实际 气体 可 近似 于 理想 气 
体 ,因此 在 精确 度 允 许 的 范围 内 ,往往 把 气体 当 作 理 想 气 体 . 理想 气体 是 一 个 十 分 
重要 的 理论 模型 . 对 液体 和 固体 系统 , 写 出 统一 的 物 态 方程 是 困难 的 ,一 般 通 过 实 
验 测量 液体 和 固体 的 体 膨 胀 系数 a 和 等 温 压 缩 系数 7r 获得 有 关 物 态 方程 的 信息 . 
系数 a 和 wz 定义 如 下 


1 /WV __ 11aV 


“TV ($4),; “TV (8s), 
体 膨胀 系数 a 的 含义 为 ;在 压强 保持 不 变 的 条 件 下 ,温度 升 高 1K 所 引起 的 物体 体 
积 的 相对 变化 ;等 温 压 缩 系数 er 的 含义 为 ;在 温度 保持 不 变 的 条 件 下 ,增加 单位 压 
强 所 引起 的 物体 体积 的 相对 变化 . 
例 19.1.1 条 和 的 和 a 和 等温 让 入 系数 < 分 别 为 


a 一 示 (1 十 (1 十 
其 中 a 为 常量 , 求 物 态 方程 . 
解 : 设 气体 的 物 态 方程 为 p 二 p(T,V) ,其 微分 表达 式 为 
dp= (54), dT 十 (355). dy 


一 (部), (路 )ar+ (830), 


(19. 1.11) 


说 和 ) KT 一 p ys) (19. 1. 12) 


-2dT— dy (19. 1. 13) 
KT Vkr 
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上 式 中 应 用 了 隐 吗 数 微分 关系 (见习 题 19. 1) 


(3#) (), (入), 一 一 1 (19. 1. 14) 


把 方程 (19. 1. 12) 代 人 式 (19. 1. 13) 
dp 1 [ 千 SAS 2 ]a 
p 1+a/(VT’) 
_dT dv df[a/(VT’)] 
T VV 1+a/(VT’) 


1 
ET 


(19. 1. 15) 


积分 后 得 到 
lInp = lnT— lnV— ln (1 + vy) 十 lnC (19. 1. 16) 
其 中 C 是 积分 常数 . 上 式 即 为 
CT 
二 一 一 (19. 1. 17) 
a 
Vv Qt 二) 
为 了 决定 常数 ,考虑 
limpV 一 CT (19. 1. 18) 


气体 趋向 理想 气体 ,比较 方程 (19. 1. 10) 得 到 C= Nks. 

研究 处 于 平衡 态 永 远 不 变 的 系统 意义 不 大 ,一 个 热力 学 系统 总 要 发 生变 化 ,如 
压强 ,体积 和 温度 的 变化 . 热力 学 系统 的 状态 变化 称 为 热力 学 过 程 . 下 面 介 绍 几 种 
特殊 的 热力 学 过 程 . 

可 逆 过 程 : 当 外 界 按 原 过 程 的 首 过 程 恢复 到 原状 态 时 ,系统 亦 将 按照 自己 的 逆 
过 程 回 到 初 态 , 那 么 这 个 过 程 称 为 可 逆 过 程 ,反之 称 为 不 可 逆 过 程 . 典型 的 例子 是 : 
不 存在 耗 散 的 声 振动 过 程 是 可 道 过 程 ;而 扩散 ( 热 扩 散 或 者 浓度 扩散 ) 过 程 是 不 可 
逆 过 程 . …- 个 过 程 的 可 闭 性 与 描述 过 程 的 微分 方程 的 时 间 反 演 不 变性 相 联系 ,如 果 
微分 方程 是 时 间 反 演 不 变 的 ,那么 过 程 就 是 可 道 的 ,反之 就 不 可 逆 . 

准 静 态 过 程 :如 果 一 个 过 程 进行 得 足够 慢 ,使 过 程 中 的 每 一 个 状态 非常 接近 于 
平衡 态 ,那么 称 这 个 过 程 为 准 静态 过 程 . 显然 准 静态 过 程 是 一 个 理想 的 极限 概念 ， 
但 它 在 热力 学 中 有 着 非常 重要 的 地 位 . 准 静态 过 程 的 一 个 重要 性 质 是 :如 果 系统 不 
存在 摩 氛 阻力 ,外 界 在 准 静态 过 程 中 对 系统 的 作用 力 可 以 用 描写 系统 平衡 状态 的 
参量 表达 出 来 . 例如 , 当 气 体 作 无 摩擦 的 准 静 态 脱 胀 或 压缩 时 ,为 了 维持 气体 在 平 
衡 状 态 , 外 界 的 压强 必须 等 于 气体 的 压强 ,因而 是 描述 气体 平衡 态 的 一 个 参量 . 当 
存在 摩擦 时 ,即使 过 程 进行 得 十 分 缓慢 ,使 过 程 中 每 个 状态 都 达到 平衡 状态 ,但 外 
界 的 压强 也 不 等 于 气体 的 压强 (摩擦 力 抵消 一 部 分 外 界 的 力 ). 在 以 后 的 讨论 中 , 准 
静态 过 程 一 般 指 没有 摩擦 力 的 准 静 态 过 程 . 

绝热 过 程 :一 个 过 程 中 ,如 果 系统 状态 的 变化 完全 是 由 于 机 械 作用 或 电磁 作用 
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的 结果 而 没有 受到 其 他 的 影响 , 称 为 绝热 过 程 . 实验 表明 ,系统 经 绝热 过 程 (包括 非 
准 静态 的 绝热 过 程 ) 从 初 态 变化 到 终 态 , 在 过 程 中 外 界 对 系统 所 做 的 功 仅 取决 于 系 
统 的 初 态 和 终 态 而 与 过 程 无 关 . 因此 ,可 以 用 绝热 过 程 中 外 界 对 系统 所 做 的 功 定义 
一 个 态 函 数 U:dW 一 dU. 态 函 数 U 称 为 系统 的 内 能 函数 , 从 微观 的 角度 ,内 能 是 系 
统 中 粒子 无 规 运动 的 能 量 总 和 的 统计 平均 . 注意 : 态 函 数 的 微分 是 全 微分 ,我 们 用 
“d” 表 示 ,而 用 “d” 表 示 非 态 函 数 的 微分 . 


19.2 热力 学 第 一 定律 .Carnot 循环 和 炊 


首先 介绍 功 的 概念 . 设 在 准 静 态 过 程 中 ,系统 在 外 界 的 作用 下 ,体积 变化 dV， 
那么 外 界 对 系统 做 的 功 为 
dW 一 一 四 dV (19. 2. 1) 
上 式 中 负 号 的 意义 是 :如 果 系 统 变 小 ,qVY<<0, 外 界 做 正 荔 ;如 果 系 统 变 大 ,qV 之 0, 外 
界 做 负 功 , 即 系统 对 外 界 做 正 功 . 我 们 考虑 的 是 没有 摩擦 力 的 准 静态 过 程 :加 = 二, 故 
dW =— pdV (19. 2. 2) 
上 式 是 对 简单 的 p-V 系统 ,其 他 系统 元 功 的 形式 如 下 . 
1. 电介质 系统 ,由 式 (8.1. 28c) ,单位 体积 的 元 功 为 


dW =E. dD (19. 2. 3) 
其 中 五 是 外 电场 强度 ,D 是 介质 的 电位 移 强度 . 由 D 二 eoE 十 P 得 
dW = E. d(eE+P) = Ted(E)+E. dP (19. 2. 4) 


上 式 表 明 :; 外 界 对 系统 做 的 功 分 两 部 分 :激发 电场 做 的 功 ,使 电场 的 能 量 密度 增 
加 ;@ 第 二 部 分 为 使 介质 极 化 做 的 功 ; 
2. 磁 介质 系统 ,由 式 (8. 2. 14e) ,单位 体积 的 元 功 为 
dW=H.dB (19. 2. 5) 
其 中 H 是 磁场 强度 ,B 是 介质 的 磁感应 强度 . 由 B 二 jo(H 十 避 ) 得 


dW — mH* dH+M 一 二 modCEP) 十 再 dM (19.2.6) 


上 式 表 明 外 界 对 系统 做 的 功 分 两 部 分 :激发 磁场 做 的 功 ,使 磁场 的 能 量 密度 增 
加 ;@ 第 二 部 分 为 使 介质 磁化 做 的 功 ; 
3. 表面 系统 
dW = odA (19. 2.7) 
其 中 c 为 表面 张力 ,A 为 表面 膜 的 面积 . 
因此 ,外 界 对 系统 做 的 微 功 可 以 写成 普遍 形式 
dW = >)Yidy (19. 2. 8) 
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其 中 是 广义 力 ,y; 是 相应 的 广义 位 移 . 在 准 静 态 过 程 中 ,广义 位 移 的 微 变 化 可 以 
表示 为 外 参量 和 温度 的 微 变化 . 
我 们 用 绝热 过 程 定 义 了 态 函 数 内 能 ,那么 在 非 绝热 过 程 又 如 何 呢 ?实验 表 

明 ,在 非 绝热 过 程 中 ,外 界 对 系统 所 做 的 功 不 等 于 系统 内 能 的 增加 ,而 是 相差 一 
个 量 

dU—dW = dQ (19. 2. 9) 
其 中 dQ 称 为 热量 . 因此 在 非 绝热 过 程 中 ,系统 内 能 的 增加 等 于 外 界 对 系统 所 做 的 
功 以 及 系统 从 外 界 吸 收 的 热量 , 即 

dU = dW + dQ (19. 2. 10) 
这 是 热力 学 第 一 定律 的 数学 表示 , 故 热力 学 第 一 定律 也 就 是 能 量 守恒 定律 ,其 具体 
表述 是 :自然 界 一 切 物 质 都 具有 能 量 , 能 量 有 各 种 形式 ,可 以 从 一 种 形式 转化 为 另 
一 种 形式 ,或 者 从 一 个 物体 传递 到 另 一 个 物体 ,在 转化 与 传递 过 程 中 能 量 的 总 值 不 
变 . 自从 Joule 在 19 世纪 以 无 可 辩驳 的 精确 实验 结果 证 明 机 械 能 .电能 .内 能 之 间 
的 转化 满足 能 量 守恒 关系 之 后 ,人 们 就 公认 能 量 守恒 定律 是 自然 界 的 一 个 普遍 规 
律 , 适 用 于 一 切 形式 的 能 量 . 热力 学 第 一 定律 也 表述 为 :第 一 类 永 动机 不 可 能 实现 . 
所 谓 第 一 类 永 动 机 就 是 不 需要 能 源 而 能 对 外 不 断 地 做 功 的 机 器 . 显然 第 一 类 永 动 
机 违反 了 能 量 守恒 定律 ,能量 不 能 无 中 生 有 , 做功 的 系统 必 有 能 量 来 源 ,能 量 来 源 
或 取 之 于 外 界 , 或 取 之 于 自身 ,或 取 之 于 两 者 . 

注意 :热量 Q 与 功 W 都 不 是 态 函 数 ,但 它们 之 和 内 能 U 是 态 函 数 . 方程 

(19. 2. 10) 对 过 程 是 否 准 静态 无 关 , 仅 要 求 初 态 与 终 态 是 平衡 态 即 可 . 因此 ,通过 热 
力学 第 一 定律 ,定义 了 热量 , 热量 只 有 在 过 程 中 才 有 意义 ,对 于 一 个 平衡 态 ,热量 是 
无 意义 的 . 对 简单 的 p 一 V 系统 ,热力 学 第 一 定律 表示 为 

dU = dQ— pdV (19. 2. 11) 
由 于 内 能 是 态 函 数 , 当 系统 进行 一 个 循环 过 程 回 到 原来 状态 时 ,上 式 左边 变化 应 该 
为 零 , 即 


0 一 aw + 中 aa (19. 2. 12) 


或 者 写成 

AQ =— AW (19. 2. 13) 
而 一 AW 表示 系统 对 外 界 做 的 功 , 故 上 式 意 
昧 着 :系统 经 循环 过 程 对 外 界 作 的 功 等 于 系 
统 上 吸 收 的 热量 . 如 果 外 界 不 供给 能 量 ,该 系统 
不 能 对 外 做 功 . 一 个 十 分 重要 的 循环 过 程 是 
理想 气体 的 可 逆 Carnot 循环 , 它 由 两 个 绝热 
过 程 和 两 个 等 温 过 程 组 成 ， 如 图 19. 2.1, 这 图 19. 2.1 Carnot 循环 
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四 个 过 程 是 : 

1. 1>2, 等 温 膨 胀 过 程 . 因 理想 气体 的 内 能 只 与 温度 有 关 ( 见 例 19. 3. 1) ,等 温 
膨胀 过 程 中 内 能 不 变 , 系 统 在 膨胀 过 程 对 外 做 的 功 等 于 从 温度 为 五 的 高 温 热 源 
中 吸收 的 热量 Qi , 即 


Q = Wi.s = | pdV = NT "区 = = Nk sTiIn 淆 (19. 2. 14) 
式 中 已 利用 理想 气体 的 状态 方程 ; 
2. 2 一 3, 绝热 膨胀 过 程 . 在 过 程 中 系统 通过 内 能 的 减少 来 对 外 界 做 功 
Ws = AU = UT) —U(T) >0 (19. 2. 15) 


3， 3-~4, 等 温 压 缩 过 程 . 在 过 程 中 外 界 对 系统 做 功 ,而 系统 在 温度 为 Ts 的 低 
温 热 源 放出 热量 


Q; = Ws = | pdV = Nks T. | Y= Nes Than 并 (19. 2. 16) 
Vs 


4. 4->1, 绝 热 压 缩 过 程 . 系统 内 能 增加 ,外 界 对 系统 做 功 , 即 系统 对 外 界 做 
负 功 
Ws.i = AU = U(T)—U(D)<0 (19. 2. 17) 
在 四 个 过 程 中 系统 对 外 界 做 的 总 功 为 
W= Wi + Ws 十 Wa.4 十 Wa 


Vv 
= NesTiln + NesTsin ¥ (19. 2. 18) 


利用 理想 气体 绝热 过 程 的 状态 方程 TV”!=C(C 为 常数 ,7 为 定 压 热 容量 与 定 容 
热 容量 之 比 , 见 习题 19. 3) 


TV = TV TVi = TV (19. 2. 19) 
即 有 
Ve 一 Vs 
(19. 2. 20) 


于 是 式 (19. 2. 18) 变 成 
一 全 
W= Nea(Ti— Tn -QH 


在 这 四 个 过 程 中 ,第 一 个 过 程 中 系统 从 外 界 吸 收 热 量 Q (在 高 温 热 源 ) ,在 第 三 个 
过 程 中 系统 又 放出 热量 Q; (在 低温 热源 ) ,只 有 部 分 热量 变 成 了 对 外 界 做 的 功 W 二 
Qi 一 Q , 故 定义 效率 7—W/Q, 二 (Qi 一 Q@)/Q, 则 

一 二 色 _1 急 -- 卫 = 一 1 一 天 (19. 2. 22) 


7 @& Q TT 1-7 
可 见 ,系统 从 外 界 吸 收 的 热量 只 有 一 部 分 转变 为 功 ,做 功 的 这 部 分 大 小 决定 这 个 循 
环 过 程 把 热 转变 为 功 的 能 力 . 


(19. 2. 21) 
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热 容 最 与 恰 :热量 是 在 热力 学 过 程 中 传递 的 一 种 能 量 ,与 过 程 有 关 . 一 个 热力 

学 系统 在 某 一 过 程 中 温度 上 升 1K 所 吸收 的 热量 , 称 为 系统 在 该 过 程 的 热 容 量 , 用 
C 表示 , 即 

C=lim 人 AR (19. 2. 23) 


其 中 AQ 为 系统 在 过 程 中 温度 上 升 AT 所 需 吸收 的 热量 . 在 实际 问题 中 ,经 常用 到 
系统 在 等 容 过 程 或 者 等 压 过 程 的 热 容量 ,定义 如 下 :在 等 容 过 程 中 ,外 界 对 系统 不 
做 功 AW 王 0, 故 


0 如 (多 ,- 如 (各 ,一 攻 ， 09420 
而 在 等 压 过程 中 ,外 界 对 系统 做 的 功 为 AW 王 一 pAV , 故 


0- a (各), =- ) 
= ( 污 ) +2 (新 )， (19. 2. 25) 
引进 新 的 态 函 数 五 ( 见 第 20 章 讨论 ) 
H=U+pV (19. 2. 26) 
显然 在 等 压 过 程 中 
AH = AU + pAV (19. 2. 27) 


这 正 是 在 等 压 过 程 中 系统 从 外 界 吸 收 的 热量 , 即 :在 等 压 过程 中 系统 从 外 界 吸收 的 
热量 等 于 态 函数 烩 的 增加 . 


19.3 热力 学 第 二 定律 .Carnot 定理 和 业 增 加 定理 


热力 学 第 一 定律 仅 指出 :在 一 个 热 过 程 中 系统 的 总 能 量 守恒 ,但 没有 对 热力 学 
过 程 的 方向 作出 任何 限制 . 在 热力 学 中 ,过 程 的 方向 是 非常 重要 的 ,如 高 温 物 体 自 
发 地 把 热量 传 给 低温 物体 ;浓度 高 的 地 方 ,粒子 自发 地 向 浓度 低 的 地 方 扩散 , 反 过 
来 的 过 程 是 不 可 能 自发 进行 的 . 

根据 实验 ,人 们 发 现 了 热力 学 的 第 二 个 基本 定律 :不 可 能 把 热量 从 低温 物体 传 
到 高 温 物 体 而 不 引起 其 他 变化 . 第 二 定律 也 可 表述 为 :不 可 能 从 单一 热源 豚 热 使 之 
完全 变 成 有 用 的 功 而 不 引起 其 他 变化 . 这 里 “不 引起 其 他 变化 ? 指 系统 的 体积 等 变 
化 . 第 二 定律 说 明 :一 个 物体 的 内 能 不 可 能 完全 变 成 功 而 不 引起 其 他 变化 ,但 是 功 
却 可 以 完全 地 变 成 内 能 . 因此 , 功 转化 成 内 能 这 个 过 程 具 有 单 向 性 ,是 不 可 逆 的 . 

虽然 热力 学 第 二 定律 是 由 功 转化 成 内 能 具有 单 向 性 提出 的 ,实际 上 它 隐 含 指 
出 其 他 不 可 逆 过 程 的 单 向 性 . 所 以 热力 学 第 二 定律 是 所 有 单 向 变化 过 程 的 共同 规 
律 . 那么 ,能 否 从 第 二 定律 出 发 ,找到 一 个 表征 不 可 逆 过 程 的 物理 量 呢 ?回答 是 肯 
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定 的 , 它 就 是 系统 的 炉 (Entropy). 为 了 定义 系统 的 箭 ,把 方程 (19. 2. 22) 写 成 形式 


扫 - 外 (19. 3. 1) 
我 们 规定 :系统 吸收 热量 为 正 ,放出 热量 为 负 , 则 上 式 可 写成 
条 + 皇 =0 (19. 3. 2) 


(19. 3. 2) 式 是 从 Carnot 全 环 扒 得 的 Cun 循环 只 有 一 个 吸 热 的 高 温 热 源 和 一 个 
放 热 的 低温 热源 . 把 Carnot 循环 作 推 广 , 假定 存在 一 系列 热源 ,温度 为 T; (i 二 1， 
2,…,7) ,在 循环 过 程 中 ,系统 从 热源 吸取 的 热量 为 Qi (i 一 1,2,…,n) (注意 :现在 
Q; 可 正 可 负 ). 引进 一 个 温度 为 T 的 辅助 热源 . 系统 在 辅助 热源 与 热源 T; 之 间 形 
成 一 个 Carnot 循环 ,从 辅助 热源 吸收 热量 @ ,在 热源 T 放出 热量 . 由 式 (19. 3. 2) 


& 一 区 全 (i = 1,2,.",n) (19. 3. 3) 
两 边 求 和 得 到 
R= -1 儿 (19. 3.4) 
其 中 & 为 从 辅助 热源 吸收 的 总 热量 而 辅助 热源 是 假想 存在 的 , 应 该 Q? 一 0. 于 是 
> 入 = 一 0 (19. 3. 5) 
上 式 即 为 方程 (19. 3. 2) 的 推广 . 当 wo, 上 式 变 成 积分 
由 dQ =0 (19.3.6) 


其 中 aQ 为 系统 吸 (或 放 ) 的 热量 ,T 为 热源 温度 . 由 上 式 可 见 , 一 个 循环 后 dQ/T 
的 积分 为 零 . 因此 dQ/T 必 是 状态 的 函数 . 于 是 可 以 定义 态 函 数 


-dQ 
ds 一 宇 (19. 3.7) 


这 个 态 函数 称 为 系统 的 精 . 因 Carnot 循环 是 一 个 可 逆 循 环 , 系 统 温 度 等 于 热源 的 
温度 , 故 工 是 热源 的 温度 ,也 是 系统 的 温度 . 从 上 式 可 见 ,尽管 热量 dQ 不 是 态 画 
数 ,但 焙 S 是 一 个 态 函 数 . 

如 果 循 环 过 程 是 不 可 道 的 ,情形 又 如 何 呢 ? 首先 证 明 所 谓 Carnot 定理 :系统 
在 两 个 一 定 温度 的 热源 之 间 的 所 有 循环 中 ,以 可 道 循环 的 效率 最 高 . 

证 明 : 设 有 两 个 系统 (系统 R 和 系统 I, 也 称 为 热机 ) ,分 别 经 历 可 逆 循 环 和 不 
可 逆 循 环 , 在 高 温 热源 (温度 为 T) 吸 收 热 量 Qi. 系统 R 经 历 可 逆 循 环 后 在 低温 执 
源 (温度 为 T) 放 出 热量 Q ;而 系统 I 在 经 历 不 可 逆 循 环 后 在 低温 热源 (温度 为 
T2) 放 出 热量 Q@. 二 个 系统 的 效率 分 别 为 


W QQ Q, Ww QQ Qs 
RTQ Oe G (19.3.8) 
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高 温 热源 了 


用 反 证 法 ,假定 j>> 办 , 即 克 六,QI<Q:. 

现在 把 系统 R 和 1 联合 起 来 (如 图 19. 3. 1). 由 于 对 系 
统 及 而 言 , 经 历 的 循环 过 程 是 可 逆 的 ,也 就 是 :只 要 外 界 对 
系统 及 做功 殉 , 道 循环 过 程 可 以 在 低温 热源 吸收 热量 Q; 
而 在 高 温 热 源 放出 热量 Qi. 因 假定 太一 友 >0, 可 以 把 多 
出 部 分 (W 一 W) 作 为 系统 对 外 界 做 功 ,而 W 部 分 实现 对 
系统 R 的 逆 循 环 过 程 . 在 逆 过 程 中 ,系统 在 低温 热源 吸收 
热量 Qs ,而 在 高 温 热 源 放出 热量 Q; (保证 效率 为 水 ). 于 
是 ,系统 I 在 高 温 热 源 吸收 热量 Q; ,而 系统 在 高 温 热 源 
放出 热量 Q ,总 的 效果 为 零 ; 系 统 I 在 低温 热源 放出 热量 
Q& ,而 系统 R 在 低温 热源 吸收 热量 Qs ,总 效果 为 系统 民 和 图 19.3.1 系统 R 和 1 
I 在 低温 热源 吸收 热量 @ 一 Q?>>0, 并 且 对 外 作 功 (W 一 联合 起 来 
W), 即 系统 R 和 工 从 单一 的 低温 热源 吸收 热量 完全 变 成 了 有 用 的 功 (W 一 砚 ) ,而 
这 是 违背 热力 学 第 二 定律 的 . 因此 只 有 W <W 和 Q:<Q; , 即 广 扫 从. 

Carnot 定理 的 直接 推论 是 ;所 有 工作 于 两 个 一 定 温度 之 闻 的 可 道 热机 ,其 效 
率 相等 . 事实 上 ,在 证 明 Carnot 定理 的 过 程 中 ,我 们 并 没有 对 系统 R 和 I 的 具体 性 
质 (工作 物质 ) 和 整个 循环 过 程 的 具体 细节 作 要 求 . 设 存在 两 个 可 逆 热 机 Ri 和 Raz， 
其 效率 分 别 为 hn 入 ;因为 Ri 是 可 道 热机 , 故 加 之 p; 而 Re 也 是 可 逆 热 机 , 故 
九 密 ,两 式 同时 成 立 的 条 件 为 二 为. 

由 以 上 结论 ,既然 我 们 已 经 知道 理想 气体 组 成 的 可 道 Carnot 循环 的 效率 为 
(1 一 T/Ti) ,那么 对 任何 物质 组 成 的 循环 过 程 都 应 该 有 关系 


一 2 2 
7=1 人 <1 F (19. 3.9) 
即 
2 el 
所 宕 杀 (19. 3. 10) 


注意 :上 式 已 由 Carnot 定理 推广 到 对 任何 物质 都 成 立 . 同样 我 们 规定 :系统 吸收 热 
量 为 正 ,放出 热量 为 负 , 则 不 等 式 可 写成 


QQ ， wz 
a 十 休 <0 (19. 3. 11) 
式 (19. 3. 6) 变 成 
dQ 
$b 0 (19. 3. 12) 


考虑 一 个 有 两 部 分 构成 的 循环 过 程 : 从 状态 A 到 状态 B 的 过 程 1 是 可 逆 过 
程 ,而 从 状态 B 到 状态 A 过 程 2 是 不 可 逆 过 程 ,由 上 式 得 到 
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dQ .| dQ 
| 四 +|, 朴 <0 (19. 3. 13) 


因为 过 程 1 是 可 逆 过 程 , 态 函 数 炉 S 与 dQ 在 过 程 1 中 有 关系 式 (19. 3.7) (注意 ; 
尽管 我 们 用 可 逆 过 程 系统 吸收 的 热量 dQ 与 系统 温度 丁 之 比 定义 了 粹 $, 但 态 函 
数 业 S 的 存在 不 依赖 于 过 程 ) , 故 上 式 化 成 


A 
Ss—Sa+| Ro (19. 3. 14) 
即 
os 
AS 一 SA 一 Sb > | (19. 3, 15) 


故 从 状态 B 到 状态 A 的 不 可 逆 过 程 中 , 炉 的 变化 大 于 dQ/T 的 积分 . 对 于 不 可 逆 
微 变 化 
ds 之 RR (19. 3. 16) 
等 号 对 可 逆 过 程 成 立 . 上 式 意 味 着 :系统 从 热源 中 吸收 的 热量 与 温度 之 比 不 可 能 大 
于 系统 的 粹 变化 ,这 就 是 热力 学 第 二 定律 的 数学 表达 式 . 
对 绝热 过 程 dQ 二 0, 那 么 
ds 之 0 (19. 3. 17) 
故 绝热 过 程 中 系统 的 入 一定 增加 , 称 为 精 增 加 定理 . 对 非 绝 热 过 程 , 焙 增加 定理 不 
一 定 成 立 , 但 是 可 以 把 系统 和 外 界 媒质 组 合 起 来 作为 一 个 大 的 系统 ,而 大 系统 可 看 
成 是 绝热 的 , 炳 增加 定理 对 大 系统 成 立 . 因此 我 们 可 以 说 ,任何 自发 的 不 可 逆 过 程 ， 
只 能 向 业 增 加 的 方向 进行 (因为 自发 的 过 程 无 须 外 界 的 变化 ) ,直至 炉 极 大 的 平 
衡 态 . 
例 19.3.1 实验 证 明 , 理 想 气体 的 内 能 仅 是 温度 的 函数 而 与 体积 无 关 (Joule 
定律 ), 求 理想 气体 的 炳 . 
解 : 因 内 能 仅 是 温度 的 函数 , 故 dU 二 CvdT, 因 此 


_dU+pady dU ,pdV _,, dT ,pdV 
dS Fp 一 计 + 纤 -= 全 + 茉 (19. 3. 18) 
由 理想 气体 的 物 态 方程 (19. 1. 10) 
dS=C, 条 十 Nes $Y (19. 3. 19) 
故 
S= | cr 罕 +Nkelmny 十 S (19. 3. 20) 


如 果 在 温度 变化 的 范围 内 Cv 为 常量 ,那么 
Sa CvlnT+ NkslnV+i+ So (19. 3, 21) 
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设 理想 气体 由 初 态 (T,VA) 经 绝热 自由 膨胀 过 程 到 终 态 (T,Va) ,那么 灶 的 变化 为 


SS 一 Nesm 琴 (19. 3. 22) 
A 


注意 :在 绝热 自由 膨胀 过 程 中 ,内 能 和 温度 都 不 变化 . 
值得 注意 的 是 :我 们 从 可 逆 过 程 定 义 了 系统 的 炉 ,事实 上 炉 是 一 个 反映 系统 内 
部 特征 的 量 , 是 一 个 内 参量 . 我 们 由 方程 (19. 3.7) 定 义 了 , 但 它 本 身 的 意义 却 独 
立 于 可 逆 过 程 ,在 统计 物理 里 ,我 们 将 给 出 箭 的 严格 定义 . 
粒子 数 可 变 情 形 :利用 (19. 2. 8) 和 (19. 3. 7) ,对 一 个 可 道 的 准 静 态 过 程 ,热力 
学 第 一 定律 可 表示 为 
dU = TdS+ 2) Yidy; (19. 3. 23) 


上 式 表明 :系统 内 能 的 改变 可 以 通过 吸收 热量 或 对 系统 作 功 来 进行 . 但 也 可 以 通过 
直接 给 系统 输入 粒子 来 改变 系统 的 内 能 ,这 时 热力 学 第 一 定律 的 数学 表达 式 又 如 
何 呢 ? 设 每 单位 摩尔 的 粒子 进入 系统 时 ,系统 的 内 能 增加 A( 称 为 化 学 势 ) ,假定 热 
力学 微 过 程 中 有 dn 摩尔 数 的 粒子 进入 系统 ,那么 上 式 可 推广 为 

dU = TdS+ 2) Yidy; + pdn (19. 3. 24) 


对 简单 的 p-V 系统 ;对 广 延 量 U.S 和 V 引入 摩尔 内 能 .摩尔 体积 v 和 摩尔 
业 s( 分 别 为 一 摩尔 粒子 的 内 能 .体积 和 炉 ) ,那么 


U=nu, V=nv, 9 一 75 (19. 3. 25) 
代入 dU 二 TdS 一 pdV 十 ydn 并 且 注 意 到 单位 摩尔 系统 的 第 一 定律 
du = Tds— pdv (19. 3. 26) 
得 到 
4=ut+po— 1s (19. 3. 27) 


热力 学 温标 :由 Carnot 定理 ,可 道 Carnot 循环 过 程 的 效率 与 整个 过 程 的 具体 
细节 和 系统 的 具体 性 质 (工作 物质 ) 无 关 , 而 只 与 两 个 热源 的 温度 有 关 , 设 加 和 中 
为 用 某 种 温标 测量 的 热源 温度 . 可 道 Carnot 循环 过 程 中 ,在 高 温 热 源 9 吸收 热量 
Qi ,而 在 低温 热源 % 放出 热量 Qx , 则 


7 一 1 一 他 二 1 一 @(91, 克 ) (19. 3. 28) 
1 


设想 存在 第 三 个 热源 ,温度 为 5. 热源 加 和 上 也 可 以 构成 一 个 可 逆 Carnot 循环 ， 
在 热源 3; 吸收 热量 Q ,而 在 热源 % 放出 热量 Q, 即 


Qi -go ,3,) (19. 3. 29) 
Q， 


现在 把 这 二 个 循环 过 程 联合 起 来 ,如 图 19. 3. 2: 在 第 一 个 循环 中 ,系统 在 热源 名 
吸收 热量 Qu; 而 在 第 二 个 循环 中 ,系统 在 热源 % 放出 热量 Qi ,相互 抵消 , 实际 效果 
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等 于 ;系统 在 热源 % 吸收 热量 Qs ,而 在 热源 3%。 放出 热量 Q: ,于 
是 热源 5 和 5 构成 一 个 可 道 Carnot 循环 , 即 


QI 全 = @(9, ,93 ) 《19. 3. 30) 
3 
上 二 式 相 除 得 到 
” 源 Qz 一 (92 93 ) 
Q 1, QQ BC ,9%s) (19. 3. 31) 
am | 上 式 与 方程 (19. 3. 28) 比较, 显然 有 
低温 热源 也 _ 89, ,9,) 

OW ,Dy) 一 OC ,95) (19. 3. 32) 


图 19. 3. 2 ”两 个 特 而 热源 % 是 任意 引进 的 ,上 式 左边 与 % 无 关 , 则 右边 分 子 和 分 
环 过 程 联合 起 来 ” 母 一 定 消去 多 ,因此 函数 的 形式 只 能 是 
OY, ,193 ) 一 Co) fC9); OD ,93 ) 一 fC91) Fo9s) 

即 

Q: _ f(%) 

Q f(9) 
了 的 具体 形式 与 温标 的 选择 有 关 . 现在 选择 一 种 温标 , 以 T* 表示 用 这 种 温标 计 测 
量 的 温度 ,使 A(T’* )~T* , 则 


(19. 3. 33) 


人 一 站 (19. 3. 34) 


可 见 两 个 温度 的 比值 是 用 可 逆 Carnot 循环 过 程 中 系统 与 热源 交换 的 热量 的 比值 
来 定义 的 ,由 于 比值 Q@/Q 与 工作 物质 的 性 质 无 关 , 由 此 引进 的 温标 显然 不 依赖 
于 任何 具体 的 物质 ,而 是 一 种 绝对 的 温标 , 称 为 热力 学 温标 . 如 果 可 道 Carnot 循环 
中 工作 物质 为 理想 气体 , 则 


(19, 3. 35) 
式 中 TT 和 T 是 用 理想 气体 温标 计量 的 温度 . 由 于 理想 气体 温标 和 热力 学 温标 都 


规定 水 的 三 相 点 的 温度 为 273. 16K, 所 以 在 理想 气体 温标 适用 的 范围 内 ,两 种 温标 
是 一 致 的 ,统一 用 本 表示 . 


19.4 不 可 道 过 程 . 局 部 平衡 和 最 小 粹 产生 定理 


我 们 主要 介绍 可 逆 过 程 的 平衡 态 热力 学 . 对 于 不 可 逆 过 程 , 仅 在 本 节 中 作 一 介 
绍 . 由 上 节 我 们 得 到 了 不 等 式 关系 dS 之 dQ/T. 它 给 出 了 不 可 逆 过 程 进行 的 方向 ， 
但 不 能 对 过 程 作 定量 的 描述 . 自然 界 中 存在 大 量 的 不 可 逆 过 程 , 如 热传导 、 扩 散 等 
输 运 过 程 . 化 学 反应 过 程 ,乃至 生命 过 程 . 在 不 可 逆 过 程 中 系统 经 历 一 系列 的 非 平 
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衡 态 , 所 以 将 热力 学 推广 到 非 平衡 态 ,对 不 可 逆 过 程 进行 研究 是 非常 必要 的 . 非 平 
衡 态 按照 它 离 开平 衡 态 的 远近 可 分 为 近 平衡 区 和 远 平衡 区 两 类 . 我 们 主要 讨论 近 
平衡 区 的 非 平衡 态 , 近 平衡 区 热力 学 又 称 为 线性 热力 学 . 

一 般 来 说 , 弛 瑰 时 间 与 系统 的 大 小 有 关 , 尺 寸 越 大 的 系统 , 弛 豫 时 间 越 长 ,这 是 
容易 想像 的 , 所 以 一 个 处 于 非 平衡 状态 的 宏观 系统 ,特别 在 近 平衡 区 ,如 果 把 它 划 
分 成 许多 小 部 分 来 研究 ,只 要 :@ 每 个 小 部 分 足够 大 ,远大 于 分 子 的 平均 自由 程 ,使 
宏观 的 热力 学 方法 仍然 适用 ;名 每 个 小 部 分 的 弛 瑰 时 间 足 够 短 , 远 小 于 整个 系统 的 
弛 豫 时 间 ,那么 在 研究 整个 非 平 衡 系 统 的 性 质 时 ,可 以 把 每 个 小 部 分 看 作 已 达到 平 
衡 状态 一 一 称 为 局 部 平衡 一 一 来 处 理 , 每 个 小 部 分 处 于 局 部 平衡 , 它 有 一 定 的 温 
度 、 内 能 、 炉 .化 学 势 等 ,每 个 小 部 分 的 变化 是 可 北 的 , 故 可 对 每 个 小 部 分 应 用 热力 
学 第 一 定律 


Tds = du — ydn (19. 4. 1) 

式 中 s.u 入 分 别 为 每 个 小 部 分 的 炉 密 度 、 内 能 密度 和 粒子 数 密度 . 上 式 中 ,忽略 

了 元 功 项 pdv, 因 为 我 们 假定 每 个 小 部 分 体积 很 小 ,体积 变化 可 忽略 (注意 ;对 流体 

力学 问题 ,该 项 一 般 不 能 忽略 ). 另 一 方面 ,假定 每 个 小 部 分 只 通过 表面 与 周围 发 生 
作用 ,表面 效应 足够 小 ,使 整个 系统 的 内 能 和 炉 仍 具有 可 加 性 , 即 

U = Judrs S= |sar (19. 4. 2) 


在 系统 内 取 体 积 V( 注 意 :不 是 整个 系统 的 体积 ) ,其 面积 为 o. 体积 V 内 炉 变 
化 率 应 该 等 于 通过 表面 流出 的 箭 与 V 内 产生 的 炉 之 和 , 即 


ss ~- 4 | sde—| Bidr =—$ 天 ， mdo 十 | 6 dr (19.4.3) 


其 中 js 为 炉 流 密度 矢量 ,9 为 局 部 炉 产 生 率 , 上 式 的 微分 形式 为 


这 =——V .Js+0 (19. 4. 4) 
上 上 式 只 是 一 种 形式 表示 ,对 具体 的 不 可 道 过 程 可 以 求 得 箭 流 密度 矢量 和 局 部 坑 产 
生 率 的 表达 式 . 仅 介 绍 两 个 例子 . 

1. 热传导 过 程 : 当 物 体 的 温度 不 均匀 时 ,物体 内 部 将 发 生 热 传导 过 程 . 首先 考 
虑 单纯 的 热传导 过 程 , 取 物体 内 的 一 个 体积 元 ,体积 元 内 能 的 减少 是 热量 流出 的 结 
果 , 即 | 


3x Vy. (19. 4. 5) 
其 中 J 是 热流 密度 矢量 . 另 一 方面 ,体积 元 处 于 局 部 平衡 状态 , 即 Tds 一 du. 注意 : 
此 式 仅 考虑 单纯 的 热传导 过 程 而 没有 质量 交换 . 于 是 局 部 焙 密 度 的 变化 率 为 


25 __ 1 ax 
eri (19. 4. 6) 
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方程 (19. 4. 5) 代 入 上 式 得 到 

伯 一 -未 VJ 一 (Y 厂 ，V 寺 ) (19.4.7) 
上 式 表 明 ,局 部 箭 密度 的 变化 有 两 部 分 :第 一 项 是 由 于 热量 从 体积 元 流出 而 引起 的 
局 部 入 密度 增加 ;第 二 项 是 由 于 体积 元 中 温度 梯度 导致 的 热传导 过 程 所 引起 的 局 
部 箭 密度 的 产生 . 比较 方程 (19. 4. 4) ,可 得 到 


二 二 ,gpg 二 J.vi 
Js 一 T? [@) J: YT (19. 4. 8) 


定义 热流 动力 


二 Vi 
X. 一 V 才 (19. 4. 9) 


由 于 温度 的 不 均匀 导致 了 不 可 逆 的 热传导 过 程 , 故 称 X, 为 “动力 ”于 是 局 部 箭 产 
生 率 可 表示 为 

四 一 J.. X. (19. 4. 10) 
由 热传导 的 Fourier 定律 ;J. 二 一 xVT, 故 


一 . 一 . 1 = . 
@=J. XX. J V 却 J 


由 于 热 导 系数 x 之 0, 故 局 部 炉 产生 率 恒 正 . 
2. 热传导 与 物质 输 运 同时 存在 的 过 程 :如 果 系 统 内 部 不 仅 存在 温度 不 均匀 ， 
化 学 势 也 不 均匀 , 则 热传导 和 物质 输 运 过 程 同 时 存在 . 取 系 统 内 的 一 个 体积 元 , 因 
同时 存在 热传导 和 物质 输 运 ,方程 (19. 4. 5) 变 成 


VT (VD ~ 
= 0 (19.4.11) 


+HV T=0 (19. 4. 12) 
其 中 J=J 十 uJ ,J 为 粒子 流 密度 矢量 . 假定 粒子 数 守 恒 , 即 
+V hh =0 (19. 4. 13) 


由 方程 (19. 4. 1) 
Gy lou koAn 


人 一 示 名 一 咎 党 (19. 4. 14) 
把 方程 (19. 4. 12) 和 (19. 4. 13) 代 入 上 式 得 到 
os__1 _ Tv。 Ly. 
3 示 V 大 一 示 V Cj 十 未 V J 
J: .vl_ 1 .了 
一 V… ( 宇 )++ V 示 一 仙子 (19. 4. 15) 


— Ba 
J . 19. 4. 16 
n ( ) 
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定义 粒子 流动 力 
YW 
| X, 二 (19. 4. 17) 
相应 地 ,方程 (19. 4. 16) 第 二 式 变 成 
© =... X,J,. XX, (19. 4. 18) 


从 (19. 4. 18) 式 可 见 , 如 果 同 时 存在 多 个 不 可 逆 过 程 ,那么 局 部 炉 产 生 率 可 表 
示 为 “ 流 ” 矢 量 和 “ 力 ” 矢 量 的 双 线 性 形式 


© = SJ. X, (19. 4. 19) 
天 


“ 流 ” 矢 量 又 可 用 “ 力 ” 矢 量 表示 :热传导 过 程 中 J. 二 一 xVT~X., 扩 散 过 程 中 J 一 
一 DVn 一 WW 一 和 %,, 即 一 般 可 以 写成 
本 一 了 和 (19. 4. 20) 
这 些 规 律 都 是 实验 总 结 出 来 的 . 但 是 当 系 统 中 同时 存在 几 种 流 和 几 种 力 时 ,将 出 现 
不 同 过 程 的 交叉 现象 . 例如 , 当 温 度 梯度 和 浓度 梯度 同时 存在 时 ,温度 梯度 与 浓度 
梯度 都 会 引起 热流 ,也 都 会 引起 粒子 流 . 所 以 “ 流 ” 矢 量 与 “ 力 ” 矢 量 的 一 般 关系 可 写 
为 
J: = > LuxX, (19. 4. 21) 


系数 Lu 等 于 一 个 单位 的 第 /7 种 “ 力 ? 引 起 的 第 种 “ 流 ”, 称 为 动 理 系数 . 上 式 表示 
线性 过 程 . 如 果 非 平衡 远离 近 平衡 区 ,那么 “ 流 ” 矢 量 是 “ 力 ” 矢 量 的 函数 ,可 以 在 
“ 力 ” 矢 量 的 零点 作 展 开 


加 oj: 1 EBP 。 
AXD -OTD (Xt (3d) XX"+ 
当 “ 力 ”矢量 为 零 时 ,“ 流 "矢量 也 为 零 J.(0) 一 0, 克 
J({X)) = > LaX， + 去 LumX iX, + (19. 4. 22) 
i lm 


其 中 动 理 系 数 和 二 阶 动 理 系 数 分 别 定义 为 
OJ: oJ 
Ls = ( 强 ) tm (a 和 ), 
动 理 系数 具有 对 称 性 , 即 Ls 一 Li , 称 为 Onsager 倒 易 关系 ,在 热力 学 里 ,无 法 证 明 
这 一 关系 , 而 在 统计 物理 中 可 得 到 证 明 ( 具 体 证 明 略 ). 方程 (19. 4.21) 代 入 式 
(19. 4. 19) 得 到 


(19. 4. 23) 


加 一 >， > LouX,. X (19. 4. 24) 
因为 6 之 0, 故 要 求 上 式 是 正定 的 二 次 型 . 
例 19.4.1 温差 电 现 象 
解 : 将 两 种 不 同 金属 连接 ,并 在 两 端 接头 处 保持 不 同 的 温度 ,电路 中 将 存在 
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温度 梯度 和 化 学 势 梯度 ,因而 同时 产生 热流 和 粒子 流 ( 即 电流 ). 实验 表明 ,存在 上 
述 的 交叉 现象 , 即 温度 梯度 不 仅 产生 热流 而 且 同 时 产生 电流 ,化 学 势 梯度 不 仅 产生 
电流 而 且 同 时 和 热流 ， 流 生 本 7 人 全 人 要 


几 一 一 La 示 未 we 十 LV 元 
1 (19. 4. 25) 
J: =— Ly 二 Vp Lz V 才 
最 小 产 生 定 理 : 最 后 ,我们 来 证 明 稳 恒 的 非 平衡 态 ( 不 随时 间 变 化 ) 是 一 种 业 
产生 率 最 小 的 状态 . 考虑 单纯 的 热传导 过 程 ,由 方程 (19. 4. 10) , 非 平衡 系统 炉 产 生 
率 的 时 间 变 化 为 


fe [L(V 人 V ( 示 )dr 
a 2| 伴 (未 )V*Jdr 19.4.26) 


上 式 第 一 项 可 化 成 面积 分 ,在 边界 温度 不 变 的 情况 下 面积 分 为 零 , 故 


时 = 一 2| 急 (未)V .Jdr (19. 4. 27) 


另 一 方面 ,在 体积 变化 可 忽略 时 ,单位 体积 的 内 能 为 du 二 c,dT, 结 合 方程 (19. 4. 5) 
可 得 到 


or ——y.J, (19. 4. 28) 
代入 方程 (19. 4. 27) 


和 E 一 ?各 s( A) dc<o (19. 4. 29) 


上 式 表明 :如 果 系 统 的 温度 分 布 随时 间 变 化 ,热传导 过 程 将 使 系统 的 焙 产 生 随时 间 
减 小 ,直到 粹 产生 率 达 到 极 小 值 、 系 统 处 于 稳 恒 温度 分 布 的 非 平衡 态 . 这 一 结论 称 
为 最 小 精 产 生 定 理 . 

以 上 我 们 讨论 了 单纯 的 热传导 过 程 的 最 小 精 产 生 定理 ,事实 上 ,对 诸如 物质 输 
运 、. 电 导 过 程 ,化 学 反应 等 非 平 衡 过 程 ,只 要 “ 力 ” 冬 量 与 “ 流 ” 矢 量 满足 线性 关系 式 
(19. 4. 21) , 即 在 近 平衡 区 ,最 小 炉 产 生 定理 均 成 立 . 根据 最 小 烂 产 生 定理 ,系统 处 
在 稳 恒 的 非 平衡 定 态 时 ,即使 由 于 某 种 外 界 的 扰动 或 者 内 部 的 涨 落 使 系统 离开 了 
这 一 状态 ,只 要 扰动 或 者 涨 落 不 大 , 式 (19. 4. 21) 仍 然 成 立 ,系统 会 回 到 炉 产 生 率 最 
小 的 稳 恒 非 平衡 定 态 . 但 是 ,如 果 当 问题 涉及 到 式 (19. 4. 22) 中 仅 保 留 线 性 项 已 不 
能 很 好 描述 系统 的 非 平衡 过 程 时 ( 即 远离 平衡 态 ) ,系统 的 过 程 进 入 非 线性 区 ,问题 
将 变 得 十 分 复杂 . 在 这 种 情况 下 ,存在 这 样 的 可 能 : 当 发 生 扰动 或 者 涨 落 时 ,系统 原 
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来 所 处 的 非 平衡 定 态 会 变 得 不 稳定 而 演化 到 另 一 个 新 的 定 态 , 即 发 生 非 平衡 相 变 ， 
出 现 与 原来 不 同 的 .新 的 .有 序 的 组 织 结构 . 

我 们 不 进行 这 方面 的 深入 讨论 , 仅 举 一 例 说 明 . 考虑 两 块 平行 板 之 间 液 体 中 的 
温度 场 分 布 问题 ,如 果 保 持 上 下 板 的 温差 AT 比较 小 时 ,两 平行 板 之 间 可 以 存在 稳 
定 的 温度 梯度 分 布 ( 稳 恒 非 平衡 定 态 ). 当 AT 增加 时 ,温度 梯度 也 增加 . 但 当 AT 
增加 到 某 一 个 临界 值 时 ,温度 梯度 不 再 稳定 ,只 要 有 少许 的 扰动 ,状态 将 发 生 大 的 、 
有 限 的 突变 ,此 时 液体 发 生 有 规律 的 对 流传 热 . 因为 此 时 液体 通过 原来 的 热传导 传 
热 ( 线 性 区 1) 已 不 能 充分 传输 热流 以 保持 系统 处 于 稳 恒 的 非 平 衡 态 了 , 某 些 局 部 区 
域 发 生 能 量 积 累 , 温 度 不 断 上 升 ,体积 不 断 膨胀 ,出现 越 来 越 大 的 密度 梯度 ,从 而 导 
致 了 新 的 耗 散 机 理 一 一 对 流 的 产生 . 


习 题 19 
19.1 函数 z= 二 z(x,y) 可 用 隐 吗 数 的 形式 给 出 


F(x,y,z) =0 
证 明 关 系 


(提示 :求全 微分 


_ oF oF OOF, _ 
dF 23zdz 十 y+ B32 0 
令 dy 二 0 得 到 
ozy _ /oF oFy 
(¥) = (3z),. (8),, 
令 dr 二 0 和 dz 二 0 可 得 到 类 似 的 关系 ) 
19.2 ”证明 热力 学 关系 


c-0 一 [z+( 品 ),]( 旺 ),=T( 轩 ),( 部 )， 
(提示 :由 互 =U 十 pV, 等 压 过 程 中 
c = ( 骂 ) = (这 ) +2( 红 )， 
取 U=U(CT,VD==U[T,V(T,p)]; 又 
dU = TdS— pdV = (等) dT 十 (每),av 


一 ! 
( 吕 ).- (3) (3).. 


ds= (时) dT 十 (号 ) 
故 
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dU= T[ (车 daT+[( 嘴 ) ay -aay 


oO 
(家),7+ (如 ),2v 一 了 (名 ),a7+[7( 串 ), 一 2]av 
即 


由 第 20 章 式 (20. 3. 33) 得 到 
oaU\ _ /9p 
p+ (37),— TB ) 
19.3 求 理想 气体 在 绝热 过 程 中 的 状态 方程 . (提示 :绝热 过 程 中 
dQ= dU++pdV=0 
即 


dU + pdV = (加) a7+ [| (各 ) +z]av =0 
由 上 题 
CvdT 十 dy = 0 
3T), 
令 y= 二 Cs/Cv 二 常数 , 且 由 理想 气体 的 状态 方程 ,最 后 得 到 
1 dT ,dy 
| 二 下 十 太一 0) 


答案 :TV 一 :一 Cl;pV7 一 C 
19.4 已 测 得 顺 磁 物 质 磁场 日 和 磁化 强度 m 随 温度 的 变化 关系 为 
a8H\ HH /an __CH 
(经 )， Ti ( 织 )， TT 
其 中 C 为 常数 , 求 顺 磁 物质 的 状态 方程 m 二 m(T, 右 ). (提示 


wm (名),r+ (时 ) 


=- ( 强 ),a7- ( 强 ),( 驻 ) .az 
注意 利用 习题 19. 1 中 的 关系 ) 

答案 :mm 一 CH/T, 对 顺 磁 物质 , 当 互 王 0 时 ,m 一 0, 故 积分 常数 为 零 . 

19.5 两 相同 体积 的 水 ,温度 分 别 为 Ti 和 Ti ,在 等 压条 件 下 把 它们 混合 , 求 
科 的 变化 ,假定 在 温度 变化 范围 内 C; 为 常量 . (提示 
dU+pdvV _ dH _ GdT 

公 TT TT 


dS = 
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混合 后 的 温度 为 全 = (Ti 十 Ts)/2, 分 别 求 粮 的 变化 ,然后 相 加 ) 


和 信安 AC _ ,T+Ty 
答案 :AS 一 AS 二 AS: 一 Cln 一休- 天 一. 


19.6 一 蒸汽 机 工作 于 400 必 的 高 温 热 源 与 150 忆 的 低温 热源 之 间 ,对 给 定 的 
热 输 入 Q, 此 荧 汽 机 所 做 的 最 大 功 是 多 少 ? 在 什么 条 件 下 得 到 此 最 大 功 ?提示 :由 


得 到 功 为 
W=Q 一 Q@<<(1 一 革 )Q = (1 一 革 )@ 

答案 :W=0. 37Q, 可 道 循环 得 到 最 大 功 . 

19. 7 有 两 个 全 同 物体 ,其 内 能 为 U=aT(a 为 常量 ) ,初始 温度 分 别 为 To 和 
Tw. 现在 以 两 物体 为 高 低温 热源 驱动 一 可 逆 Carnot 热机 ,最 后 两 物体 达到 一 共同 
的 温度 Ti. (1) 求 Ti(2) 求 Carnot 热机 所 做 的 功 . (提示 :假定 物体 体积 不 变 

dQ; = dU; =adT, Gi=1,2), W= (一 D 一 (U 一 D2)) 

答案 :CDTi=VToTs; (0)W=Dh+U: 一 2U 一 aCTu 十 To 一 2T0). 

19.8 两 个 温度 分 别 为 五 和 Ts (TT 之 Ti) 的 物体 ,它们 的 定 压 热 容 量 C! 和 
C, 为 常量 , 设 在 外 界 压强 保持 不 变 情况 下 ,一 热机 工作 在 两 物体 之 间 , 求 热机 所 能 
输出 的 最 大 功 . (提示 :可 道 Carnot 热机 工作 至 两 物体 温度 相等 时 输出 功 最 大 . 物 
体 1 和 2 的 人 变 化 


AS = Cln 于 @ = 1,2) 


热机 的 焙 变 为 零 ,物体 1.2 和 热机 构成 绝热 系统 ,总 炉 变 AS 之 0, 由 此 求 出 最 后 温 
度 ) 
答案 :输出 功 为 
W= QC—Q = C(N 一 T0 一 CCT ~— T). 
19. 9 有 两 个 全 同 物体 , 热 容量 为 常量 ,初始 温度 为 T. 一 致 冷 机 在 两 物体 间 
工作 ,使 其 中 一 个 物体 的 温度 降 到 T, 为 止 . 假设 物体 维持 在 定 压 ,并 且 不 发 生 相 
变 ( 兄 第 20 章 讨论 ). 用 粹 增加 原理 证 明 此 过 程 所 需 的 最 小 功 为 
Wohin = c, (下 十 研一 2T) 

(提示 : 设 物体 1 终 态 温度 为 全 , 它 吸 收 热量 Ga =C, (Ti— Ti) ,; 炉 的 变化 为 
AS'=| GG 从 = Coln 下 

物体 2 放出 热量 Q;=C, CT T+) ,; 烂 的 变化 为 


7T 
AS, = “0, dT 


dq 虹 -Cn 卫 
地 = C,ln T 
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致 冷 机 3 工作 若干 循环 后 回 到 初 态 , 箭 和 内 能 不 变 ;AS:= 王 0 和 AU; 一 0; 物 体 1、 物 
体 2 和 致 冷 机 3 构成 绝热 系统 ,总 箭 变化 

AS 一 ASi 十 AS 十 AS 之 0 
由 热力 学 第 一 定律 ,外 界 对 系统 做 的 功 为 :W= 二 Qi 一 Q&;) 

19. 10 一 个 系统 由 两 块 物体 和 一 个 热源 组 成 . 两 块 物 体 的 质量 分 别 为 mw 和 
mz ;温度 各 为 T， 和 T ,它们 的 比热容 ( 即 单位 质量 的 热 容量 ) 都 为 c. 热源 的 温度 
为 也. 现 有 一 个 可 逆 Carnot 热机 工作 在 这 一 系统 , 当 热 机 工作 到 尽头 , 求 热机 输 
出 的 总 功 W 和 热源 吸收 的 热量 Q. (提示 : 当 热机 工作 到 两 物体 的 温度 与 热源 温度 
相同 时 ,热机 停止 工作 ;热机 ,热源 ,物体 1 和 物体 2 构成 可 逆 绝 热 系统 ,总 和 变 化 
为 零 ; 热 机 的 炉 变 化 为 零 ,热源 的 炉 变 化 为 AS。 二 Q/To(Q 为 热源 吸收 的 总 热量 )， 
两 物体 的 箭 变化 为 

AS , = omln 革 (y= 1,2) 


可 求 出 Q, 克 =QT+TQ 一 Q, 其 中 QG=1,2) 分 别 是 热机 从 物体 1 和 物体 2 吸收 的 
热量 ) 


答案 :W= 二 mic(Ti 一 To) 十 mazc( 了 IT2 一 了 了 0) 一 CI0 (mi 如 1 十 zzzln 三 2 ) 


Q= ecTo (mn 地 ln 二 十 el 元 六 ) 

19.11 一 个 定 压 热 容量 C 为 常数 .温度 为 到 的 物体 ,与 温度 为 Ti 的 热源 在 

定 压 下 接触 达到 热平衡 , 求 总 的 炉 变 化 ,并 证 明 总 业 变 大 于 零 . (提示 :物体 入 变 
ASi = Cn 好 

热源 炳 变化 AS; 二 AQ/Th= 二 CCTi 一 Th)/Th， 总 ,的 炳 变 为 AS 二 ASi 十 AS;. 利用 z> 
0 时 ,函数 f(x) 二 x 一 1 一 lnx 之 0) 

答案 :AS 一 C( 姑 一 1+In 某 ). 

19. 12 在 一 个 较 大 的 温度 范围 ,固体 的 物 态 方 程 可 表示 为 

V=V(l+3aT—xp) 

式 中 a 为 线 膨胀 系数 ,xk 为 等 温 压 缩 系数 ,车 ak、Vo 和 Cv 均 为 常量 . 证明 


1 
(1) U=U, 十 CvCT 一 To) 十 于 商人 Y 一 Ye) 


9a 2 了 Yo 
kK 


(2) S=S 十 Crin 款 十 轻 (V 一 Vo); (3) C,—Cv= 


To 
(提示 :(1) 选 荆 和 VV 为 独立 变量 ,由 第 20 章 的 热力 学 关系 式 (20. 3. 34) 


TdS = CydT+T (58), dV 
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故 

dU = Tds 一 pdy = CvdT 十 [7 (8), 一 plav 
(2) 由 第 20 章 的 热力 学 关系 式 (20. 3. 33) 
dS 一 (名),dT+ ( 况 ) av = 全 dT+( 
(3) 由 习题 19. 2 的 热力 学 关系 式 


c 一 cr 一 T( 训 ) (这 ) ) 


3 
给 ) dy 
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根据 热力 学 第 二 定律 ,孤立 系统 中 发 生 的 任何 宏观 过 程 ,包括 趋向 平衡 的 过 
程 , 都 朝 着 使 系统 的 入 增 加 的 方向 进行 . 如 果 孤 立 系统 已 经 达到 了 信 极 大 的 状态 ， 
就 不 可 能 再 发 生 任何 宏观 的 变化 ,系统 就 达到 了 平衡 态 . 为 了 判定 孤立 系统 的 某 一 
状态 是 否 为 平衡 态 ,可 以 设想 系统 围绕 该 状态 发 生 各 种 可 能 的 虚 变 动 (当然 虚 变 动 
必须 满足 约束 条 件 ) ,而 比较 由 此 引起 的 焙 变 化 . 孤立 系统 与 外 界 既 没有 能 量 的 交 
换 , 也 没有 功 的 交换 ,更 没有 物质 的 交换 . 对 非 孤 立 系统 ,一 般 把 所 研究 的 系统 与 外 
界 媒质 合成 一 个 大 系统 ,而 这 个 大 系统 可 看 成 是 孤立 系统 ,然后 利用 孤立 系统 的 炳 
增加 原理 . 由 此 可 导出 不 同 条 件 下 系统 的 特征 函数 , 当 系 统 达到 平衡 时 ,相应 的 特 
征 函 数 取 极 值 . 


20.1 系统 平衡 条 件 ,自由 能 、 热 力 势 和 广 势 函 数 


孤立 系统 :首先 考虑 孤立 系统 的 平衡 条 件 . 如 前 所 述 ,系统 的 平衡 态 完全 由 外 
参量 和 一 个 内 参量 ( 取 为 温度 ) 确 定 . 当 系统 达到 平衡 态 时 , 它 的 炉 达 到 极 大 值 ,其 
他 内 参量 ( 除 温度 以 外 ) 将 取 特 定 值 且 可 表示 成 外 参量 和 温度 的 函数 . 当 内 参量 有 
任何 偏离 都 对 应 于 某 个 非 平衡 态 ,相应 的 炉 减 小 , 即 

AS 一 8S 十 3S 一 0 (20. 1. 1) 


”或 者 


5S=0; SS 一 0 (20. 1. 2) 

上 式 中 第 一 式 称 为 极 值 条 件 , 第 二 式 称 为 稳定 条 件 . 当 系 统 达到 平衡 态 ,内 参量 和 

外 参量 的 变动 源 于 涨 落 ,但 热力 学 不 考虑 涨 落 , 故 这 里 的 “变动 ”是 虚拟 的 对 平衡 态 
的 偏离 . 热力 学 第 一 定律 为 

dU 二 TdS 十 之 Yidy; + pdn (20. 1. 3) 


考虑 简单 的 p-V 系统 ,系统 的 体积 V、 内 能 U 和 总 摩尔 数 n 都 不 变 . 将 它 划 分 为 两 
个 子 系统 V 和 V2, 相应 的 内 能 和 摩尔 数 分 别 为 (U1 ,Us) 和 (Cm ,me) ,注意 :两 个 子 
系统 也 可 看 作 两 个 不 同 的 相 ,如 固 相 和 液 相 . 整个 系统 是 孤立 系统 ,显然 有 约束 
条 件 

V=Vi 二 Vs; n= 二 +n; U=U+U; (20. 1. 4) 
整个 系统 的 粮 为 
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S = Si1Ui,Vi,nm) + SU,,V ,ne) 《20. 1. 5) 
在 平衡 态 附近 作 无 限 小 变动 ,那么 约 东 条 件 变 成 
Sw 十 sw = 二 0; 3 十 9 二 0; SU 十 X 一 0 《20. 1.6) 
箭 偏离 的 一 阶 变 分 为 


_ _ /as ,as yasS， 
8S 一 SS, 二 8S， (村 50 + 人 5V1 十 侣 am ) 
OS OSz OSz 
十 (车 十 月 3 二 全 am ) (20.1.7) 
上 式 所 有 的 偏 导数 在 平衡 态 取 值 . 对 每 个 子 系统 应 用 第 一 定律 式 (20. 1. 3) 
T,dsS; 一 dU7; 十 p,dV; 一 midrai (2 三 ] ,2) (20. 1 8) 


因 粹 是 态 函 数 ,dS; 是 全 微分 ,于 是 


OD: _1. /95: _p: /95; 
(车),， i TT,” (3 ),, T, (8), T, (20. 1. 9) 
代入 方程 (20. 1.7) 且 利用 式 (20. 1. 6) 得 到 


_/1i_ 1 py PVs /i pa 
3S = (去 一 去 )am +( 侈 一 全 ja87 一 伟 )am 《20.1.10) 


了 1 了 > 人 
因为 5U1、5V1 和 6m 都 是 独立 变 分 ,由 5S=0 得 到 
T=T; p=ps; p= pe (20. 1. 11) 


上 式 表明 :系统 平衡 时 ,系统 内 任意 两 部 分 的 温度 、 压 强 和 化 学 势必 须 相等 . 如 果 系 
统 已 处 于 热平衡 (T, 二 Te) 和 力 平衡 (p, 二 p,), 但 化 学 势 并 不 相等 ,那么 系统 仍然 
处 于 不 平衡 态 , 状 态 要 发 生变 化 ,结果 使 箭 增 加 (这 是 真实 的 增加 ) 


dS 一 未 (w 一 pn)8m 之 0 (20. 1. 12) 
说 明 Gw 一 j4) 与 5m 同 号 ,其 物理 意义 为 :粒子 将 从 化 学 势 高 的 部 分 流向 化 学 势 低 
的 部 分 . 因此 化 学 势 是 促使 粒子 流动 的 势 . 


对 粒子 数 不 守 恒 的 系统 (如 光子 系统 ), 没有 约束 条 件 gm 十 Sa 一 0, 于 是 Sm 
与 5nz 都 是 独立 变 分 , 故 式 (20. 1. 10) 变 成 


+ 1 1 pi p; ) Hl A 
二 人 未 T 一 一 一 一 到 一 全 ~ 20. 1. 1 
SS ( . > )a0 十 祭 T SVi1 T Sm dm ( 3) 
由 8S==0 得 到 平衡 条 件 为 
T=T; P=p; 一 上 二 0 (20. 1. 14) 


所 以 总 粒子 数 不 守 恒 的 孤立 系统 处 于 平衡 时 ,化 学 势 为 零 . 

非 孤 立 系统 :其 次 来 考虑 非 孤 立 系统 的 平衡 条 件 . 实际 的 孤立 系统 是 不 存在 
的 ,因此 需要 寻求 与 外 界 媒质 相互 作用 的 非 孤 立 系统 的 极 值 条 件 . 设 外 界 媒质 足够 
大 ,在 与 系统 相互 作用 过 程 中 保持 恒定 的 温度 T .压强 p。 和 化 学 势 wo. 另外 ,可 以 
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把 外 界 媒 质 的 变化 看 作 是 可 逆 过 程 . 系统 本 身 是 非 孤 立 的 ,但 是 可 以 把 系统 和 外 界 
媒质 组 成 一 个 大 系统 ,这 个 大 系统 可 看 作 孤 立 系 统 ,可 以 用 平衡 态 炳 极 大 条 件 

ASg 二 AS 十 ASo 二 0 (20. 1. 15) 
其 中 AS 是 外 界 媒 质 的 炉 变 . 如 果 外 界 媒 质 传 给 系统 的 热量 为 AQ, 那 么 外 界 媒 质 
的 入 变 为 


AS, -一 翁 (20. 1. 16) 
0 


如 果 外 界 媒质 对 系统 作 的 功 为 AW ,输入 系统 的 摩尔 数 为 An, 则 对 系统 运用 第 一 
定律 

AU = AQ+ AW + wo An (20. 1.17) 
结合 上 式 和 式 (20. 1. 16) ,方程 (20. 1. 15) 变 成 
AU — AW — yo An 


S 
人 A 去 


0 (20. 1. 18) 


或 者 

AU— TS—pm —AW>0 (20. 1. 19) 
这 就 是 适用 于 非 孤 立 系统 的 一 般 条 件 . 对 简单 的 p-V 系统 , AW 二 一 po,AV, 上 式 
变 成 

AU+pV— TS—un)>0 (20. 1. 20) 
注意 :温度 T、 压 强 p, 和 化 学 势 yw 仍然 是 外 界 媒质 的 参量 ,一 般 情况 下 不 等 于 系 
统 的 温度 工 .压强 p 和 化 学 势 y. 所 以 为 了 得 到 关于 系统 的 极 值 条 件 ,还 需要 附加 
其 他 条 件 . 下 面 考虑 特殊 情况 . 

1. 系统 处 于 温度 体积 和 粒子 数 恒定 的 条 件 下 且 系 统 的 温度 等 于 外 界 媒质 的 

温度 =T, 即 等 温 、 等 体积 和 等 粒子 数 . 式 (20. 1. 20) 简 化 为 


. AGCU 一 TS) >0 (20. 1. 21) 
注意 :上 式 出 现 的 量 都 是 系统 的 . 定义 新 的 态 函 数 下 
F=U—TS (20. 1. 22) 
称 为 自由 能 . 因此 在 等 温 、 等 体积 过 程 中 自由 能 极 小 :AF>0, 或 者 写成 
8F=0; SF>0 (20. 1. 23) 
利用 式 (20. 1. 22) 和 热力 学 第 一 定律 ,可 以 把 可 逆 过 程 中 自由 能 的 变化 写成 
dF = dU — TdS— SdT =— SdT— pdV + pdn (20. 1. 24) 


下 是 态 函 数 ,以 温度 工 .体积 V 和 摩尔 数 为 独立 变量 . 因为 dF 是 全 微分 , 故 


oF __ /9F _ (SF 
一 二 
可 见 : 化 学 势 /为 定 温 、 定 容 条 件 下 ,注入 系统 1 摩尔 粒子 而 引起 的 自由 能 的 增加 . 
设 系 统 与 大 的 热源 相 接 触 ,温度 恒定 为 工 同样 把 系统 分 成 二 个 子 系统 ,约束 条 件 
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为 
Vi 二 6V， 一 0; SNn1 十 Sn2 一 0 (20. 1 26) 
显然 下 是 广 延 量 , 即 


_ _ /a oF OF, OF; 
dF SF 十 Sr ( 绿 )ay +( 咖 )on + (Sy)3Ve + (By )avs 
由 方程 (20. 1. 25) 和 (20. 1. 26) ,上 式 简化 为 
SF 一 (bp 一 四)38V 十 Gu 一 p)3nl 一 0 (20. 1. 27) 


故 平衡 条 件 为 p, 二 Pp， 和 jp 二 ye , 即 子 系统 的 压力 和 化 学 势 相等 ,而 温度 相等 是 初 
始 条 件 ,显然 应 该 满足 . 
例 20. 1.1 滚 滴 的 平衡 条 件 . 
解 : 在 得 到 平衡 条 件 式 (20. 1. 11) 时 ,我们 没有 考虑 子 系统 1 和 2 之 间 的 界 
` 面 , 即 假定 界面 是 平面 . 如 果 不 是 平面 ,结果 又 如 何 呢 ? 考虑 蒸汽 中 液 滴 的 平衡 问 
题 ; 假 定 滚 滴 、 燕 汽 和 表面 分 别 为 .8 和 Yy 三 个 相 , 那 么 三 个 相 的 第 一 定律 关系 为 
d= TrdS" — prdV" + ye dm 
dU = TedSe — ppdV? + Ade (20. 1. 28) 
dU7= TrdS’ +odA 
上 式 中 假定 表面 相 是 一 个 没有 厚度 的 几何 面 ,元 功 为 dW = 二 odA, 其 中 6 为 表面 张 
力 系数 ,A 为 表面 面积 . 假定 温度 平衡 已 达到 ,用 自由 能 极 小 求 系统 的 平衡 条 件 . 约 
束 条 件 为 


. mr +8m=0; 6V° 二 6V?=0 (20. 1. 29) 
每 个 相 的 自由 能 变 分 为 
S 严 一 一 加 8V + yom 
8F?—— pe8V? + edn (20. 1. 30a) 
SF = odA 


系统 总 自由 能 的 一 阶 变 分 为 
SF 一 8F + 8F? + 6FY” 


=— (pr — PV" + Ce — ph) dn + odA (20. 1. 30b) 
其 中 已 利用 了 约束 条 件 式 (20. 1. 29). 假定 液 滴 是 球形 的 
Vr = Eu A = dm’ (20. 1. 31) 
于 是 ,方程 (20. 1. 30b) 变 成 
SF =— (#° 一 一 纪 )8V- + Ce — yh) dm (20. 1. 32) 


由 平衡 态 自由 能 极 小 SF 一 0 得 到 
如 一 P+ 和， w= (20; 1. 33) 
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显然 第 一 式 为 力 平衡 条 件 : 由 于 表面 张力 有 使 液 滴 收缩 的 趋势 , 液 滴 的 压强 必须 大 
于 蒸汽 的 压强 才能 维持 力学 平衡 ;第 二 式 为 相 平衡 条 件 . 

2. 系统 处 于 温度 .压强 和 粒子 数 恒定 的 条 件 下 且 系统 的 温度 和 压强 等 于 外 界 
媒质 的 温度 和 压强 :T 一 Te 和 z 一 加 .方程 (20. 1. 20) 变 成 


A(U 十 加 一 TS) >0 (20. 1. 34) 
(20. 1. 34) 式 中 所 有 的 量 都 是 系统 的 . 定义 新 的 态 函数 G 
G—~U+pV— TS (20. 1. 35) 
G 称 为 热力 势 . 因此 在 定 温 . 定 压条 件 下 ,系统 平衡 条 件 为 热力 势 极 小 AG>0, 或 者 
5G =0; ¥G>0 (20. 1. 36) 
可 道 过 程 中 热力 势 的 变化 
dG =— SdT +Vdp + pdn (20. 1. 37) 
G 是 态 函 数 ,以 温度 .压强 p 和 摩尔 数 为 独立 变量 . 因为 dG 是 全 微分 , 故 


s 一 (器) Vv 一 ( 况 );,， = (总) 038) 
热力 势 的 平衡 条 件 给 出 化 学 势 相 等 的 条 件 :pu 二 px. 
3. 系统 处 于 温度 ,体积 和 化 学 势 恒 定 的 条 件 下 且 系 统 的 温度 和 化 学 势 等 于 外 
界 媒质 的 温度 和 化 学 势 :T 一 Te 和 Aw 一 /mo. 方程 (20. 1. 20) 变 成 
AU 一 TS 一 pn) >0 (20. 1. 39) 
由 于 粒子 数 不 恒定 ,系统 是 一 个 开 系 . 上 式 中 所 有 的 量 都 是 系统 的 . 定义 新 的 态 函 
数 2 
Q 一 U 一 TS 一 per (20. 1. 40) 
0 称 为 开 系 的 广 势 函 数 . 因此 定 温 、 定 容 和 定 化 学 势 条 件 下 ,系统 平衡 条 件 为 广 势 
函数 极 小 AO>0 ,或 者 
50 =0; ¥0>0 (20. 1. 41) 
可 逆 过 程 中 广 势 函数 的 变化 为 
d9 = 一 SdT 一 zzdV 一 ndwn (20. 1. 42) 
同样 可 得 与 式 (20. 1. 38) 类 似 的 关系 式 . 
4. 系统 处 于 定 容 、 定 米 和 定 粒子 数 的 条 件 下 ,方程 (20.1. 20) 变 成 :AD >0， 
或 者 
5U =0; SU>0 (20. 1. 43) 
即 内 能 达到 极 小 ,这 是 力学 中 机 械 能 极 小 和 稳定 性 条 件 的 推广 . 
5. 系统 处 于 定 温 和 定 粒 子 数 的 条 件 下 ,AT 一 0,An 一 0. 方程 (20. 1. 20) 变 成 
AFE 十 如 AV 二 0 (20. 1. 44) 
这 种 情况 不 能 写成 系统 态 函 数 的 极 值 条 件 . 
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20. 2 平衡 的 稳定 性 条 件 和 临界 态 的 基本 特征 


以 上 只 用 了 系统 平衡 的 极 值 条 件 , 下 面 讨论 系统 平衡 的 稳定 性 条 件 ,看 看 能 得 
到 什么 结果 . 考虑 简单 的 p-V 系统 且 粒 子 数 固定 (3n 一 0), 以 S 和 VV 为 独立 变量 ， 
内 能 的 变化 为 


AU = 9U 十 ?2U (20. 2. 1) 
其 中 一 阶 和 二 阶 变 分 分 别 为 
3U = UsSS + UvSV = T8S— paV (20. 2. 2) 
8U = [Us (8S)? + 2Uw OS8V + Uw (8V)’] (20. 2. 3) 
其 中 为 了 方便 定义 
_ /UY 下. /Uy 
Us 一 ( 引 ) 一 T =( 先 )、 ? 


yy yy yg 2 
Us = (35), Uw= (assr) Uw = (BSF). 


把 式 (20. 2. 2) (20. 2. 3) 和 (20. 2.4) 代 入 方程 (20. 2. 1) 得 到 极 值 条 件 和 稳定 性 
条 件 
(T—T.)8S—(p—p)V=0 (20. 2. 5) 


8U = 广 [Uss (8S)? + 2Us8S8V + Uw BV):J>0 (20.2.6) 


方程 (20. 2. 5) 给 出 T=T;p 二 p,, 即 系统 平衡 条 件 为 :系统 与 外 界 媒 质 应 处 于 热 
平衡 和 力 平衡 . 因为 =Us, 故 5T=Uss8S 十 Usy8V, 代 人 人 式 (20. 2.6) 消 去 8S 得 到 


8U = 去 [ 赤 - C8T)’ + (Uw -路 )Gv> |>。 (20. 2.7) 
上 式 恒 成 立 的 条 件 为 
Us = ( 基 ) > 0 (uv 下 )> 0 (20. 2. 8) 
根据 定 容 热 容量 Cy 的 定义 


c = ( 蝇 ),= (时 ), = (器 ),( 咎 ) = 车 )， 
注意 :上 式 都 是 在 定 容 条 件 下 的 运算 . 故 式 (20. 2. 8) 第 一 式 相当 于 
Us = 让 >0 (20. 2. 9) 


即 Cy 之 0, 这 是 不 难 想像 的 ,系统 吸收 热量 后 ,温度 上 升 而 与 外 界 达 到 新 的 热平衡 . 
利用 微分 关系 dF 二 一 SdT 一 pdV 和 dU 二 TdS 一 pdV ,显然 有 关系 
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(5) = EA (20. 2. 10a) 
上 式 右边 内 能 是 S 和 V 的 函数 ,而 S 又 可 看 成 下 和 Y 的 函数 , 故 


2 
(38), = ( 绿 ).+(Bs5]。( 器 ), -om+oe( 器 )， 


(20. 2. 10b) 
而 由 关系 5T= 二 Uss 8S 十 Usy6V ,得 到 
oSy __ Ug 
( 完 )， 一 Ew (20. 2. 10c) 
代入 式 (20. 2. 10b) 得 到 
/oFY 1 [让 
Fw = ($F), = Uw 闻 (20. 2. 11) 
所 以 方程 (20. 2. 8) 第 二 式 变 为 
OF\ _ /9p 
(说 ) = (3) >。 (20. 2. 12) 
根据 等 温 压 缩 系数 的 定义 
_ 11 
kr 一 (B35); (20. 2. 13) 


故 式 (20. 2. 12) 要 求 cr>0, 这 也 是 不 难 理解 的 ,系统 受 压 后 ,体积 必须 变 小 . 所 以 
稳定 平衡 的 条 件 为 xr 汪 0 和 Cv 之 0. 方程 (20, 2. 6) 也 可 化 为 以 8p 和 8S 为 变量 , 注 
意 到 

—p— (5). =—U; 8p~—UwaV Us8S (20.2.14) 
代入 方程 (20. 2. 6) 得 到 

3U = 艺 [ 估 (82 二 (Us 一 来 )cs]> 0 (20.2.15) 
另 一 方面 ,利用 微分 关系 dH 二 TdS 十 Vdp 和 dU 二 TdS 一 pdV, 可 得 到 与 式 
(20. 2. 11) 类 似 的 关系 


( 絮 ) = ES ( 缚 ) =- 吕 - 访 (20. 2. 16a) 
其 中 用 到 了 热力 学 关系 
(名) -TH 二 ( 缚 )， = ( 邯 ), (20. 2. 16b) 
以 及 , 
C, = ( 骆 )， = T( 强 )， (20. 2. 16¢) 


于 是 稳定 性 条 件 变 为 
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Uw 一 一 (55) = > 0 Hss = ( 甘 )， = 地 >0 (20. 2. 17) 


即 稳定 条 件 为 :绝热 压缩 数 cs 盖 0 和 定 压 热 容量 C,>0. 
一 个 特殊 情况 是 :如 果 系 统 所 处 的 状态 出 现 Fw 二 0, 那 么 在 定 温 条 件 下 C5T== 
0) ,由 式 (20. 2.7) 和 (20. 2. 11) ,82U 一 0, 所 以 系统 的 稳定 性 讨论 要 展开 到 更 高 级 
项 才能 讨论 ,这 种 状态 称 为 临界 态 . 在 定 温 条 件 下 ,由 式 (20. 1. 44) 
Fvy8V 十 Fw (8V)? 十 让 Fw (8V)3 十 Fww (8V)4 二 pdV > 0 


考虑 到 现在 Fw=0 


_ pav— 1 (op 1 (op 
Cpo pV— 吉 (FE) BV) (3 ), BV >0 (20.2.18) 
上 式 第 一 项 给 出 力 平衡 条 件 如 一 如 ,而 
1 (32 1 (op 
二 (3) GV + 直 ( 弦 ) BW <0 (20. 2. 19) 


3Vs 
上 式 恒 成 立 的 条 件 是 
Op Sp 
(97),—% (wp) <° 
这 就 是 临界 态 的 基本 特征 ,在 p-V 图 的 等 温 线 上 ,表示 一 个 拐点 , 它 的 一 、 二 阶 导 
数 为 零 ,而 三 阶 导数 小 于 零 . 注意 ;一 阶 导数 等 于 零 即 为 Fvyy 二 0. 


20.3 ”热力 学 函数 、 热 力学 关系 和 最 大 功 原理 


热力 学 函数 U、F.G.0 实际 上 是 独立 变量 变化 后 ,函数 的 相应 变化 . 故 可 用 
Legendre 变换 求 得 . 由 第 一 定律 ,内 能 U 以 烂 S、 体 积 V 和 摩尔 数 为 独立 变量 ， 
即 

dU = TdS— pdV udn (20. 3. 1) 
通过 Legendre 变换 ,根据 系统 经 历 的 不 同 过 程 ,可 以 定义 不 同 的 状态 函数 ， 

1. 上 式 两 边 同 时 减 去 d(TS) 得 到 

d(U 一 TS) =— SdT— pdV + ydn = dF (20. 3. 2) 
其 中 下 为 自由 能 函数 
F=U—TS (20. 3. 3) 

为 了 看 清 自由 能 函数 的 意义 ,假定 系统 经 历 一 个 等 温 过 程 (T 二 了 T 二 常量 ) , 那 
么 AF=AC(U 一 TS) 二 AU 一 TAS. 又 由 式 (19. 3. 16) :TAS>>AQ, 即 AF< AD 一 AQ. 
另 一 方面 ,由 第 一 定律 AQ 十 AW 二 AU 得 到 :AF<AW. 于 是 

一 AF 守 一 AW (20. 3. 4) 
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上 式 表明 :在 等 温 过 程 中 ,系统 自由 能 的 减少 总 是 大 于 系统 对 外 界 媒质 做 的 功 . 只 

有 在 可 逆 过 程 中 ,系统 自由 能 的 减少 全 部 用 来 对 外 做 功 . 称 为 最 大 功 原理 . 自由 能 

是 系统 内 能 的 一 部 分 ,所 以 在 可 逆 等 湿 条 件 下 ,自由 能 是 内 能 中 具有 做 功 潜力 的 那 

一 部 分 . 

“对 简单 的 p-V 系统 ,如 果 系 统 不 仅 温度 不 变 , 而且 体 积 也 不 变 (A 允 一 0), 则 

AF<0 (20. 3. 5) 

即 在 等 温 等 容 过 程 中 ,系统 的 自由 能 变 小 (注意 与 极 值 条 件 相反 ,因为 上 式 表示 实 

际 的 过 程 ,而 极 值 条 件 是 虚 过 程 ). 

2. 式 (20. 3. 1) 两 边 同 时 加 上 dp 得 到 


dU+pV) = TdS+Vdp+pdn= dH (20. 3. 6) 
上 式 左边 即 为 炊 函 数 三 
H=U+pV (20. 3.7) 
考虑 一 个 热力 学 过 程 ,在 过 程 中 保持 压强 不 变 , 则 等 压 过程 中 烩 的 变化 为 
AH = AU+pAV = AQ (20. 3. 8) 


即 在 等 压 过 程 中 系统 从 外 界 吸 收 的 热量 等 于 态 函 数 烩 的 增加 值 . 
3. 式 (20. 3. 6) 两 边 减 去 d(TS) 得 到 


dU + pV — TS) =— SdT+Vdp + pdn = dG (20. 3. 9) 
即 为 热力 势 G 
G=U+pV— TS (20. 3. 10) 
对 均匀 系统 UU=nu;V 二 nv,S 二 ns, 代 人 上 式 得 到 
G=n(utpo— Ts)=m (20. 3. 11) 


其 中 已 利用 方程 (19. 3. 27). 因此 对 均匀 系统 ,化 学 势 等 于 单位 摩尔 物质 的 热力 势 
考虑 系统 (假定 粒子 数 不 变 ) 经 历 一 个 等 温 、 等 压 过 程 , 则 过 程 中 


AG = AU 二 + pAV— TAS (20. 3. 12) 
”由 式 (19. 3. 16) ,TAS 之 AQ, 于 是 
AG 过 AU 二 PAY 一 AQ (20. 3. 13) 
假定 外 界 媒质 对 系统 做 功 除 膨胀 功 pAV 外 ,还 存在 其 他 形式 的 功 AW“, 即 
AW = 一 DAV 十 AW7 (20. 3. 14) 
由 热力 学 第 一 定律 AQ+AW=AU 得 
AG AW+PAV = AW (20. 3. 15) 


即 一 AG 之 一 AW', 故 在 等 温 、 等 压 过 程 中 ,系统 热力 势 的 减少 总 是 大 于 系统 对 外 界 
媒质 做 的 非 膨胀 功 . 如 果 不 存在 其 他 形式 的 非 膨胀 功 , AG 专 0， 因此 ,在 等 温 等 压 
过 程 中 ,系统 的 热力 势 变 小 . 
4. 式 (20. 3. 2) 两 边 减 去 dljun) 得 到 
d(U— TS—yn) =— SdT— pdV — ndx= dQ (20. 3. 16) 


第 20 章 热力 学 平衡 条 件 、 热 力学 函数 和 相 变 ”405 


即 为 开 系 的 广 势 函数 
0Q=U—TS—n (20. 3. 17) 
考虑 系统 经 历 一 个 等 温 、 温 容 和 等 化 学 势 过 程 , 则 过 程 中 
AN = AU — TAS— An (20. 3. 18a) 
由 式 (19. 3. 16) ,TAS 宇 AQ, 得 到 
AN < AU — AQ— yan (20. 3. 18b) 
假定 外 界 媒质 对 系统 内 能 的 增加 除 注入 粒子 外 ,还 存在 其 他 形式 的 功 AW” , 即 
AW = yAnt AW (20. 3. 19) 
由 第 一 定律 和 AQ 十 AW= 二 AU 得 
ANQ < AW — An = AW’ (20. 3. 20) 


即 一 AQ 宇 一 AW , 故 在 等 温 、 等 容 和 等 化 学 势 过 程 中 ,系统 广 势 函 数 的 减少 总 是 大 
于 系统 对 外 界 媒质 作 的 功 . 如 果 不 存在 其 他 形式 的 功 , AQ<0. 故 在 等 温 等 容 等 化 
学 势 过 程 中 ,系统 的 广 势 函数 变 小 . 

以 上 我 们 的 讨论 以 简单 的 p-V 系统 为 主 ,对 其 他 形式 的 功 , 只 要 写 出 广义 力 
和 相应 的 广义 位 移 以 及 元 功 形 式 , 不 难 作出 推广 . 

例 20.3.1 单位 体积 磁 介质 系统 的 自由 能 和 热力 势 ， 

解 : 假定 体积 变化 可 忽略 ,外 界 对 磁 介 质 做 元 功 为 dW 二 HdB, 在 等 漫 可 首 
过 程 中 

dF = dW (20. 3. 21) 

当 磁 场 从 零 变 到 B, 对 上 式 积分 得 到 


F(T,B) = F(T,0) +| HaB (20. 3. 22) 


其 中 F(T,0) 是 磁场 不 存在 时 系统 的 自由 能 ,第 二 项 是 建立 磁场 和 介质 极 化 所 附 
加 的 自由 能 ,对 各 向 同性 的 磁 介 质 B 二 x 瑟 , 于 是 


1 B 
F(T,B)= F(T,0) + ,BdB 


= F(T,0) + aD = F(T,0)+#uH? (20.3.23) 
由 式 G=U 一 TS 十 pV=F 十 pV 类比 得 到 
G(T,B) = F(T,0) + xH’ — HB = F(T,0) 一 去 B! (20. 3. 24) 
可 见 在 忽略 膨胀 功 时 GCT,0) 一 FCT,0). 
由 热力 学 函数 的 全 微分 关系 可 以 导出 几 个 重要 的 关系 : 
1. 化 学 势 与 系统 粒子 数 的 关系 : 式 (20. 3.1) 中 是 物质 的 摩尔 数 ,而 py 是 单 


位 摩尔 物质 的 化 学 势 ,但 在 统计 物理 中 ,我 们 常常 用 系统 的 粒子 数 N 作为 变量 , 因 
此 定义 单个 粒子 的 化 学 势 为 yx, 则 式 (20. 3. 1) 可 改写 成 
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dU = TdS— pdV +y dN (20. 3. 25) 
“ydN 表示 增加 dN 个 粒子 时 系统 内 能 的 增加 . 习惯 上 ,把 y/ 也 写成 y ,但 要 注意 : 
当 公式 中 同时 出 现 N 和 jy 时 ,这 个 y 指 单 个 粒子 的 化 学 势 . 由 式 (20. 3. 2) 


dF =— SdT— pdV + udN (20. 3. 26) 
故 
/ Go Po (名),、 《20. 3. 27) 
因此 
(3) = 一 (38), (20. 3. 28) 
而 强度 量 y 和 pp 只 能 以 关系 NAV 依赖 于 广 延 量 V 和 NN ,于 是 
($$),、 和 (党 ) (起 ) ， 丰 N (89),、 20. 3. 29) 
即 
( 基 )， =— (¥) (38) 、 = i 过 (20. 3. 30) 


上 式 左边 的 化 学 势 变 化 是 不 可 测量 的 ,而 右边 的 等 温 压 缩 系 数 可 测量 . 另外 在 统计 
物理 里 ,可 从 理论 上 求 出 K(T,V,N), 从 而 由 上 式 可 以 求 得 压缩 系数 . 
2. 箭 和 答 函 数 : 把 焙 看 作 V 和 T 的 函数 S 一 SCT,V)( 假 定 粒子 数 不 变 ), 则 


ds = ( 叶 ) a7+ ( 品 ) ay (20. 3. 31) 
而 定 容 热 容 量 为 | 
c = (路 ), = ( 轩 ), = 了 (从)， C20. 3. 32) 
又 利用 dF 二 一 SdT 一 pdV 得 到 
( 吕 ) 一 (4), (20. 3. 33) 
故 式 (20. 3. 31) 变 成 
TdS = CvdT 十 T(S4) ay (20. 3. 34) 
如 果 把 粹 看 作 V 和 的 函数 S 一 SCT,p) ,那么 
dS = ( 舍 ) ar+ (名 ),ap (20. 3. 35) 
而 定 压 热 容 量 | 
C, = ( 辕 )， = ( 野 )， = T( 绢 )， (20. 3. 36) 


又 利用 dG 二 一 SdT 十 Vdp《 假 定 粒 子 数 不 变 ) 得 到 
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一 (名 ), = (新 )， . (20. 3. 37) 
故 式 (20. 3. 35) 变 成 
ds = dT — (新 ) dz (20. 3. 38) 
把 上 式 代 入 d 昌 = 二 TdS 十 Vdp (假定 粒子 数 不 变 ) 可 得 到 
dH = CsdT+ [v— T( 演 )， Jap (20. 3. 39) 


方程 (20. 3. 34) (20. 3. 38) 、 和 (20. 3. 39) 右 边 的 量 实验 可 测 , 故 可 以 求 得 物体 的 焙 
和 答 函 数 . 
低温 的 获得 :由 式 (20. 3. 34) 或 者 (20. 3. 38) 


( 绪 ). —t (5) (让 )， 一 忆 ( 这 )， (20. 3. 40) 
因 在 体积 一 定时 ,压强 增加 ,系统 温度 也 增加 , 故 (9p/aT)v>0, 而 Crv>0, 第 一 式 
意味 着 ;在 绝热 过 程 中 ,体积 膨胀 ,温度 要 下 隆 . 利用 这 一 性 质 ,可 以 达到 降温 的 目 
的 ;而 第 二 式 右边 恒 大 于 零 , 故 必须 降 压 才能 降温 . 由 方程 (20. 3. 39) 得 到 


(站 )， = [7(7), -Vv| (20. 3. 41) 
如 果 上 式 右边 大 于 零 , 则 在 等 妈 过程 , 降 压 就 能 实现 降温 . 实验 中 利用 节 流 过 程 来 
实现 等 灼 过 程 . 所 谓 节 流 过 程 就 是 :在 绝热 管道 中 装 有 和 孔道 很 细 的 多 孔 塞 (或 节 流 
阀 ) ,使 高 压气 体 通过 多 孔 塞 后 , 因 流 阻 而 维持 在 较 低 压强 . 如 图 20. 3. 1(a) ,气体 
初始 压强 和 体积 分 别 为 p, 和 Vi ,然后 移动 活塞 A 和 B, 使 多 孔 塞 两 边 的 压强 分 别 
保持 在 p, 和 p, 且 ps 二 Pi, 如 图 20.3.1(b); 直 到 最 后 气体 全 部 通过 多 孔 塞 , 压 
强 和 体积 分 别 为 p, 和 V ,如 图 20. 3. 1(c). 由 于 过 程 是 绝热 的 ,内 能 的 变化 等 于 外 


图 20. 3.1 节 流 过 程 
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界 做 的 功 , 即 W==U, 一 Ui ,在 恒 压 (两 边 保持 压强 恒定 ) 条 件 下 ,外 界 对 系统 做 的 功 
为 WW 二 pV 一 pVi ,于 是 

UpVi = U;,+p,Ve (20. 3. 42) 
而 根据 炊 的 定义 ,上 式 意 味 着 : Hi = HH;, 因 此 节 流 过 程 是 等 炊 过 程 . 由 方程 
《20. 3. 41) ,只 要 方程 右边 大 于 零 , 则 通过 节 流 过 程 后 气体 压强 下 降 , 温 度 也 下 降 . 
目前 结合 绝热 膨胀 法 和 节 流 法 可 得 到 数 K 的 低温 . 

如 果 要 获得 更 低 的 温度 (mK 量 级 ) ,必须 使 用 所 谓 的 磁 冷 却 法 . 对 磁 介 质 , 元 
功 为 dW 二 po HdM ,比较 体 膨胀 元 功 dW 二 一 pdV ,显然 只 要 作 替 换 :V 一 M 和 p 一 
一 mm 吾 , 则 式 (20. 3. 40) 第 二 个 方程 变 成 

(的 ,一 各 ( 吕 
oH/s Cn \oT/h 
一 般 , 温 度 增加 ,磁极 化 降低 , 故 上 式 右边 大 于 零 . 所 以 在 绝热 条 件 下 ,磁场 减 小 , 则 
介质 的 温度 降低 . 实验 中 ,在 等 温 条 件 下 建立 磁场 ,在 绝热 条 件 下 撤去 磁场 ,从 而 使 
磁 介 质 的 温度 下 降 . 


20.4 相 变 、 临 界 现象 和 临界 指数 


在 状态 参量 (如 压强 .温度 和 体积 等 ) 连 续 变 化 时 ,系统 的 热力 学 性 质 也 将 连续 
变化 . 但 当 状 态 参 量变 化 到 某 个 值 时 ,如 果 在 这 个 值 前 后 作 稍微 的 变化 ,系统 的 某 
些 物性 发 生 显著 的 路 变 , 则 我 们 说 在 这 个 状态 系统 经 历 了 某 种 " 相 变 ” 

最 简单 的 相 变 是 物质 有 气 、 液 和 固 三 种 不 同 的 状态 . 图 20. 4, 1 是 物质 的 相 图 . 
固定 恰当 的 温度 了 ,连续 增加 压强 p, 物 质 可 从 气态 转变 成 液态 ,再 到 固态 (如 图 中 
直 虚 线 ). 在 压强 请 点 的 上 下 ,物性 完全 不 同 ( 上 为 液态 ,下 为 气态 ). 当 压 强 恰 好 是 
pi 时 , 气 - 液 共 存 . 气 - 液 . 气 - 固 和 液 -国共 存 的 曲线 分 别称 为 汽化 曲线 .升华 曲线 
和 熔 解 曲线 ,通称 为 相 平 衡 曲 线 . 

图 20. 4. 1 中 有 二 个 特别 的 点 :@ 汽 化 曲线 、 
升华 曲线 和 熔 解 曲线 交 于 一 点 ,在 这 点 , 气 - 液 
固 三 个 相 共同 存在 , 故 称 为 三 相 点 ( 纯 水 的 三 相 
点 温度 为 273. 16K) ;@ 汽 化 曲线 终止 的 点 C, 称 
为 临界 点 . 临界 点 的 存在 ,使 我 们 可 以 把 物质 直 
接 从 气态 转变 到 液态 , 而 不 必 经 过 气 - 液 共存 

由 20. 1 节 讨 论 结果 , 气 - 液 平衡 的 条 件 为 两 
边 化 学 势 相 等 , 即 
图 20.4.1 物质 的 相 图 We CTsp) = CT,p) (20.4.1) 


(20. 3. 43) 


第 20 章 ”热力 学 平衡 条 件 .热力 学 函数 和 相 变 。 409 


同样 液 - 固 和 和 气 - 固 的 平衡 方程 为 
1sCT,p) = p(T,p) (20. 4. 2) 
Hae(T,p) = ps CT,p) (20. 4. 3) 
以 上 三 式 即 为 决定 汽化 曲线 .溶解 曲线 和 升华 曲线 的 方程 . 在 相 平 衡 曲线 上 , 例如 
在 汽化 曲线 上 ,保持 一 定 的 压强 和 温度 ,供给 系统 一 定 的 热量 ,那么 就 有 一 部 分 物 
质 从 液 相 转变 到 气相 ; 
反之 ,如 果 此 时 有 一 部 分 物质 从 气相 转变 到 液 相 ,系统 就 要 放出 一 定 的 热量 ， 
这 个 热量 称 为 汽化 潜 热 . 同样 道理 ,存在 熔 解 潜 热 和 升华 潜 热 . 
实验 发 现 : 如 果 在 等 温 条 件 下 对 纯净 的 气相 慢 慢 地 加 压 , 有 时 候 压 强 已 从 相 平 
衡 曲 线 的 气相 一 侧 进入 液 相 的 一 侧 , 但 气体 仍 没有 液化 . 这 种 状态 不 能 维持 很 久 ， 
最 终 气体 将 凝结 为 液体 . 这 表明 越过 相 平衡 曲线 的 气相 是 不 稳定 的 ,但 是 可 以 暂时 
实现 . 这 种 状态 称 为 亚 稳 态 . 在 亚 稳 态 ,由 于 外 界 的 扰动 或 自身 的 涨 落 等 因素 ,最终 
要 过 渡 到 稳定 态 , 即 液态 . 亚 稳 的 气相 称 为 过 冷气 体 . 反 过 来 ,在 等 温 条 件 下 对 纯净 
的 液体 慢 慢 地 减 压 ,也 会 使 压强 从 相 平衡 曲 线 的 液 相 一 侧 进 入 气相 的 一 侧 ,而 液体 
仍 没 有 汽化 . 这 种 状态 也 是 亚 稳 态 . 这 种 液体 称 为 过 热 液体 . 
下 面 以 汽化 曲线 为 例 求 相 平衡 曲线 的 方程 . 设 气相 和 液 相 的 摩尔 炳 为 ss 和 
3 ,那么 汽化 潜 热 为 
Le 一 TGs — sl) (20. 4. 4) 
另 一 方面 ,方程 (20. 4. 1) 两 边 微分 得 到 


( 状 ) dz 十 ( 织 ) dT = (总 ) p+ ( 关 ) dT (20.4.5) 


op op DT 
由 式 (20. 3. 11) 和 (19.3.26) 
du = du pdvi+vdp— Tds— sdT (20. 4. 6) 
即 
dy =— sdT++ vdp (20.4.7) 
于 是 
3 一 一 ( 线 ) ， v= (¥). (20. 4. 8) 


代 人 方程 (20. 4. 5) 得 到 
‘dp _ ss _ Le. 
dT ww—v TC — J) 
(20. 4. 9) 式 就 是 汽化 曲线 满足 的 方程 . 汽化 潜 热 可 由 实验 测量 得 到 ,如 果 气 体 和 液 
体 的 状态 方程 已 知 ,就 可 以 求 得 汽化 曲线 p= 二 pC 了 DD). 
由 上 讨论 可 见 , 物 质 的 气 - 液 相 变 中 ,在 相 平 衡 曲线 上 化 学 势 相 等 ,但 摩尔 米 和 
摩尔 体积 有 突变 ,而 摩尔 米 和 摩尔 体积 是 化 学 势 的 一 阶 导数 . 故 可 描述 成 ;在 相 平 


(20. 4. 9) 
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衡 曲 线 上 ,化 学 势 连续 ,而 化 学 势 的 一 阶 导数 有 突变 ,这 样 的 相 变 称 为 一 级 相 变 . 根 
据 相 变 的 定义 , 相 变 是 指 当 状态 参量 变化 到 某 个 值 时 , 某 些 物性 发 生 显著 的 跃 变 . 
物性 的 蚂 变 不 限于 摩尔 米 和 摩尔 体积 ,其 他 物性 包括 等 温 压 缩 系 数 、 定 压 比 热 . 定 
压 膨胀 系数 等 ,在 固体 中 还 包括 晶体 的 对 称 性 ,在 磁 系 统 中 还 包括 磁化 率 ,等 等 . 

根据 化 学 势 的 变化 情况 ,可 对 相 变 进行 分 类 :如 果 在 相 变 点 ,化 学 势 及 化 学 势 
的 一 阶 导数 连续 ,而 二 阶 导 数 存 在 突变 ,那么 称 这 种 相 变 为 二 级 相 变 ;化 学 势 及 化 
学 势 的 一 ,二 阶 导数 连续 ,而 三 阶 导 数 存在 突变 ,那么 称 这 种 相 变 为 三 级 相 变 ,如 此 
类 推 . 这 些 相 变 ( 除 一 级 相 变 外 ) 通 称 为 连续 相 变 . 

临界 现象 :等 温 压缩 系数 、 定 压 比 热 , 定 压 膨胀 系数 这 些 量 是 化 学 势 的 二 阶 
导数 


11aey 工 3Ap 
Ki 二 (总) 一 (20. 4. 10a) 


5S 人 
2 一 T( 许 )， = 一 了 3 友 
“一 汪 (部) 一 性 se (20. 4. 10¢) 
在 连续 相 变 时 ,这 些 系 数 在 相 变 点 存在 突变 (事实 上 这 些 系数 在 连续 相 变 的 相 变 点 
可 能 是 发 散 的 ). 连续 相 变 的 相 变 点 称 为 临界 点 (注意 :与 图 20.4.1 中 的 临界 点 C 
区 别 ). 物质 在 连续 相 变 临 界 点 的 行为 称 为 临界 现象 . 在 临界 点 的 邻 域 ,与 化 学 势 二 
阶 导数 相应 的 等 温 压 缩 系数 、 定 压 比 热 和 定 压 膨胀 系数 等 表现 出 某 种 非 解析 特性 ， 
可 用 寡 函 数 表 述 这 些 热力 学 量 在 临界 点 邻 域 的 特性 ,其 圭 次 ( 负 赛 次 ) 称 为 临界 指 
数 . 连续 相 变 的 例子 有 : He-4 的 4 相 变 ,临界 温度 为 和 一 2.17K( 常 压 下 ) ,液态 
He-4 由 正常 状态 转变 为 超 流 状态 ; 超 导 - 正 常 相 变 ( 不 同 的 金属 有 不 同 的 临界 温 
度 ) ;合金 的 有 序 - 无 序 相 变 、 铁 磁 - 顺 磁 相 变 ,等 等 . 
下 面 以 气 - 液 流 体 和 铁 磁 - 顺 磁 系 统 为 例 , 介 绍 实验 观察 到 的 临界 现象. 
1. 在 相 变 点 的 邻 域 ,物质 的 等 温 压缩 系数 ez 


je = 一 二 ( 记 )， 一 2 (3), (20. 4. 11) 


是 发 散 的 ,意味 着 :在 临界 点 的 邻 域 ,偶然 的 压强 涨 落 将 导致 显著 的 密度 涨 落 . 等 压 
条 件 下 ,kr 的 变化 规律 为 


(20. 4. 10b) 


wi~ (Ti) (T=>T.+0) (20. 4. 12a) 
Kr 一 (于 一 ) (T™> T.—0) (20. 4. 12b) 
临界 指数 :7 二 1.2 一 1.3,7' 二 1.1~1.2. 


2. 在 相 变 点 的 邻 域 ,物质 的 定 容 比 热 cv( 单 位 体积 的 热 容量 ) 是 发 散 的 ,意味 
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着 :在 临界 点 的 邻 域 达 到 热平衡 非常 困难 ,为 了 使 整个 系统 保持 在 恒定 的 温度 (如 
10 一 K) 需 要 很 长 时 间 ,并 要 不 断 搅动 液体 . 等 压条 件 下 ,c, 的 变化 规律 为 


TT. 
“~ ( 去 ) ‘T=>T.+0) (20.4. 13a) 


cs ~ (2 (~ 工 二 0) (20.4. 13b) 


临界 指数 ;a 二 0. 1~0.2,a 一 0. 1 一 0. 2. 
铁 磁 物质 的 特征 是 在 外 磁场 为 零 时 ,物质 的 磁化 强度 不 为 零 , 称 为 自发 磁化 强 
度 , 自 发 磁化 强度 M 是 温度 下 的 函数 :M=-M(T). 当 温 度 上 升 时 ,M 减 小 , 当 温 度 


” 上升 到 T.( 称 为 居 里 湿度) 时 ,自发 磁化 强度 为 零 ,物质 转变 为 顺 磁 状 态 . 顺 磁 状态 


没有 自发 磁化 ,但 在 外 磁场 作用 下 可 发 生 磁 化 . 
1. 在 相 变 点 的 邻 域 ,自发 磁化 强度 KM 的 变化 规律 为 


下 .一 个 \ 
M~ ( 二 ) 
临界 指数 :7 一 0. 30 一 0. 36. 
2. 在 相 变 点 的 邻 域 , 铁 磁 物质 的 零 磁场 比 热 发 散 , 变 化 规律 为 


~ (所) ( 工 一 人 十 0) (20. 4. 15a) 


(T— T.—0) (20. 4. 14) 


人 一 人 加 
cn~( 元 ) (T-> T,—0) (20. 4. 15b) 


临界 指数 ;a 二 0. 0 一 0. 2,a 二 0. 0 一 0. 2. 

Landau 了 瞧 象 理论 :Landau 在 1937 年 提出 了 一 个 连续 相 变 的 唯 象 理论 ,提出 
了 序 参量 的 概念 ,认为 连续 相 变 的 特征 是 物质 有 序 程度 的 改变 及 与 之 相 随 的 物质 
对 称 性 的 变化 . 在 相 变 点 温度 以 下 的 相 , 对 称 性 较 低 , 有 序 度 较 高 , 序 参量 非 零 ; 在 
相 变 点 温度 以 上 的 相 , 对 称 性 较 高 ,有 序 度 较 低 , 序 参量 为 零 . 随 着 温度 降低 , 序 参 
量 在 相 变 点 连续 地 从 零 变 到 非 零 . 

在 等 温 等 压条 件 下 ,系统 平衡 条 件 为 热力 势 G 极 小 . 在 相 变 点 邻 域 ,热力 势 C 
应 该 是 序 参量 7、 温度 和 压强 p 的 函数 , 即 G 一 GCT,z, 人 .由 热力 势 G 极 小 条 件 
得 到 


2 一 0 (20. 4. 16) 
7 

上 式 就 是 决定 序 参量 my 一 XT,p) 的 方程 . 令 序 参量 为 零 就 得 到 相 变 点 温度 T 和 压 
强 p. 的 关系 , 即 yx(T.,p.) 二 0. 该 方程 可 能 有 多 个 解 , 那 些 满 足 稳 定性 条 件 (G 关 
于 7 的 二 阶 导数 大 于 零 ) 的 解 才 是 可 能 存在 的 相 , 即 


2 
9 3 ) ~ 0 (20. 4. 17) 
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当然 在 热力 学 范围 内 求 出 热力 势 G 的 一 般 表达 式 是 不 可 能 的 ,而 且 有 具体 问题 C 的 
表达 式 也 不 同 . 但 是 我 们 只 研究 在 相 变 点 邻 域 的 情形 , 因为 序 参量 7 连续 变化 ,在 
相 变 点 邻 域 是 一 个 小 量 , 可 以 把 热力 势 G 展开 成 序 参量 7 的 震级 数 , 即 
G= G(T,p,D 一 GoCT,b) Ta(T,p)yt BT, PY 
+YT,DTF HOT PF + (20. 4. 18) 
由 于 序 参 量 7 表征 系统 的 有 序 程度 ,+7 和 一 7 应 该 表示 相同 的 有 序 度 , 故 上 式 奇 
次 项 系数 应 该 为 零 , 即 
GOT PD = Go Tp TET PP+LT P+ (20.4.19) 
由 方程 (20. 4. 16) 得 到 
nL28CT, p) + 46(T, Pp) FIO (20. 4. 20) 


轴 一 0; 六， 一 十 /一 项 (20. 4. 21) 


显然 = 二 0 代表 无 序 相 , ,代表 有 序 相 . 由 稳定 性 条 件 式 (20. 4. 17) 得 到 


上 式 有 三 个 解 _ 


sep ) 28+128y: >0 (20. 4. 22) 
当 六 一 0 时 ,上 式 为 
BT,p) 0 (20. 4. 23) 
当 思 :一 士 V 一 b/28 时 , 式 (20.4. 22) 给 出 
AT,p) < 0 (20. 4. 24) 


因此 在 Tp 图 ( 即 相 图 ) 上 ,无 序 相位 于 AT,p) 之 0 的 区 域 ;而 有 序 相位 于 BCT,p)<0 
区 域 . 两 个 区 域 的 边界 就 是 临界 态 的 曲线 . 注意 :连续 相 变 没有 两 相 共 存 情况 ,物质 
要 么 处 于 有 序 相位 ,要 么 处 于 无 序 相位 . 如 果 分 别 用 1、2 表示 无 序 相 和 有 序 相 , 在 
相 变 点 邻 域 BCT,p) 一 0, 则 两 相 的 热力 势 分 别 为 

G(T,p) = G(T,p), BCT,p)>0 

18’ (20. 4. 25) 

GT,p) = G(T,p) 4 3 ABT,p)<O 

在 临界 态 曲 线 上 热力 势 相等 , 即 G(T,p)|p-o 一 Gs CT,p)|p-o 一 Go(T,p). 
不 仅 如 此 ,由 式 (20. 4. 25) 得 到 


(路 ) ,= ( 强 )， =—S (20. 4. 26a) 
(各 )， = (他 )， _=V (20. 4. 26b) 


所 以 从 一 相 到 另 一 相 没 有 米 和 体积 的 变化 (与 一 级 相 变 的 区 别 ). 但 热力 势 的 二 阶 
导数 有 跃 变 ,由 式 (20. 4. 25) 得 到 (注意 :在 临界 态 曲 线 上 p 一 0) 
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(之 ),| ,一 ( 知 ) = 二 二 (部 ) 42 
同样 可 得 到 
($2 ), 一 (5) = 到 地 (总 ) (20. 4. 28) 
在 等 压条 件 下 ,改变 温度 T, 当 T 一 T 时 ,8 变 号 ,最 简单 是 假定 
B= 62(T—T.) (20. 4. 29) 
因此 序 参量 随 温度 的 变化 为 
7= VT — DI ~ (Te — TD (20. 4. 30) 
上 式 假定 5 随 温 度 的 变化 无 奇 性 . . 


以 上 的 讨论 与 具体 的 系统 无 关 . 把 结果 应 用 到 铁 磁 - 顺 磁 相 变 , 取 序 参量 为 自 
发 磁化 强度 M,7 一 M, 在 临界 点 的 邻 域 
M2~ (TT.— DY (20. 4. 31) 
临界 指数 为 y= 二 0. 5, 而 实验 为 7 二 0. 30 一 0. 36. 差别 是 因为 Landau 的 二 级 相 变 理 
论 相当 于 平均 场 近似 . 


习 题 20 
20. 1 由 热力 学 态 函 数 证 明 Maxwell 关系 
( 先 ). 一 (3),， (部 ), = (85), 


(如 ), 一 (37),， (部 ), 一 (部), 


(提示 :由 dU 二 TdS 一 pdV 以 及 微分 关系 


= 加),s+ ( 虹 ) 
得 到 

7 一 (器) 一 僵 ) 
于 是 


ES aU (2) SU 
aV/s VeSs’” \98S/y aSaV 
考虑 到 求 偏 导数 的 次 序 可 交换 ,就 可 以 得 到 第 一 个 关系 ,其 他 关系 用 态 函 数 HH、 下 
和 G) 

20. 2 已 知 状态 方程 求 基本 热力 学 函数 的 表达 式 . (提示 : 选 工 和 Y 为 独立 变 
量 , 状 态 方程 为 p= 二 p(T, 站 , 则 
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dU = CrdT+|[T (8), -plav’ ds 一 全 daT+ (Sh) ay 
如 果 选 本 和 pp 为 独立 变量 ,状态 方程 为 V 一 V(T,z), 则 
dH = CodT 十 |V 一 T( 新 )， jar ds 一 学 一 (这 )， dp 


oT 
然后 求 积分 ) 
20. 3 从 Maxwell 电磁 场 理论 可 以 导出 黑体 辐射 中 压强 与 能 量 密度 关系 : 
p= 二 wu/3. (1) 求 能 量 密度 与 温度 的 关系 ;(2) 求 信 的 表达 式 . (提示: 黑体 辐射 的 内 
能 UCT,V)= 二 wuCDV, 利 用 热力 学 关系 


( 品 ) .= T(37), -2 
得 到 
Tdu_nu 


1 一 一 一 一 -一 


3dT 3 
求解 微分 方程 得 到 能 量 密度 与 温度 的 关系 . 又 由 
dU pdV 
ds = 一 二 
可 以 求 得 S) 
答案 :(1) u(T)=aT*;(2) S==4aT3V/3. 
20.4 ”实验 表明 ;液体 表面 膜 的 表面 张力 系数 o 仅 为 温度 的 函数 oc 二 oC 了 T), 且 
o 随 温度 的 下 降 而 增 大 , 设 表面 膜 的 比热容 为 cA. (1) 当 表 面膜 的 表面 积 从 Al 可 
逆 等 温 膨 胀 到 As 时 , 求 炳 的 变化 . 在 此 过 程 中 ,表面 膜 是 吸 热 还 是 放 热 ? (2) 求 在 
可 逆 绝 热膨胀 过 程 中 ,温度 随 表 面积 的 变化 关系 ,温度 随 表面 积 的 增 大 是 上 升 还 是 
下 降 ? (提示 :对 表面 膜 做 的 元 功 为 dW = 二 odA ,热力 学 第 一 定律 为 : dU 三 Td5S 十 
odA, 自 由 能 为 dF 二 一 SdT 二 odA. 故 


焙 的 方程 为 


在 可 道 绝热 过 程 中 dS 一 0) 


答案 :(1) AS= 一 等 C4， 一 AD),Q=TAS= 一 性 (A 一 A1)>0; 


(2) ( 引 ) .= = 二 做 : 


20.5 在 一 个 无 限 小 的 准 静 态 过 程 中 ,外 界 对 磁 介质 做 功 可 表示 为 
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dW = uo HdM 
式 中 互 为 外 磁场 ,M 为 介质 的 总 磁 矩 , M 王 mVCm 为 介质 的 磁化 强度 ). 磁 介 质 的 
总 磁 矩 和 内 能 分 别 为 
M= 和 U = CuT 
式 中 a、Cw 为 常数 . 求 :(1) 磁场 不 变 时 热 容 量 Cn ; (2) 温度 保持 不 变 , 人 磁场 从 H。 
变 到 Hi , 粹 的 变化 . (提示: 第 一 定律 dU 二 TdS 十 uo。HdM, 故 


TdS= dU —mHdM = CvdT—pyoHd( 侍 ) 


= auoH- guoH 
(Cu+ 2 )d7 dH 
然后 求 得 


(2) 因为 内 能 仅 是 温度 的 函数 ,等 温 过 程 内 能 不 变 dU 一 TdS 十 yo HdM 王 0, 故 dS 二 
一 apo HT 了 d 晶 , 求 积 分 得 到 AS) 


五 2 
答案 :Cn 一 Cu 十 名 ;AS=2(Hi 一 Hi). 


20.6 ” 磁 介 质 置 于 外 磁场 五 中 ,并 受到 外 压力 的 作用 . 对 于 等 温 可 逆 过 程 证 
明 :(1) 磁 致 伸缩 与 压 磁 效 应 之 间 的 关系 


(这 加 oaMy\ 
36),, — me( 5) 
(2) 磁场 由 零 到 五 ( 弱 场 ) 时 因 磁 致 伸 缩 而 产生 的 体积 相对 变化 为 


学 ~ 所 [er 一 (中 ) 


式 中 kr 为 等 温 压 缩 系 数 ,X 为 介质 磁化 率 .提示 :外 界 对 磁 介 质 的 元 功 为 
dW =— pdV + yo HdM 
故 热力 学 第 一 定律 为 dU 二 TdS 一 pdV 十 yo HdM ,热力 势 及 其 全 微分 为 
G=U—TS+pV—pHM 
dG=— SdT +Vdp — pMdH 


(8),, —m (Bp) 


上 式 左边 表示 磁 致 伸缩 ,而 右边 表示 压 磁 效应 . 设 介 质 的 磁化 率 为 xX, M 一 mV 二 
XHV, 等 温 过 程 中 


( 蝇 ) (人 ) ,vl), +x(85),] 


故 
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故 


| 党 = 一 中 ,二 (器 ) 一 xzr |dH 


然后 利用 关系 n( 1 全 )< 今 ) 
20.7 车 电 介质 的 状态 方程 为 
P= 
其 中 为 电 侦 极 矩 ,E 为 电场 强度 ,V 为 电介质 体积 ,< 为 常数 , 设 电介质 的 热 容量 


Cs 为 常量 . 证 明 :(1) 在 等 温 过 程 中 , 当 电 场 强度 从 El 变 到 Es ,电介质 吸收 的 热量 
为 


VE 
T 


Q = 一 条 ( 枉 一 王 ) 
(2) 在 可 关 绝 热 过 程 中 , 当 电场 强度 从 El 变 到 E; ,电介质 的 温度 变化 为 
一 了 下 一 GC VC 
AI 一 了 一 下 一 | 1+ or Fi) 1| ~ 车 
其 中 Cs 等 电场 热 容 量 . (提示 :第 一 定律 为 dU 王 TdS 十 EdP ,选择 工 .下 为 独立 变 
量 , 热 力 势 G==U 一 TS 一 EP 的 全 微分 为 dG 二 一 SdT 一 PdE. 故 


(车 ), = (37)， 


daT 十 (如 守 ) dE | 


Tas- 二 ( 强 )， 


二 CrdT 十 T( 路 ) dE = CedT — FEdE 


等 温 过 程 d 了 一 0; 可 逆 绝 热 过 程 :dQ 二 TdS 二 0) 
20. 8 在 介质 中 传播 的 低频 声波 的 声速 为 


= (&) ap ) .= (80), 


式 中 M 为 介质 的 质量 ,V 为 体积 . 证 明 处 于 临界 状态 的 介质 声速 为 零 . (提示 : 先 证 


明 关 系 
($2). -8) 


在 临界 状态 , 当 T->T.,rkr->oo, 于 是 c 一 0) 
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统计 物理 学 与 热力 学 的 研究 对 象 都 是 由 大 数 (10” 数 量 级 ) 微 观 粒子 组 成 的 系 
统 ,但 二 者 的 研究 方法 不 同 . 统计 物理 学 是 根据 大 数 微观 粒子 的 运动 特征 .粒子 间 
的 相互 作用 来 解释 物质 的 宏观 性 质 . 但 又 不 去 追究 个 别 粒 子 的 运动 细节 ,而 是 在 承 
认 大 数 微观 粒子 系统 运动 (包括 系统 与 外 界 媒 质 的 相互 作用 ) 带 有 统计 性 的 前 提 
下 ,寻找 系统 出 现在 各 个 微观 状态 的 几率 分 布 . 利用 这 个 几率 分 布 , 来 求 宏观 物理 
量 的 统计 平均 值 . 因此 ,确定 各 微观 状态 出 现 的 概率 是 统计 物理 的 根本 问题 . 

对 准 独 立 粒 子 系统 , 单 粒子 的 状态 .能 量 有 确切 意义 ,系统 的 能 量 是 各 个 微观 
粒子 能 量 的 总 和 . 但 是 , 准 独立 粒子 只 是 忽略 了 粒子 之 间 的 相互 作用 ,因为 粒子 之 
间 的 相互 作用 能 远 远 小 于 粒子 的 动能 . 但 必须 注意 ,如 果 粒 子 之 间 完 全 没有 相互 作 


”用 ,那么 热力 学 平衡 态 是 不 可 能 达到 的 . 准 独立 粒子 系统 包括 :理想 气体 系统 .黑体 


辐射 中 的 光子 气体 ,研究 晶 格 振动 对 热 容量 贡献 的 声 子 气 体 ,以 及 研究 导体 中 电子 
对 热 容量 贡献 的 电子 气体 . 本 章 讨论 准 独立 粒子 系统 平衡 态 的 Boltzmann 统计 . 
Boltzmann 统计 假定 每 个 微观 粒子 是 可 分 辨 的 ,不 考虑 微观 粒子 的 全 同性 ,因此 是 
经 典 的 统计 方法 . 


21.1 平衡 态 的 Boltzmann 统计 和 等 概率 原理 


Boltzmann 提出 了 著名 的 等 概率 原理 ;处 于 平衡 态 的 孤立 系统 ,系统 各 个 可 能 
的 微观 状态 出 现 的 概率 相等 . 根据 该 原理 ,可 以 求 出 系统 出 现在 各 个 微观 状态 的 几 
率 分 布 . 此 外 ,Boltzmann 统计 的 两 个 假定 是 :@ 准 独立 粒子 系统 ;@ 每 个 粒子 是 可 
分 辩 的 . 我 们 将 在 下 章 讨论 由 全 同 粒子 组 成 的 准 独立 粒子 系统 的 统计 方法 . 

设 有 一 个 体积 .能量 和 粒子 数 都 给 定 的 准 独立 粒子 系统 , 单 粒 子 能 级 为 e， 
es 设 N 个 粒子 在 单 粒 子 能 级 上 有 一 种 分 布 ， 

第 一 个 能 级 s 上 有 nn 个 粒子 占据 ， 

第 二 个 能 级 se 上 有 n 个 粒子 占据 ， 


人 


对 于 这 样 一 种 分 布 用 符号 (mi) 表示 . 提出 的 问题 是 : 娜 n; 个 粒子 占据 了 第 i 个 
能 级 e;? 如 果 能 级 si 的 简 并 度 为 g;, 那 么 这 ni 个 粒子 占据 g; 个 量子 态 的 方式 是 
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什么 ? 

给 定 一 种 分 布 {n;} 后 ,还 存在 许 许多 多 不 同方 式 占据 各 个 能 级 上 的 单 粒 子 态 ， 
每 一 种 特定 的 占据 方式 称 为 系统 的 一 个 微观 状态 . 由 等 概率 原理 ,每 个 微观 状态 出 
现 的 概率 是 相等 的 ,在 各 种 分 布 {n;} 中 , 哪 一 种 分 布 所 含 的 微观 态 愈 多 ,那么 这 种 
分 布 出 现 的 概率 也 愈 大 . 如 果 存 在 一 种 分 布 {ni) , 它 所 包含 的 微观 态 数目 远 远 比 所 
有 其 余 分 布 包含 的 微观 态 总 和 还 多 得 多 , 则 作为 一 种 很 好 的 近似 ,可 以 把 这 种 概率 
最 大 的 分 布 作为 平衡 态 的 唯一 分 布 . 因此 寻求 统计 平衡 时 的 分 布 {n;} 变 为 在 各 种 
分 布 中 求 微观 状态 数 最 多 的 那 种 分 布 . 这 种 方法 称 为 最 可 几 统 计 法 . 

为 此 必须 求 任意 一 种 分 布 {n;} 所 包含 的 微观 状态 数 . 对 给 定 一 种 分 布 {n;} , 因 
为 每 个 粒子 是 可 分 辨 的 ,属于 不 同 能 级 的 任意 两 个 粒子 交换 将 产生 不 同 的 微观 状 
态 . N 个 粒子 有 N1 种 交换 方式 ,但 在 同一 个 能 级 的 粒子 交换 并 不 改变 分 布 , 故 必 
须 除去 能 级 s 上 7; 个 粒子 的 交换 数 n;1. 此 外 ,如 果 能 级 s; 的 简 并 度 为 g;, 那 么 mm 
个 粒子 占据 g; 个 量子 态 的 方式 数 为 g*. 故 任意 一 种 分 布 {n;} 所 包含 的 微观 状态 
数 为 


NI 
MC (ni)) = 一 全 可 21. 1. 1) 
OM( {ni}) Ta ll ( 
根据 最 可 几 统 计 法 ,问题 变 为 求 QY 的 极 值 . 上 式 两 边 取 对 数 
ln {ni)}) = InNI 一 2 nl 十 Dnilng: (21. 1. 2) 
在 统计 物理 中 ,N 污 1 和 n; 污 1, 故 由 Stirling 公式 有 
InN! 2 NUnN—1); loni! ni(lnn;— 1) (21. 1. 3) 
另外 , 因 系 统 的 粒子 数 N 和 能 量 FE 给 定 , 故 存 在 约束 条 件 
2 = N; Dne: =E (21. 1. 4) 
式 (21. 1.3) 代 入 式 (21. 1. 2) 并 利用 上 式 第 一 个 方程 得 到 
InQv {nm}) = NInN— 2 (nlnni — nilng:;) (21. 1. 5) 


0M(C(n)) 与 In0N( (ni)) 的 极 值 点 相同 . 根据 Lagrange 乘 子 法 , 求 InQN({n;)) 在 约 
束 条 件 (21. 1. 4) 下 的 极 值 点 就 是 求 不 存在 约束 条 件 时 ,新 函数 写 的 极 值 点 
InS = InQV {ni)) +7(N— Dni)+B(E— Dne:) (21. 1. 6) 
式 中 y 和 有 为 Lagrange 乘 子 . 极 值 条 件 为 
3ln =— 2 (lnm 十 1 一 Ing:)3m — 72) dn 一 >73ne; 一 0 (21.1.7) 
即 
lnS =— 2) (nn 十 1 一 Ing: 十 7 十 庆 )am 一 0 (21. 1. 8) 
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选择 y 和 B, 使 不 独立 5n; 前 的 系数 为 零 ,而 独立 变 分 前 的 系数 必须 为 零 , 故 
lInn; 二 1 一 lngi; 十 7 十 Be; 二 0 
即 
n; 一 giexp(— a— pei) (21. 1. 9) 
其 中 已 令 Lagrange 乘 子 1 十 Y=a. 上 式 给 出 可 分 辨 . 淮 独立 粒子 系 的 最 可 几 分 布 ， 
称 为 Boltzmann 分 布 ，Lagrange 乘 子 a 和 有 由 约束 条 件 (21. 1.4) 决 定 
Daiexp(—a—Be) = N; Dgiexp(—a—pe)e 一 已 (21.1.10) 
由 第 一 式 
2 8:exp(— Be;) = Nexp(a) (21. 1. 11) 


代 人 方程 (21. 1. 9) 得 到 
Ngiexp(— Bei) 
| 2 giexp(— Bei) 
为 了 分 析 8 的 意义 ,考虑 两 个 独立 系统 T 和 2 ,粒子 数 分 别 为 N 和 Ne , 它 
们 各 有 自己 的 单 粒子 能 级 es? 和 eg ,以 及 相应 的 简 并 度 gt? 和 8& 多 . 当 它们 在 不 
同 的 外 界 条 件 下 达到 统计 热平衡 后 ,各 自 处 于 Boltzmann 分 布 
nD ND gi exp| 一 BY Sy ] 
’ >» gh exp[— Vel ] 
nD N® gl exp[ 一 3 ] 
~ 2 a? exp[—p*e?] 
现在 不 改变 两 个 系统 的 外 界 条 件 下 ,让 它们 进行 热 接 触 ,直到 它们 处 于 新 的 平衡 而 
具有 相同 的 温度 . 设 在 新 的 平衡 态 中 ,两 个 子 系统 的 分 布 分 别 为 2? (3 二 1,2), 那 
么 总 系统 包含 的 微观 状态 数 为 
DY 一 MAD YOM (AY ) ) 


NY! a N21 (2) 
=| Tle®™ al J ee” | (21.1.14) 


(21. 1. 12) 


(21. 1. 13) 


Ta®! [zs2 1 
约束 条 件 为 :每 个 系统 的 粒子 数 守恒 ;@ 两 个 系统 的 总 能 量 不 变 , 即 
Dat? = NO ; Za 一 N® (21. 1. 15) 
2 (并 Def 十 并 2e 包 ) =E (21. 1. 16) 


注意 :由 于 两 个 系统 的 外 界 条 件 ， 即 外 参量 不 变 , 故 两 个 系统 的 单 粒子 能 级 (ef ， 
el2 } 和 简 并 度 {gf? ,g92 } 都 不 变 . 新 的 最 可 几 分 布 为 求 新 函数 号 的 极 值 点 
ln 语 一 InOM 十 7XYGD (NG _ ND ) 十 pd (N® 一 之 2 ) 
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十 有 [下 一 > (并 DefD 十 形 2e 包 ) | (21.1.17) 


1. 12) 类 似 
一 2 [lnzr iD 十 1 一 lngfp ]8zaf 一 5 Flnzf2 十 1 一 Ingfp 85a? 


— [7? > Sa + y? > BA B82 [Sifbefp 十 8zf2ef2] =0 

由 此 得 到 新 的 最 可 几 分 布 为 
aD 一 ND? gf exp[— Be ] 
i > glV exp[— pe? ] 


A = N® gf2 exp[~— fel? ] 
2 8 包 exp[ 一 庆 史 ] 
比较 上 式 与 方程 (21. 1. 13) ,唯一 的 区 别 是 上 式 两 个 分 布 中 8 相同 . 两 个 系统 是 通 
过 热 接触 而 达到 热平衡 的 , 故 根 据 热 力学 ,它们 的 温度 相同 . 因此 8 是 温度 的 函数 ， 
即 6 二 BCT). 根据 量 纲 分 析 ,1/8 应 该 具有 能 量 的 量 纲 ,最 简单 的 选择 是 1/8~T, 即 
1/B 二 ksT, 其 中 kp 为 Boltzmarin 常量 . 以 后 将 看 到 这 种 选择 的 正确 性 . 最 后 我 们 得 
到 可 分 辨 . 淮 独立 粒子 系 的 Boltzmann 分 布 为 
ns Biexp(— Bei) 
二 一 (21. 1. 19) 
N 5) giexp(—Bpe;) 
其 中 8 二 1/ (kg 了 T). 也 可 以 把 wi 二 n/N 理解 为 粒子 占据 能 级 e; 的 概率 . 上 式 表明 
能 量 越 高 的 能 级 ,粒子 占据 的 概率 越 低 ;而 简 并 度 越 高 的 能 级 粒子 占据 的 概率 越 
高 . 但 前 者 是 指数 关系 , 故 占据 概率 主要 决定 于 能 级 . 显然 s 和 es 能 级 上 的 占据 概 
率 之 比 为 


(21. 1. 18) 


Wi gioxpt— Ble 一 
wo sexp[ Ble: 一 et)] (21. 1. 20) 


例 21.1.1 常温 下 氢 原 子 基态 和 第 一 激发 态 原子 数 之 比 . 

解 : 和 氢 原 子 基 态 和 第 一 激发 态 能 级 分 别 为 s 三 一 13. 6eV 和 & 二 一 3. 4eV,， 
简 并 度 分 别 为 2 和 8. 在 常温 下 (T= 二 300K) ,基态 和 第 一 激发 态 的 占据 概率 之 比 为 
wi /twwo 和 4exp( 一 389) 人 0, 故 在 常温 下 ,原子 基本 处 于 基态 ,除非 温度 特别 高 . 


21.2 ”热力 学 函数 与 炉 的 微观 解释 


设 单 粒子 态 能 级 Si 是 外 参量 (yi 9 2 9， ， Yn) 的 函数 Ei (1 9 yy2 9 ， yn ) 如 果 外 
参量 有 一 个 微小 的 变化 , 则 单 粒子 态 能 级 s 的 变化 为 


ds; 一 DE By dy, = > Yidy: (21. 2. 1) 
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式 中 
Ei (21. 2. 2) 
可 看 作 外 界 对 处 于 能 级 s 的 一 个 粒子 施加 的 广义 力 . 外 界 对 系统 作 的 功 应 该 等 于 
对 所 有 状态 上 的 全 部 粒子 做 的 功 之 和 , 即 . 

dW = 2 3 Yidy: -on "( 沁 详 3 Sdy; )= 之 nide; (21.2.3) 
上 式 也 可 以 写成 


dW = Dn Yidy = (DnYi)dy = 2) dy . (21.2.4) 
i k=1 k=1 i k=1 


Yi= 


式 中 
一 Dn . (21. 2. 5) 
可 看 作 外 界 对 系统 施加 广义 力 的 第 & 个 分 量 . 另 一 方面 ,系统 内 能 的 可 逆 微 变化 为 
dU = d( 2 nigi ) = 2 nide; 十 2 gidn; (21. 2. 6) 


比较 方程 (21. 2. 3) , 式 (21. 2.6) 第 一 项 为 外 界 对 系统 做 的 功 ,根据 热力 学 第 一 定 
律 ,第 二 项 必定 是 系统 从 外 界 吸收 的 热量 


dQ = Deidn (21. 2.7) 
于 是 ,根据 可 逆 微 变化 的 炳 定义 ,有 关系 
dS = 外 = 未 Deidn; 一 未 (dU 一 Dnide:) (21. 2. 8) 


考虑 到 1/8 一 ksT, 上 式 变 为 
dS= d( 持 放 如 (之 ns dB+B2) nide; ) 


(广汉 > 2 geiexp(™ Be)dB+B2, giexp(— Pei) de; | 


总 . 


| 


d( 攻 )+ 学 24(5) giexp(— pe))= d( 斤 )+ NksdCInZ) 
式 中 函数 Z 为 


Z= Dgiexp(— Bei) (21. 2. 9) 
称 为 独立 粒子 系统 的 状态 函数 ,也 称 配 分 函数 . 于 是 , 粹 函数 为 
S 一 S, 一 蒜 十 NeslnZ (21. 2. 10) 


其 中 S56 为 积分 常数 , 另 一 方面 ,显然 有 关系 
U= Zn 一 FD geiexp(— pei) 
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一 信 Er giexp(— Bei) 一 一 N oy (21. 2. 11) 
代入 方程 (21. 2. 10) 得 到 
S—S, = AN(inZ 一 pe ) (21. 2.12) 
又 由 自由 能 函数 的 定义 得 到 
F=U—TS=— NksTInZ— ST (21. 2. 13) 
故 对 简单 的 p-V 系统 ,由 微分 关系 dF 二 一 SdT 一 pdV 得 到 
p =— (如 ) 一 = NeaT( 哺 ) (21. 2.14) 
上 式 给 出 系统 的 状态 方程 . 对 非 p-V 系统 ,一 般 的 关系 为 
dF = 一 Sd 十 2 Yidy: (21. 2. 15) 
故 广 义 力 为 
/oF olnZ 
Y = (8) 一 NeeT( oe ) (21. 2. 16) 
炳 的 微观 解释 :由 式 (21. 1. 11) 两 边 取 对 数 得 到 
InZ= InN+a (21. 2. 17) 
代入 式 (21. 2. 10) 
S—S,= ks(B2) nei NInN +aN) 
= ks(NInN + 2) Cat Bei)ni) 
一 ks| NInN 十 2 niing; 一 nilnn) | 
一 如 | NinN 一 >min(Cn/eD)] (21. 2. 18) 


得 到 上 式 已 利用 方程 (21. 1. 9) : (otfe: ) 一 Ing， 一 lnni. 比较 上 式 与 方程 (21. 1. 5)， 
显然 有 关系 
S 一 So 一 elnOx((2a)) (21. 2. 19) 
上 式 表 明 ,入 与 微观 状态 数 紧 密 联系 ,微观 状态 数 极 大 意味 着 箭 极 大 . 假设 一 种 极 
端的 分 布 :所 有 粒子 处 在 同一 个 能 级 且 这 个 能 级 的 简 并 度 为 1. 对 这 种 分 布 ,微观 
状态 数 为 1( 称 这 种 分 布 是 完全 有 序 的 ) ,而 InQMC{ni)) 二 0. 从 方程 (21. 2. 18) 最 后 
一 个 等 式 也 可 看 到 ,如 果 各 个 单 粒 子 态 上 的 粒子 数 ni:/g; 减少 , 灶 增 加 ;由 于 粒子 
总 数 N 一 定 ,n;/g; 的 减少 意味 着 系统 占据 的 单 粒子 态 数目 增加 , 也 就 是 说 ,粒子 
的 运动 状态 从 较 “ 有 序 ” 变 为 较 “ 无 序 ”. 所 以 炉 增 加 过 程 也 是 系统 无 序 度 增加 或 有 
序 度 减少 的 过 程 . 因此 是 系统 有 序 度 的 量度 . 
方程 (21. 2. 19) 推 导 过 程 用 到 Boltzmann 分 布 ,但 可 以 直接 由 此 定义 系统 的 
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炉 . 从 “有 序 ” 到 “无 序 ”, 直至 “完全 无 序 ”, 系统 的 粹 增加 ,直至 达到 极 大 ;相应 地 , 系 
统 从 “完全 非 平衡 ”状态 演化 到 “ 近 平 衡 状态 ”, 直至 平衡 状态 . 为 了 满足 烂 是 广 延 量 
的 要 求 , 取 积分 常数 为 S。 王 一 kplnN! (在 22. 2 节 中 讨论 其 意义 ), 于 是 箭 定义 为 


M 
Ss= koin ON (21. 2. 20) 
相应 地 ,用 配 分 函数 表示 的 炉 和 自由 能 分 别 为 
,QlnZ\ 
S= Nes (InZ Boy ) kplnN! (21. 2. 21) 
F=U— TS =— NksTInZ+ ksTInN! 
~ NianTln 全 (21. 2. 22) 


由 上 二 式 和 方程 (21. 2. 11) 可 看 出 ,只 要 求 得 了 系统 的 配 分 函数 ,就 可 以 求 得 
全 部 态 函数 . 求 配 分 函数 的 第 一 步 是 求 单 粒子 能 级 分 布 ,然后 再 求 和 得 到 配 分 函 
数 . 但 是 如 果 两 个 能 级 的 间距 AeksT, 则 能 量 可 看 作 是 连续 变化 的 ,此 时 约 化 
Planck 常量 的 作用 已 很 小 ,可 以 用 经 典 方法 处 理 . 

经 典 近 似 : 一 般 单 粒 子 能 量 是 广义 坐标 和 广义 动量 的 函数 , 即 eCq,,p,) (a 二 1， 
2,…,7) ,其 中 > 是 系统 的 自由 度 . 当 约 化 Planck 常量 >0 时 ,在 相 空间 内 的 任何 
小 区 域 中 包含 的 状态 数 都 为 无 限 ,这 是 因为 相 空间 中 的 每 一 个 几何 点 都 代表 粒子 
的 一 个 运动 状态 . 但 实际 上 起 尽管 小 ,总 有 一 定 大 小 ,在 计算 微观 状态 数 时 起 了 很 
大 的 作用 . 根据 量子 力学 的 不 确定 关系 ,广义 坐标 与 共 思 e 动 量 不 对 易 ,不 能 同时 确 
定 , 即 


Adq Ap ~ 2nh (a= 1,2,°",7) (21. 2. 23) 

我 们 不 能 用 相 空间 中 一 个 几何 点 来 完全 确定 粒子 的 运动 状态 . 合理 的 修正 是 :用 大 

小 为 (2x#)" 的 小 格子 来 代替 几何 点 ,从 而 计算 粒子 的 状态 数 . 于 是 , 相 空间 中 体积 
元 dx 一 dqidq,…dg,dp1dpa…dp, 内 包含 的 状态 数 为 

dy _ dqidg,***dg,dp dp,***dp, 


(2xf)” (2xf)” (21. 2. 24) 
显然 能 量 落 在 es-~e 十 de 间隔 的 状态 数 为 
~ dr 
Se)de | (2nf)” (21. 2. 25) 
g(e) 称 为 态 密度 . 于 是 配 分 函数 为 
-1 
Z= cy ||, xp Be (gq,,p,) Jdg,dp, (21. 2. 26) 


值得 注意 的 是 ,如 果 粒 子 运动 包括 平 动 .转动 和 振动 自由 度 ,那么 并 不 是 每 个 自由 
度 都 可 以 用 经 典 方法 来 处 理 . 我 们 对 这 三 种 自由 度 进行 讨论 . 
平 动 :假定 粒子 是 处 于 边 长 为 工 的 立方 容器 内 的 自由 粒子 ,根据 量子 力学 , 粒 
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子 三 个 动量 分 量 为 
2 
p, = hn,, p, 一 hn,, p, 一 和。 

(nzsnysnz 一 十 1， 士 2,…) (21. 2. 27) 
能 级 为 

e = zu 2 2 rn) (21. 2. 28) 
能 级 差 为 

Ae ~ 325 (21. 2. 29) 


如 果 粒 子 局 域 在 原子 尺度 (1A) 范 围 内 ,As 一 AT, 量 子 效 应 不 能 忽略 ;如 果 粒 子 限 
制 在 宏观 大 小 的 容器 内 运动 工 一 1.0cm, 那 么 即使 在 低温 下 (IT 一 10 天 ), 也 有 
Ae<ksT, 故 可 用 经 典 处 理 . 由 式 (21. 2. 27) ,在 动量 区 间 

p>ps+dp,, p,>p,+dp,, p.™>p.+dp, (21. 2. 30) 
间隔 范围 内 可 能 的 p,,p, 和 pp, 数目 为 | 


= -上 
dN= dn:dn,dn, = D7E dp: * dp, * dp 
= cox i dp, dp,dp, (21. 2. 31) 
其 中 V=L 为 容器 体积 . 在 球 坐 标 下 ,如 果 状 态 数 各 向 同性 , 即 只 与 p 有 关 , 则 
站 4 2 
g(p)dp 兰 CO stp dp = CO np dp (21. 2. 32) 
对 经 典 的 自由 粒子 e 二 p?/(2m) ,得 到 能 量 在 e->e 十 de 间隔 内 的 状态 数 为 
27V_ /2 
gle de = xp (2m)3? Vede (21. 2. 33) 
配 分 函数 为 
Z = Dgiexp(—pei) 一 Jie as C21. 2. 34) 


如 果 。 是 动量 的 函数 ,上 式 改 为 
2 一 < 由 er 一 zc ,p,» Pp.) ]dbp dp,dzb。 (21. 2. 35) 


转动 :对 多 原子 分 子 , 除 平 动 自由 度 外 ,还 有 转动 自由 度 . 对 转动 自由 度 , Ham- 
ilton 函数 为 及 二 L?/(2 了 D) ,其 中 工 为 角 动量 ,了 为 分 子 的 转动 惯量 . 分 子 转动 的 能 
级 和 简 并 度 为 


er 一 LL DE ， gr 一 (21 十 1) (7 一 0,],2,.…) (21. 2. 36) 


以 氢 分 子 为 例 , 在 常温 下 ,能 级 差 与 姻 工 在 同一 数量 级 , 即 
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2 


Agi 一 本 ~ ksT (21. 2. 37) 


故 必须 考虑 量子 效应 . 但 在 高 温 下 ,Ae:<kp 了 可 用 经 典 处 理 ， 
振动 :对 于 振动 自由 度 ,能 级 和 简 并 度 为 


= (n 十 去)iw， gr 一 1 (n=0,1,2.) (21. 2. 38) 


对 氢 分 子 , 能 级 差 远大 于 如 T, 即 Ae 二 ww>ksT, 故 必须 用 量子 力学 ,只 有 在 极 高 的 
温度 下 才能 用 经 典 方法 . 


21. 3 双 原 子 分 子 组 成 的 理想 气体 和 能 量 均 分 定理 


假定 理想 气体 由 双 原 子 分 子 组 成 ,分 子 数 和 体积 分 别 为 N 和 V. 首先 考虑 两 
个 原子 不 同情 况 ,这 时 微观 粒子 全 同性 对 转动 没有 影响 . 双 原 子 分 子 具 有 平 动 . 转 
动 和 振动 自由 度 , 单 分 子 能 量 为 


E 一 6 十 se 十 8 (21. 3. 1) 
配 分 函数 为 
Z= Dg'g'g'expt— Ble' cte te) j=Z.7Z .7 (21. 3. 2) 
其 中 
Zr = D) grexp(— Be) (a= tv,?) (21. 3. 3) 
分 别 为 双 原 子 分 子 的 平 动 . 转 动 和 振动 自由 度 的 配 分 函数 . 系统 的 内 能 为 
UN =U +U +U (21. 3. 4) 
其 中 
t QlnZ' 。 v 一 alnZ rr olnZ" 
U' = N 8 ; U N 3 U NS (21. 3. 5) 
分 别 为 双 原 子 分 子 的 平 动 . 转 动 和 振动 自由 度 对 内 能 的 贡献 . 系统 的 定 容 热 容量 
Cy = (等),=G+G + (21. 3. 6) 
其 中 


aT oT oT 
分 别 为 平 动 .转动 和 振动 自由 度 对 定 容 热 容量 的 贡献 . 
平 动 自由 度 :根据 上 节 的 讨论 ,可 用 经 典 方法 处 理 平 动 ,分子 的 动能 为 


e! 一 雹 (站 十 万 十 让) (21. 3. 8) 
由 式 (21. 2. 35) , 平 动 自由 度 的 配 分 函数 为 


cy = ( 引 ) ， Cy = ( 野 ) Cy = ( 丢 )， (21. 3.7) 
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大 一 ws esp Bed ap,dp,dp. 一 ys Zrmke TY (21. 3. 9) 
内 能 函数 与 温度 成 正比 , 即 


一 Nan2 一 3NR 
U' = NS = SNeaT (21. 3. 10) 


故 定 容 热 容量 为 常数 且 与 温度 无 关 ; Cv 二 3Nks/2. 
转动 自由 度 :由 式 (21. 2. 36) ,转动 自由 度 的 配 分 函数 为 
Z = 2 C21 十 Dexp| 一 84 二 | (21. 3. 11a) 
分 高 温和 低温 两 种 情况 讨论 上 式 :@ 在 高 温 (8->0) 近 似 下 ,转动 自由 度 可 用 经 典 处 
理 , 可 把 配 分 函数 中 的 求 和 化 成 积分 


i 7C 十 1 起 
z=| C21+ Dexp[—pe SE |d 
一 和 三 二 (T 六 五) (21. 3. 11b) 


其 中 匡 二 起/(2ks 了 TT 为 高 温 条 件 . 故 转动 对 定 容 热 容 量 的 贡献 也 为 常量 Cv 一 
Nan;@ 在 低温 近似 下 (8 一 co) , 式 (21. 3. 11a) 中 求 和 只 保留 二 项 , 故 


和 ~ 1+3exp( 一 2 到) (TT.) (21. 3. 12) 
相应 的 定 容 热 容 量 为 
Cy ~ 12Nks( 素 ) exp( 一 2 于) (TT) (21. 3. 13) 
振动 自由 度 :只 能 用 量子 方法 来 处 理 , 由 式 (21. 2. 38) ,振动 自由 度 的 配 分 函数 
为 
”Ce gfn 1 exp(— Bhw/2) 
z= >)exp| p(a 十 序 )i] 2314) 
相应 的 内 能 为 
1 Nifiw 
U0" = No + cpt 1 (21.3.15) 


在 高 温 (8 一 0) 近 似 下 ,exp(Bhw) 宅 1 十 Bhw 二 1 十 Te/T, 其 中 下 一 joy 全 T 为 高 
温 条 件 , 故 振动 对 定 容 热 容量 的 贡献 为 Cv 二 Nks;@ 在 低温 (8 习 co) 近 似 下 


[人 Nho + Niwexp (一 东 ) (TT) (21. 3. 16) 
相应 的 定 容 热 容量 为 
v2 v 
Cy ~ Nhs( 东 ) exp( 一 寺 ) (TT) (21. 3.17) 


最 后 ,我 们 得 到 双 原 子 分 子 的 总 定 容 热 容量 为 
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1. 高 温 近 似 下 
Cr = C+C tC = FNks (21. 3. 18) 
2. 低温 近似 下 
Cy 一 Cy 十 Cy 十 Cy 
=3Nes +12Nks (于 ) exp( 一 2 对 
二 Nes( 于 ) ep( 一 天 )> SNks (21. 3. 19) 


可 见 在 低温 下 , 双 原 子 分 子 的 定 容 热 容量 主要 是 平 动 自由 度 的 贡献 ,这 是 因为 在 低 
温 下 分 子 热 运动 能 量 kp 本 不 足以 激发 转动 和 振动 ,使 它们 参与 热 运 动 ,因而 不 吸 
收 热量 , 故 对 热 容量 的 贡献 很 小 . 必须 说 明 ;转动 与 振动 的 高 温 条 件 相差 很 大 ,以 
CO 气体 为 例 ,Tisz10K, 而 开 汪 3000K. 因此 在 常温 下 ,转动 可 用 经 典 处 理 , 而 振 
动 必 须 用 量子 处 理 . 

对 原子 数 超过 2 的 多 原子 分 子 , 设 原子 数 为 *, 则 有 3s 个 自由 度 , 其 中 3 个 为 
质心 平 动 自由 度 、3 个 为 整体 绕 质 心 转动 的 自由 度 ,余下 的 (3s 一 6) 个 自由 度 为 分 
子 中 各 原子 之 间 的 相对 振动 ,可 用 简 正 振动 模式 来 描述 . 

如 果 双 原子 分 子 由 相同 的 两 个 原子 组 成 ,必须 考虑 微观 粒子 的 全 同性 质 . 以 
H: 为 例 . 由 17. 4 节 讨论 , H: 的 振动 能 级 不 受 全 同性 的 影响 ,而 转动 与 全 同性 有 
关 . Hs 分 子 由 处 于 自 旋 单 态 (S 一 0) 的 仲 氢 (! 一 偶数 ) 和 处 于 自 旋 三 重 态 CS 一 1) 的 
正 氨 (= 奇数 ) 组 成 . 正 氨 和 仲 氢 的 配 分 函数 分 别 为 


Z% 二 te-p | (21. 3. 20) 
ZE = Dt Dep[-pe S| (21. 3. 21) 
因为 自然 界 中 正 氨 与 仲 氢 分子 数 比 为 3 : 1, 故 氢 分 子 对 转动 的 贡献 为 
Cr = 工 [Cg]n 十 立 [CY]= (21. 3. 22) 
这 样 计算 的 结果 与 实验 一 致 . 上 式 相当 于 取 氢 分 子 的 配 分 函数 为 
一 [CZ%) (ZE (21. 3. 23) 


能 量 均 分 定理 :处 于 温度 为 T 的 平衡 态 的 经 典 系 统 , 单 粒子 能 量 中 每 一 个 平 
方 项 的 平均 值 等 于 ksT/2. 设 单 粒子 能 量 是 广义 动量 和 广义 坐标 的 二 次 函数 且 只 
有 平方 项 


f 
psg,) 一 于 > Lap? + bq?] (21. 3. 24) 
其 中 a。 可 以 是 广义 坐标 g, 的 函数 ,但 5b, 一 般 不 可 能 是 广义 动量 的 函数 . 粒子 具有 
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能 量 e(p, ,gq,) 的 概率 分 布 为 
pq»p,) 一 exp[— Be (gp.)] (21. 3. 25) 
故 粒 子 的 平均 能 量 为 
E 一 Jecg., pexp[— peg,,p.)] ee. (21. 3. 26) 
首先 看 广义 动量 一 个 平方 项 的 贡献 


|aspiexp(— Bop )dp, 


= [一 狗 =p( 一 让 2p)]| + 坟 |exp( 一 者 2p2 )ap。 
= 吉 | ep (二 Bp: )dp. 
同样 可 得 到 广义 坐标 一 个 平方 项 的 贡献 为 
|6g:exp(— 去 Ba2 )dq, = 加 |exp(- 到 B5g2 )dg。 (21. 3.27) 
故 粒 子 的 平均 能 量 为 
E = >» (去 taT 十 言 tpT) (21. 3. 28) 


即 式 (21. 3. 24) 中 每 一 个 平方 项 对 平均 能 量 的 贡献 为 如 TV/2. 对 双 原 子 分 子 组 成 的 
理想 气体 , 单 粒子 的 平 动能 量 为 
1 


et = zp + py t+ ps) (21. 3. 29) 
故 E' 二 3kpT/2; 经 典 转动 能 量 为 

一 南 ( 如 十 rp? ) (21. 3. 30) 
故 6' 王 ks 了 ,而 经 典 振动 能 量 为 

= 元 + 地 mg (21. 3. 31) 


故 a" 二 keT, 因此 每 个 分 子 的 总 平均 能 量 为 6 二 7ksT/2, 与 式 (21. 3. 18) 的 结论 是 一 
致 的 . 显然 能 量 均 分 定理 只 有 在 高 温 时 才 成 立 , 即 忽略 量子 效应 . 


21.4 声 子 系统 和 国体 的 定 容 热 容 量 
固体 中 相 邻 离子 的 距离 为 10-*cm 量 级 ,离子 间 存 在 很 强 的 相互 作用 力 . 在 这 


一 作用 力 下 ,各 离子 有 一 定 的 平衡 位 置 ,离子 在 其 平衡 位 置 附 近 作 微 振动 . 设 固体 
有 六 个 离子 ,每 个 离子 有 3 个 自由 度 , 则 整个 固体 的 自由 度 为 3N 个 . 设 每 个 自由 
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度 偏离 平衡 位 置 的 位 移 为 (a 二 1,2,… ,3NN) ,相应 的 动量 为 p,(a==1,2,…,3N)， 
则 整个 固体 系统 的 Hamilton 函数 为 

H= 从 + 填 Dan (21.4.1) 
由 13. 3 节 讨 论 ,总 可 以 找到 适当 的 坐标 变换 ， 使 Hamilton 函数 在 简 正 坐标 内 对 和 角 
化 成 正则 形式 


H= ED (P? 十 ozQ3) (21. 4. 2) 
上 式 量 子 化 后 即 为 


(得 芒 二 oiQ)y = Ey (21.4.3) 
因此 固体 中 离子 的 振动 可 看 成 3N 个 独立 的 谐振 子 ,每 个 谐振 子 具 有 能 级 
e, 一 (十 去) 和 人 @ 一 0,1,2，3a 一 1;2，)3N) (21.4.4) 
由 式 (21. 3. 15) ,每 个 谐振 子 对 固体 内 能 的 贡献 为 
U, 一 去 加 。 十 (21. 4.5) 


exp(CpFw ) 一 1 
故 3N 个 谐振 子 对 固体 内 能 的 贡献 为 


3N 3N 
= = Sli to 
一 2 VU. = > [3 + pee = | (21. 4. 6) 
相应 的 定 容 热 容量 为 
oY _ (Bhiw, )?explBhw, ) 
C= ( ST ), = ks > LexpCBiw, ) 一 1 (21. 4.7) 


严格 知道 这 3N 个 振动 频率 是 困难 的 , 设 简 正 振动 频率 连续 分 布 ， 它 的 振动 谱 为 
g(w) ,那么 (21.4.7) 式 可 化 为 积分 
max (Bhw)’ exp (Bhw) 
Cv ge|- [exp (Bhiw) 一 1 了 
其 中 g(w) 称 为 声 子 谱 密 度 ,w 是 谐振 子 的 最 大 频率 ,由 固体 系统 的 自由 度数 3N 
决定 , 即 满足 


gCw) dw (21. 4. 8) 


| g(a =3N (21. 4. 9) 


有 了 正确 的 声 子 谱 密度 ,就 可 以 由 式 (21.4.8) 计 算 固 体 的 热 容量 ,但 是 严格 得 到 
g(w) 必 须 求解 复杂 的 唱 格 动力 学 方程 . 下 面 介 绍 两 个 简单 模型 ， 

Einstein 模型 :假设 3N 个 谐振 子 的 振动 频率 相同 且 为 wx, 相当 于 取 g(w) 一 
3N8Cw 一 we). 于 是 固体 的 热 容量 为 


/UY Te\: exp(Te/T) 
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其 中 TE 一 we /ks 称 为 Einstein 特征 温度 ,特征 温度 一 般 很 高 ,如 对 金刚 石 立 一 
1320K. 高 温 区 (TTE) ,到 


exp (于 ) 一 1 ~ 村 (21.4.11) 
故 Cv~3NAs ,这 一 结论 与 实验 一 致 ;低温 区 (T<TF) 区 
exp( 寺 ) 1 一 exp( 中) (21. 4. 12) 


故 Cy 二 3Nkp (Te/T)?exp( 一 Te/T) 一 0. 但 这 一 结论 与 实验 不 一 致 ,其 根源 在 于 
Einstein 假设 3N 个 谐振 子 的 振动 频率 相同 过 于 简单 . 

Debye 模型 :把 固体 当 作 各 向 同性 的 连续 介质 ,把 声 子 系统 当 作 弹性 波 场 来 处 
理 . 弹性 波 有 二 个 横 波 模式 和 一 个 纵波 模式 ,声波 振动 频率 w 与 波 矢量 k 分 别 与 声 
子 的 能 量 < 和 动量 p 相对 应 , 即 

Ee 一 i; 卫 一 不 (21. 4. 13) 

利用 关系 w= 二 2xc/4 二 kc, 得 到 能 量 与 动量 的 关系 :e 一 cp( 其 中 < 是 横 波 或 纵波 声 
速 , 即 a 或 c). 因此 可 把 声 子 系统 当 作 独立 粒子 系统 来 处 理 . 由 式 (21. 2. 32) 得 到 
声 子 的 态 密度 为 


_ dxV 21 nV ee 
gle)de = Conky dp Ch 3 de 1 4.14) 
故 态 密度 可 表示 为 
_ AnV ow 
gw) dw 一 THs de (21. 4. 15) 
由 于 存在 两 个 横 波 模 式 和 一 个 纵波 模式 ,于 是 
glw dw = Bw’ dw (21. 4. 16) 
其 中 
一 也 ( 工 了 和 
B= 人 ( 襄 十 二) (21.4. 17) 
式 (21.4. 16) 代 人 式 (21. 4.9) 得 到 ww 一 (9NVB) .于 是 
T 3 r@/T yexp(y) 
= 二 一 之 21. 4. 18 
cv =9Nes( 本 ) | EC FY ( ) 


其 中 名 称 为 Debye 温度 :二 Kiowa / Rp. 
高 温 TS>8 时 ;y<1,exp(y) 之 1 十 y, 得 到 


Cy ~ ones(B) | ydy = 3Nks (21.4.19) 
低温 Te@ 时 :y 污 1, 积 分 上 限 扩展 到 无 限 
T\3r” yiexp(y) 
a dy 一 Ts 21. 4. 20 
Cy ~ 9Nks( 主 ) | ree EY ( ) 


与 实验 基本 一 致 . 当然 ,Debye 模型 也 是 一 种 近似 ,但 已 经 能 给 出 定性 一 致 的 结果 了 . 
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21.5 二 能 级 系统 、 负 温度 和 核 自 旋 


考虑 一 个 具有 两 个 能 级 s 和 es (ez >e1) 的 体系 ,有 NCN 污 1) 个 定 域 ( 即 空间 
位 置 固定 ) 近 独立 的 粒子 组 成 设 处 于 两 个 能 级 上 的 粒子 数 分 别 为 Ni 和 N;, 则 


Ni 十 NN; 一 N; Niei 十 Nzez 一 =EFE (21., 5. 1) 
即 

Ni 一 Me:—E, Nb 一 一 人 (21.5.2) 

€2 El E2 El 
体系 的 微观 状态 数 由 方程 (21. 1. 1) 给 出 为 
MI 
人 2 NIN;! (21. 5. 3) 

故 体 系 的 入 为 


S= kplnf2 一 kp (lnN! 一 lnNi 1 一 lnN; 1) 
x kp (NInN— NilnN'i — NlnN;) (21. 5. 4) 
由 式 (21. 5. 2) 得 到 


S 一 如 | NInN (= 一 In( 人 > =£) 


E27 €l 8E2 El 
E— Nel EFE— Nel 
( E2 El )n( £2 一 8 )| (21. 5. 5) 
取 E=E=U, 由 热力 学 关系 
1 /35 
工 ($0), (21. 5. 6) 
得 到 系统 的 温度 为 
(ee) Ne;—E 一 ! (es 一 si) 1 
T bn [in(B — Nei )| kn InCNi /Nz) (21. 5.7) 


(21. 5. 7) 式 的 有 趣 现象 是 :如 果 高 能 级 s 上 的 粒子 数 Ne 大 于 低能 级 e 的 粒子 
数 , 即 N; 之 Ni ,那么 T<0, 出 现 负 的 温度 ! 由 式 (21. 5. 6), 负 温度 意味 着 : 随 着 系 
统 能 量 的 上 升 , 和 反 而 减少 , 

为 了 说 明 负 温度 的 意义 ,考虑 两 个 系统 的 热 接触 :系统 1, 万 <0; 系 统 2, 了? 人 
0. 如 果 热 量 Q 从 系统 2 流 到 系统 1, 那么 总 的 炉 变 化 为 


_Q& Ge QQ 人 R 
AS== 夺 TT <<0 (21. 5. 8) 


而 这 与 孤立 系统 趋向 热平衡 的 箭 增加 原理 矛盾 ! 妇 果 类 量 Q 从 系统 1 流 到 系统 
2 ,那么 总 的 箭 变化 为 


_Q ee QQ 
= 们 十 党 一 项 十 长 >0 (21. 5. 9) 
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这 是 热力 学 允许 的 . 因此 热量 必定 是 从 负 温 度 系统 流向 正 温度 系统 . 这 意味 着 负 温 
度 系统 的 温度 更 “高 ”, 它 具有 更 多 能 量 . 由 “ 冷 ” 到 “ 热 ” 的 次 序 为 

十 OK,*…, 十 300K,*…, 士 coK,'…*, 一 300K,…, 一 OK (21. 5. 10) 
士 coK 是 相同 的 温度 . 如 果 把 十 300K 的 物体 与 一 300K 的 物体 相 接触 , 达到 热平衡 
后 的 共同 温度 是 士 ceK ,而 不 是 0K. 显然 一 个 系统 不 可 能 经 准 静 态 过 程 由 正 温 状 
态 变 到 负 温 状态 . 

一 个 能 实现 负 温 状态 的 系统 是 核 自 旋 系 统 . 假定 核 自 旋 的 量子 数 为 1/2, 在 外 
磁场 B 下 ,由 于 磁 矩 可 与 外 磁场 反 向 和 同 向 ,能 有 量 有 两 个 可 能 值 十 qf#B/2m 志 士 ， 
即 s: 一 一 eiez 一 e. 由 式 (21. 5. 5) , 核 自 旋 系统 的 焙 为 

FE 


S 一 AN[im2 一 二 (1 一 总 )m(1 一 总 ) 
一 寺 (1+ 赴 )in(1+ 起 )] (21, 5.11) 


当 开 = 一 Ne 时 , 妈 N 个 磁 矩 都 没 磁场 方向 ,S 一 0, 此 时 对 应 的 温度 为 零 (T 一 0)， 
系统 能 量 最 低 ; 当 温 度 上 升 , 磁 矩 反 向 (具有 能 量 十 e) 的 数目 逐渐 增加 ,因而 系统 的 
内 能 箭 增加 , 当 温度 上 升 到 T 一 十 cc 时 , 正 向 磁 撼 和 反 向 磁 矩 的 数目 相等 ,都 为 
和 NV2, 系 统 的 能 量 为 零 ,而 炉 极 大 (S 一 如 ln2”); 

当 式 (21. 5. 11) 中 能 量 E 由 零 开始 增加 
时 ( 即 反 向 磁 矩 的 数目 大 于 正 向 磁 矩 的 数 
目 ),S 反而 减 小 . 由 式 (21. 5.6), 此 时 对 应 
于 负 的 温度 (斜率 为 负 ); 当 磁 矩 全 部 反 辐 
时 ,二 Ne, 而 S==0.S 随 E 变化 的 曲线 如 
图 21. 5. 1, 曲线 的 斜率 为 温度 的 倒数 . 可 
见 , 随 着 系统 能 量 从 一 Ne 一 0 一 十 Ne, 温度 
图 21.5.1 二 能 级 系统 箭 与 能 量 的 关系 的 恋 化 规律 为 十 OK-> 士 coK-> 一 0K. 

以 上 我 们 介绍 了 二 能 级 系统 存在 负 温 度 . 事实 上 ,只 要 粒子 的 能 级 存在 上 限 ， 
都 可 能 存在 负 温度 . 一 般 的 系统 不 可 能 满足 这 个 条 件 , 如 具有 平 动 .振动 和 转动 自 
由 度 时 ,粒子 的 能 级 就 不 存在 上 限 ,粒子 占据 的 能 级 越 高 ,系统 的 能 量 和 粹 就 越 大 ， 
炉 是 能 量 的 单调 增 函 数 ,温度 恒 正 . 此 外 , 负 温 度 系统 必须 与 任何 正 温度 系统 隔绝 ， 
否则 负 温 度 系 统 由 于 放出 热量 而 不 可 能 稳定 存在 . 


习 题 21 


—Ne O +Ne E 


21.1 根据 公式 
_ Oe: 
Pp- Zn dy 
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证 明 对 非 相对 论 粒 子 
€ 一 二 (于) (十 了 2 十 ?7) 
压强 与 能 量 的 关系 


wl 
< 


p= 


(提示 :上 L 二 V'” ,该 公式 与 分 布 无 关 ) 
21.2 上 题 中 ,证 明 对 于 极端 相对 论 粒子 


一 划一 < VE 干 双 二 天 
压强 与 能 量 的 关系 


wl 
<IS 


p= 
(提示 :L= 二 V ,该 公式 与 分 布 无 关 ) 

21.3 求 单 原子 分 子 组 成 的 理想 气体 的 焙 和 自由 能 ,并 讨论 其 广 延性 . 提示: 
直接 利用 公式 (21. 2. 21) 和 (21. 2. 22)) 


sg Sve en Yt Be $+)] 


21. 4 求 单 原子 分 子 组 成 的 理想 气体 的 化 学 势 ,并 讨论 其 强度 性 ,说 明理 想 气 
体 化 学 势 小 于 零 .提示 :利用 关系 p 一 (35 ) ， 一 一 和 Tin 前 ) 
(2nk)? V2 N/ CQrnk)’ YY 
答案 一 born 六 全 ) A 
21. 5 “利用 经 典 的 转动 能 量 表达 式 ,直接 求 配 分 函数 (提示 :转动 的 Hamil- 
ton 函数 为 


e 一 (+ ) 
广义 泽 标 和 广义 动量 为 (0,9)、 (2 六), 配 分 函数 为 


7 zea) dg|" ds dp,| dpsexpC— Pe)) 


T 8z2 了 
答案 :2 一 [2xj)zp 工 


21.6 考虑 一 个 理想 唱 格 模型 , 它 有 N 个 格 点 和 N 个 空隙 位 置 ( 即 格 点 之 间 
的 间 队 ,原子 也 可 以 占据 在 这 样 的 位 置 ),E 是 把 一 个 原子 从 格 点 移 到 空 阶 位 置 上 
所 需要 的 能 量 , 用 ”表示 平衡 时 占据 空隙 位 的 原子 数 , (1) 求 系统 的 内 能 ; (2) 求 
系统 的 烂 ,假定 n>1; (3) 温度 为 工时 , 求 n 的 表达 式 . (提示 :(1) 设 原 子 全 部 在 格 
点 上 时 ,系统 的 内 能 为 Uo; 则 口 =Uo 十 nE;(2) 从 NN 个 客 点 中 取出 x 个 原子 有 C% 
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种 取 法 , 放 到 六 个 空隙 位 置 又 有 Cg 种 放 法 , 故 微观 状态 数 为 


wo = [ze 1 | 
炉 为 S 二 kslnW(n); (3) 温度 与 体积 一 定时 ,平衡 态 系统 的 自由 能 极 小 ,然后 求 = 
的 表达 式 ) 
答案 :(1) U 一 Do 十 2FE; 
(2) S=2kp[L NlnN~nlnn—N—nln(N—n) |]; 
(3) 由 下 =U 一 TS 极 小 得 到 


”exp 人 一 区 而 于 1I 
21.7 单 原子 分 子 经 典 理想 气体 的 粒子 数 、 体 积 和 温度 分 别 为 NV 和 了 ,每 
个 原子 除 平 动 自由 度 外 还 有 两 个 内 部 能 级 s 二 0 和 ee 二 A. (1) 求 内 能 ;(2) 压强 . 
(提示 ;每 个 原子 的 能 量 一 st 十 e ,其 中 et 为 质心 平 动能 量 . 总 配 分 函数 Z 一 2Z 2"， 
平 动 部 分 


tf V 3/2 
2 = cy LmkaT) 


内 部 自 RE 
答案 :(1) U0 二 2 hn TTF?) p= 二 NksT/V( 与 内 部 自由 度 无 关 ). 


21.8 N 个 独立 粒子 构成 的 材料 , 置 于 弱 外 场 日 中 ,每 个 粒子 可 具有 沿 着 磁 
场 方向 的 磁 矩 mx( 其 中 = 了] 一 1，…, 一 J 十 1, 一 ,J 为 整数 ,yp 为 常量 ), 体系 
的 温度 为 工 (1) 求 这 个 体系 的 配 分 函数 ;(2) 计算 材料 的 平均 磁化 强度 ;(3) 求 高 
温 下 的 磁化 强度 


答案 :(1) 2 一 > expCmuHB) 一 sinh| (J + 二)euH |/sint[ 二 Br] 


(2) MM 一 一 (35) 一 NasT 9 
Nu CJ 二 DuE_ ,pH | 
= | (J+ Deoth wf oh 关东 


py .EH 二 之 _ 
(3) M=3 NJ DD 经 寺 ;注意 利用 coth x 上 (1 十 要 5 -J (zl. 
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把 Boltzmann 统计 应 用 于 极 低 温 或 低温 的 准 独 粒子 系统 时 ,理论 结果 与 实验 
相差 很 大 . 例如 ,利用 Boltzmann 统计 ,低温 下 金属 中 电子 气体 对 热 容 量 的 贡献 应 
该 为 常数 ,而 实验 测量 比 理论 预言 小 得 多 且 比 热 与 温度 成 线性 关系 :Cv 一 如 工 这 
样 的 差别 说 明 Bolzmann 统计 的 局 限 性 . Boltzmann 统计 的 根本 缺点 在 于 认为 微观 
粒子 是 可 分 辩 的 且 每 个 微观 态 上 占据 的 粒子 数 不 受 限制 . 根据 量子 力学 ,微观 粒子 
是 全 同 的 ,不 可 分 辨 . 每 个 微观 态 上 占据 的 粒子 数 与 它 的 统计 特性 有 关 , 必 须 遵从 
两 种 统计 :Bose 统计 和 Fermi 统计 . 


22.1 Fermi 统计 和 Bose 统计 


设 一 个 体积 .能量 和 粒子 数 都 给 定 的 准 独立 粒子 系统 , 单 粒子 能 级 和 相应 的 简 
并 度 为 {e; ,gi) Gi 二 1,2,…) ,NN 个 粒子 在 单 粒子 能 级 上 的 分 布 为 {n:) (i 二 1,2,…). 
假定 微观 粒子 遵从 Fermi 统计 或 Bose 统计 ,我 们 来 求 任意 一 种 分 布 {n;} 所 包含 的 

首先 考虑 微观 粒子 遵从 Fermi 统计 , 即 每 个 量子 态 至 多 只 能 有 一 个 粒子 占据 . 
显然 ,因为 有 六 个 粒子 占据 能 级 ei, 故 这 个 能 级 的 简 并 度 g; 必须 大 于 或 等 于 粒子 
数 n, 即 g; 宕 mi. 微观 状态 的 计算 变 成 : g; 个 量子 态 中 任 选 n; 个 量子 态 的 可 能 取 
法 , 它 等 于 


| 
人 2 一 SB 
邱 ml(gi;—n:)! 


每 种 取 法 即 相当 于 n; 个 粒子 的 一 个 状态 . 于 是 Fermi 子 系统 在 某 一 种 分 布 {n;) 下 
的 微观 状态 数 为 


(22. 1. 1) 


gi! 
QF ({m}) ll Tp (22. 1. 2) 


对 微观 粒子 遵从 Bose 统计 的 系统 ,每 个 量子 态 占据 的 粒子 数 没有 限制 ,m 个 
粒子 占据 g; 个 量子 态 的 方式 计算 可 这 样 考虑 :把 g; 个 量子 态 与 7; 个 粒子 放 在 一 
起 ,如 图 22. 1. 1, 方 格 表示 量子 态 , 共 有 g; 个 方 格 ; 圆 表示 粒子 ,共有 ni 个 圆 . 方 格 
右边 的 圆 表示 这 个 方 格 的 粒子 数 ,如 第 一 个 方 格 有 2 个 粒子 ,第 二 个 方 格 有 0 个 粒 
子 ,等 等 .显然 ,图 22. 1. 1 中 的 任何 一 种 排列 就 是 一 个 微观 状态 . 因 左 边 第 一 个 必 
定 是 方 格 (这 样 才 有 意义 ), 故 共有 (gi 十 一 了 个 方 格 和 圆 参 与 排列 ,排列 的 总 数 
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为 (gi 十 n; 一 1)1. 但 因为 粒子 是 全 同 的 ,并 且 量 子 态 也 可 看 成 全 同 的 ,应 除去 粒子 
之 间 的 交换 数 n.! 和 量子 态 之 间 的 交换 数 (g; 一 1)1. 故 ni 个 粒子 占据 能 级 e;( 简 并 
度 为 g;) 的 可 能 状态 数 为 


(gi + ni 1)1! 三 Ch 
mllgi—D! 


DooDDoooDoooLjooo 
图 22. 1.1 Bose 系统 微观 状态 数 的 计算 
于 是 Bose 子 系统 在 某 一 种 分 布 {n;) 下 的 微观 状态 数 为 


(22. 1. 3) 


ar = TT Sgt Dl 
{8 (ni)) ll A (22. 1. 4) 
与 Boltzmann 统计 一 样 , 仍 然 在 约束 条 件 下 
之 Ni 2 em 一 下 (22. 1.5) 


求 最 可 几 分 布 . 式 (22. 1. 2) 和 (22.1. 4) 取 对 数 并 且 利 用 lnn;! 2 n; (lnn;— 1), 
得 到 

ln (C{n}) = 2 [gilng: —nilnni— (gi— ni)ln(gi— nm)] 

InQs (Cn)) = DLg: tn — Din(gitn—!l) ‘22. 1.6) 

-一 nilnn; 一 (gi 一 DIn(Cg:; TT 1)] 
一 般 giSl,gi— lg; gn — 12g; tn , 故 上 二 式 可 合并 
InOFaC(m )) = >)[( 士 gilngi 一 和 alnz 十 (ma 干 g)ln(8i 干 三 四 (22.1.7) 
上 式 的 一 阶 变 分 为 
SlnOFB8C(zai)) 一 2 [一 Snilnn; — dni + niln(Cgi; 二 7) + ni] 


= Df— lon lnCgi Tn) Jon (22. 1. 8) 
约束 条 件 的 变 分 为 1 
D8n=0; Deidn:=0 (22. 1. 9) 
根据 Lagrange 乘 子 法 ,我 们 得 到 
SIn(2™3( (n;}) —a2) Sn 一 82 vei8m 一 0 (22. 1. 10) 
即 
2 {[—Inni+ In(g; Fm)] ~a— pei}dn 一 0 (22. 1. 11) 


选择 适当 的 Lagrange 乘 子 a。 和 8, 使 非 独立 变 分 前 的 系数 为 零 , 而 独立 变 分 前 的 系 
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数 必 须 为 零 , 故 
[—lnn;+in(gi: 干 n:)|—a—pe;=0 (22. 1. 12) 
于 是 得 到 最 可 几 分 布 为 
WB 一 Bi (22. 1. 13) 


expla 十 Bei;) 土 1 


22. 2 量子 统计 中 的 热力 学 关系 和 灶 


与 Boltzmann 统计 同样 讨论 ,可 选择 8 二 1/ (ks 了). 与 配 分 函数 Z 对 应 ,引入 巨 
配 分 函数 号 如 下 


"B= TIE texp(~— a— Bei) Fs (22. 2. 1) 
取 对 数 得 
InS™3= 3) (+ gi)ln[l + exp(—a— Bei)] (22. 2. 2) 
于 是 系统 的 内 能 函数 为 
Ura — Vents = 5 Si —_ SE (22.2.3) 
了 7 exp(la 十 Bei;) 土 1 op 
系统 的 总 粒子 数 为 
EB Ra _ g: —_ ns (22.2.4) 
N= 2 加 之 exp(la 十 Be;) 土 1 ac 
系统 的 广义 力 为 
_ ops Oe Be -~ 工 anS 22. 2.5) 
2 Oy 7 exp(a 六， ) 士 1 Oy p oy 
特别 是 对 p-V 系统 ,有 关系 
_ 1 BlnSF? (22. 2. 6) 
2 一 8 Vv 


由 式 (21. 2. 8) ,可 逆 微 变化 中 炉 变 化 
)— ta( 3) neidp+ BD nide:) 


oo 
00) 
| 
En 


| 
= 
le 


)-* (2 pe ti F1B+B rp Fi) 
)+ rs| dna™®)— as 一 am 一 da] 
) 


DIS DIS 于 IC 


| 
Ee 


I 
[> 
一 人 一， 一 全 一 一 


十 如 dCInSFs 十 aNF3) 一 d 人 (对 十 有 lnSFB 二 okaN™s) 
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故 系 统 的 炳 为 
Ce (22. 2.7) 
利用 式 (22. 2. 3) 得 到 z 
S 一 S = D) (全)aF'? + kolna™S oksN®® (22. 2. 8) 
而 由 方程 (22. 1. 13) 


i gi Fn 
T ks| nt ns ) a| (22. 2. 9) 
另 一 方面 

FB (gi)[l+texp(—a~ Bei;)—1] 

| 1 土 exp(—~a— Be;) 

二 直人 1 一 : | (22. 2. 10) 
土 gi 1 二 exp( 一 a 一 fe;) 。 

即 


ln[1 士 exp( 一 ae 一座 四 ] = ing;— In(g: 干 WW'®) (22. 2. 11) 
代入 式 (22. 2. 8) 得 到 


二 7 
S 一 S 一 刁 导 | (一 ) 二 和 对 二 en 让 | 
一 kp 2) [tgilng; ~— nFSlonF's + (nF g)InCgi 干 nh'®)1] 


(22. 2. 12) 
比较 上 式 与 式 (22. 1. 7) ,显然 有 关系 
S 一 So 一 lnQ5a(C(a)) (22. 2. 13) 
上 式 与 式 (21. 2. 19) 类 似 . 为 了 确定 上 式 中 的 积分 常数 So ,我 们 来 看 极限 情况 . 当 
exp(a) 六 1 且 单 粒子 基态 能 量 eeo>0 时 ,Fermi 分 布 或 Bose 分 布 近似 为 
np’ 一 giexp(— a— pei) (22. 2. 14) 
与 Boltzmann 分 布 一 样 . 尽管 分 布 (n;} 相 同 , 但 微观 状态 数 是 不 一 样 的 . 因 exp(o) 祈 
1, 故 三 3/gi:<1, 对 Fermi 分布 和 Bose 分布 分 别 有 近 似 关系 
(2 ({ni))= 下 i nl! 
I gi(8i— 1) (gs; 一 2)…(8; 一 7 十 ]) > 开 加 下 


nl t ni! 


(22. 2. 15) 
以 及 
(8g; 十 让 一 1 


m= | tee i 
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_ 下 (gi 十 7 a 2)…， “Bi > I 2 


(22. 2. 16) 


上 二 式 与 Boltzmann 微观 状态 数 方程 (21. 1. 1) 比 较 ， 中 然 有 关系 


M 
OFB(C{n}) a 一 号 hms)? (22. 2. 17) 


Boltzmann 统计 中 假定 微观 粒子 是 可 分 辨 的 , 因此 在 计算 微观 状态 数 时 多 数 了 
N!1, 这 显然 是 不 正确 的 . 正确 的 应 该 是 Fermi 统计 或 Bose 统计 . 式 (21. 2. 20) 中 ， 
NI 是 作为 积分 常数 加 进去 的 . 而 在 Fermi 统计 或 Bose 统计 中 已 没有 必要 . 故 可 
以 直接 令 式 (22. 2. 13) 中 积分 常数 为 零 , 即 


S = kplnf™®({n)) (22. 2. 18) 
为 了 分 析 a 的 意义 ,考虑 粒子 数 可 变 的 情况 ,热力 学 第 一 定律 为 
dU = dW + dQ+ pdN (22. 2. 19) 
而 内 能 变化 为 
dU= d( Znai)= Dnide: 十 Dyeidn 
二 dW 十 Dyeidn (22. 2. 20) 
故 在 粒子 数 可 变 的 情况 ,热量 变化 为 
dQ = Deidn; —p2) dn = 2 (ei —p) dn (22. 2. 21) 
故 可 首 微 变化 中 炉 变 化 为 | 
dS = 办 = 未 Ce; — dn (22. 2. 22) 


另 一 方面 ,由 式 (22. 2. 18) 
dS = ksdlnQ™?({n:)) = ks D) In :FL dn (22. 2. 23) 


利用 式 (22. 2. 11) 得 
dS= kpdin(™({n;}) 


一 ks 2) (ns —In[1 + exp(—a—pei)])dn 


= ks > lnLexpla + Bei) dn; 


= ke S\ (a + Bei)dn; = 未) CsTa + ei) dn (22. 2. 24) 
上 式 与 式 (22. 2. 22) 比较 得 
a 一 一 pw (22. 2. 25) 
最 后 我 们 得 到 Fermi 统计 和 Bose 统计 表达 式 
nf’ 一 有 (22. 2. 26) 


exp| Ble; 一 Jj] 十 1 
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由 热力 学 关系 (22. 2. 3) (22. 2. 4) 和 (22. 2. 5) ,只 要 知道 了 系统 的 巨 配 分 函数 
号 的 对 数 ,就 可 求 得 所 有 的 热力 学 关系 . 注意 : 巨 配 分 函数 写 以 a、B 和 广义 位 移 yx 
为 独立 变量 . 
例 22.2.1 弱 简 并 量子 气体 . 
解 : 设 组 成 气体 的 原子 是 单 原子 分 子 , 只 考虑 平 动 自由 度 , 巨 配 分 函数 号 的 
对 数 为 
lnSFa 一 > ( 士 g )ln[1 士 exp( 一 a — Be;)] (22. 2. 27) 


原子 限制 在 宏观 大 小 的 容器 内 运动 ,能 级 可 看 成 连续 变化 ,上 式 中 求 和 可 用 积分 代 
替 , 能 态 密度 由 式 (21. 2. 33) 给 出 ,代入 上 式 得 到 


2 -| Veln[1 + exp(—a— Be)]Jde (22. 2. 28) 


其 中 J 是 考虑 了 原子 自 旋 引 起 的 简 并 ,J 一 (2S 十 1)(S 是 自 旋 量子 数 ). 考虑 弱 简 
并 量子 气体 , 即 满足 exp(a) 交 1( 其 意义 在 后 面 讨论 ). 当 exp( 一 a) 1 时 ,利用 展 
开 公 式 


ln23F73 一 士 


In(1 土 z) 一 士 2 二 (全 Ja (22. 2. 29) 
n=1 
式 (22. 2. 28) 化 成 
FB 一 3/2 二 nl — 
ns 一 7 ss (2m m) V 1 -FD) exp(— na) 
nm 
. | exp( 一 7Bz2)2zzdz = [i] JVf Ca) (22.2.30) 
其 中 
fla) = S11 5 (TF 1)" lexp(— na) (22. 2. 31) 
7 一 1 
由 方程 (22. 2. 3) 和 (22. 2. 4) 得 到 内 能 函数 和 总 粒子 数 分 别 为 
pp Ane _ 3 prs 3N®” ja) (22. 2. 32) 
0 a 2 28 fo) 
pp__ ngs __ f (0)| pps (22. 2. 33) 
N ac Fo 


注意 ; 求 偏 导数 时 ,8 和 也 是 In2” 的 独立 变量 . 在 exp( 一 a) 的 一 阶 近 似 下 ,可 以 
得 到 


mkeT\ 
2 大 


NFB ( ) JVexp(—o) (22. 2. 34) 


2 天 2 3/2 
Uns SNkaT|1 +5 世 六 人 了) | (22. 2. 35) 
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由 式 (21. 3. 10) ,用 Boltzmann 统计 得 到 的 内 能 为 UM==3NksT/2. 注意 :我 们 并 没 
有 考虑 粒子 之 闻 的 相互 作用 , 故 上 式 第 二 项 完全 是 由 于 微观 粒子 全 同性 原理 引起 
的 量子 统计 关联 所 导致 的 附加 内 能 .“ 士 ”号 说 明 ; 由 于 量子 统计 关联 使 Fermi 粒子 
之 间 出 现 等 效 的 排斥 作用 而 使 内 能 增加 ;Bose 粒子 之 间 则 出 现 等 效 的 吸引 作用 ， 
使 内 能 降低 . | 

由 式 (22. 2. 34) ,条 件 exp( 一 a)<<1 相当 于 


N™B 2xh \; 
jy (Er) 1 (22. 2. 36) 
或 者 当 温 度 工 满 足 
NN 2/3 2xfi? oy 
TS> (jy) =T (22. 2. 37) 


时 ,量子 统计 效应 可 忽略 ; 当 工 ~ 人 或 者 T<T* 时 ,必须 考虑 量子 统计 效应 . 显然 
T* 与 粒子 的 质量 成 反比 ,并 且 与 粒子 数 密度 有 关 . 如 氧气 ,原子 质量 为 m==6. 47X 
10-3g, 当 N/V 一 102cem 习 时 ,T* 一 0.5K, 故 一 般 温 度 下 都 可 用 Boltzmann 统计 . 
对 一 般 的 气体 ,T* 很 小 ,量子 统计 效应 只 有 在 很 低 的 温度 才 明 显 , 故 称 为 弱 简 并 量 
子 气 体 . 但 对 金属 中 的 电子 气体 ,电子 质量 为 m= 二 9X10 *g, 当 N/V 二 10* cm 
时 ,三 一 103 一 104K. 可 见 T 很 大 ,即使 在 常温 下 也 必须 考虑 量子 效应 , 故 称 为 强 
简 并 量子 气体 ( 见 下 节 讨 论 ). 因此 金属 中 的 电子 气体 必须 用 Fermi 统计 来 处 理 , 除 
非 N/V~107 ecm“, 如 半导体 的 情况 就 可 用 Boltzmann 统计 . 


22.3 ”金属 中 的 自由 电子 : 强 简 并 电子 气体 


电子 -电子 之 间 存 在 长 程 Coulomb 排斥 作用 , 单 就 电子 本 身 而 言 ,独立 粒子 的 
统计 方法 是 不 能 用 的 . 原子 结合 成 金属 后 , 价 电 子 脱 离 原 子 可 在 整个 金属 内 运动 ， 
形成 共有 电子 . 失去 价 电 子 后 的 原子 成 为 离子 ,在 空间 形成 规则 的 点 阵 . 任何 一 个 
电子 一 方面 排斥 其 他 电子 ,同时 要 吸引 正 离子 ,结果 造成 价 电 子 周围 随时 右 着 一 团 
正 电 荷 , 正 电 荷 屏蔽 了 其 他 离子 和 电子 产生 的 外 电场 . 所 以 电子 -电子 的 长 程 Cou- 
lomb 作用 变 成 短程 屏蔽 Coulomb 力 . 作为 第 一 步 近似 ,可 忽略 这 种 短程 作用 ,把 
电子 看 作 准 独立 的 粒子 . 但 此 时 电子 已 不 是 自由 状态 的 “裸体 ”电子 ,而 是 囊 着 正 电 
荷 云 的 准 电 子 . 注意 :进一步 近似 必须 考虑 电子 在 周期 离子 阵 的 运动 ,导致 所 谓 的 
能 带 理论 ,是 固体 物理 的 重要 内 容 , 本 书 不 进一步 讨论 . 

金属 的 高 导电 率 说 明了 金属 中 “自由 ”电子 的 存在 . 但 如 果 将 Boltzmann 统计 
应 用 于 “自由 ”电子 ,NN 个 “自由 ”电子 对 热 容量 的 贡献 为 3Nks/2, 而 实验 结果 是 : 
除 在 极 低温 条 件 下 ,电子 对 热 容 量 的 贡献 可 以 忽略 ,而 主要 是 离子 阵 振动 的 贡献 ; 
在 极 低温 下 ,又 以 电子 对 热 容量 的 贡献 为 主 且 与 温度 成 正比 . 然而 把 N 个 “自由 ” 
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电子 看 作 服 从 Fermi 分 布 的 准 独立 粒子 系统 ,就 能 解决 这 个 问题 . 
此 外 ,由 式 (22. 2. 36) ,以 铜 为 例 ,电子 数 密度 n 寺 N/V~8.5X103/m ,在 常 
温 (T 二 300K) 下 


2 3/2 7 
(和) = 354X10 ~- 300 1 (22. 3.1) 


V \mksT 30032 
说 明 金 属 中 的 “自由 ?电子 是 强 简 并 的 Fermi 气体 . 由 式 (22. 2. 26) ,处 于 能 量 e 的 
一 个 量子 态 的 平均 电子 数 或 者 占据 概率 为 


| 1 
f expL BCe — p20)] 十 1 (22. 3. 2) 
考虑 到 电子 自 旋 ,由 式 (21. 2. 33) ,电子 的 能 态 密 度 为 
27W /2 
gle)de =2X Co 2m) Vede (22. 3. 3) 
故 总 电子 数 NN 为 
_ AnV (mm) [~ Ve 
N 一 4 | me TF (22. 3. 4) 


在 给 定 电子 数 N. 温 度 工 和 电子 数 密度 n= 二 N/V 条 件 下 ,由 上 式 可 以 求 出 化 学 势 
pT,). 系统 的 内 能 为 


4nxV 22m) [™ Mes 22. 3.5 
U= (2xf) | exp[l Be TF1ie (22. 3. 5) 
1. T=0 情况 :由 式 (22. 3. 2) 得 
f= (7 s < p00 (22. 3. 6) 
0， s > uC0,n) 


可 见 ,T=0 时 电子 将 尽量 占据 能 量 低 的 状态 ,但 由 于 Pauli 不 相 容 原理 ,每 一 量子 
态 至 多 只 能 容纳 一 个 电子 ,因此 电子 从 s= 一 0 的 能 态 起 依次 填充 到 A(C0,727.AC0y7) 
是 T=0 时 电子 的 最 大 能 量 , 称 为 Fermi 能 ,用 er 二 (0,7) 表 示 . 由 式 (22. 3.4) 和 
(22. 3. 6) 得 


. anV (2m)3/2 uCO0,n) 22.3.7 
N= my | Vede ( ) 
故 得 到 
2 
es = J(0,n) = CS (3ren)’ (22. 3. 8) 


定义 Fermi 温度 kp TE =p(0,n) ,Te 的 意义 是 : 当 系 统 的 温度 为 Fermi 温度 时 , 电 
子 热 运 动 的 能 量 与 电子 的 Fermi 能 级 相等 . 仍 以 铜 为 例 ,n~8.5X10%/m ,py(0,) 一 
7.0eV, 故 Te~8X10:K, 远 远 高 于 通常 的 温度 . T 一 0 时 系统 的 内 能 


4nV (2m)3? pO,n) 3/2 __ 3 2 9 
UCo) = Vem] ede = ENu(O0sn) (22. 3.9) 
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2. 了 天 0 情况 :由 式 (22. 3. 2) 得 


>>1/2,，e<p 

7 1/2, e= (22. 3. 10) 
<1/2, e>y 

事实 上 ,因为 在 一 104 民 远 高 于 常温 ,在 热 运 动能 量 ks 本 的 激发 下 ,常温 下 只 有 在 

Fermi 能 附近 士 i 工 的 电子 才能 被 激发 而 参与 热 运动 ,其 他 处 于 较 低 能 级 的 电子 

基本 不 变化 . 故 占 据 概率 只 有 在 jy 土 EsT 附近 稍 许 有 点 变化 , 即 

| ep—kesT 


f=31/2, e=y (22. 3. 11) 
0， € > p+ kpT 
我 们 来 定量 计算 T 关 0 时 的 化 学 势 和 内 能 表达 式 . 令 函 数 mCe) 一 或 7(e) 一 


Ve ,由 式 (22. 3. 4) 和 (22. 3. 5) 可 知 ,关键 是 求 积分 
I =|- -Te de (22. 3. 12) 


0 exp[LBle—p1) 1 二 1 
作 变 换 BCe 一 1) 二 x,， 上 式 变 为 
_ ,7 yp+ hsTr) 
! 下， exp(z) 十 1 


pr 1 一 ReBTZ) ~ nu kpTx) 
一 DH RBIXS DHT RBIXS 
下 er exp(Z) 十 1 dr 


_ mp [exp(7z)++1—1ly— keTz) ~ yp keTr) 
十 ， exp(z) 十 1 zt 下 exp(Zz) 十 1 dz 


A 四 ” (p+ kpTzr)— (uy— kpTx) | 
~| edet haT| TE sc dz (22. 3. 13) 
由 于 y/ksTS>1, 上 式 第 二 个 积分 中 上 限 已 取 近 似 Bu 一 co. 由 式 (22. 3. 11) ,第 二 个 
积分 中 分 母 贡献 主要 在 x 二 0 附近 , 故 可 把 分 子 展开 为 x 的 函数 并 取 z 的 一 次 项 ， 
即 


[一 | rede+ 2 T) co| 


Bo Ti+ 。。 
=| ndet TD + (22. 3. 14) 
于 是 ,由 式 (22. 3. 4) 和 (22. 3. 5) 得 到 电子 数 和 内 能 的 表达 式 
N=— S07|1 + 下 ( 徊 -) ] (22. 3. 15) 
U= 20e[1+ 吧 (各!) ] (22. 3. 16) 


其 中 C=4xV (2m)2/(2x#);, 由 方程 (22. 3. 15) 
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4 
~ uC0sm)|1 -各 (5) ] (22. 3. 17) 
相应 的 内 能 为 
U0= 了 Qn[1 一 各 (2 与) ] [+ 村 (号 ) ] 
~ Non[1+ 和 加 (8) ] (22. 3. 18) 
由 此 得 到 金属 中 电子 气体 的 定 容 热 容 量 为 
Cy = (名)， 一 Na 本 全 三 并 (22. 3. 19) 


由 式 (21. 4. 20) ,离子 阵 振动 对 热 容 量 的 贡献 正比 于 Tr, 而 金属 中 电子 的 贡献 正比 
于 丁 , 故 在 极 低温 下 主要 是 金属 中 电子 的 贡献 . 


22.4 电磁场 的 量子 化 .光子 气体 和 Bose-Einstein 凝聚 


在 第 13 章 中 ,我 们 提 到 Planck 在 讨论 黑体 辐射 时 ,假定 黑体 发 射 与 吸收 电磁 
波 的 能 量 方式 是 不 连续 的 ,只 能 取 最 小 能 量 单位 s 的 整数 倍 ,e 一 i, 因而 成 功 解释 
了 黑体 辐射 . 为 什么 电磁 波 的 发 射 与 吸收 是 量子 化 的 呢 ? 为 什么 电磁 辐射 场 可 看 
成 服从 Bose-Einstein 统计 的 光子 气体 ? 我 们 首先 讨论 这 个 问题 . 

设 在 体积 V=1L3 的 空 腔 内 存在 电磁 场 . 在 无 源 情况 下 ,由 10. 1 节 可 取 @ 二 0 
和 V“。4 一 0, 则 矢量 势 的 方程 为 


Vz4AC 浊 一 二 AE =0 (22. 4. 1) 
上 式 时 间 和 空间 分 离 变量 A(r,) 一 A(r)g(z) 得 到 
VazA(Cr) 十 2A(r) =0; 5 十 oegGD =0 (22. 4. 2) 
的 平面 行 波 解 为 
4(Cr) 一 e Ao pci “rr); q(t) = qoexp(iwt) (22. 4. 3) 
Veo 


其 中 引进 1/Ves 是 为 了 方便 ,w 一 kc,k 为 波 矢量 ,e 为 电磁 波 的 极 化 方向 . 由 横 波 条 
件 V ， A 一 0 得 到 e，k 二 0, 即 波 的 偏振 方向 与 传播 方向 垂直 . 由 周期 性 边界 条 件 ， 
频率 w 和 波 矢量 大 取 分 立 值 


k = ae, 二 Bey 十 Yes); ow = Se «+P + (22. 4. 4) 
其 中 (ep8,7 一 0, 士 1, 士 2,…). 上 式 中 已 用 4 表示 三 个 量子 数 (a,p,7) 的 集合 . 不 难 
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验证 正 交 关 系 
二 | sse[idk 一 所 ) .rdsr = By, (22.4.5) 
比较 上 式 与 式 (22. 4. 3) 第 一 个 方程 , 取 4o=1/VV, 则 4(r 的 正 交 关系 为 
人 。 At dar = Ldw (22. 4. 6) 
0 
方程 (22. 4. 1) 的 任意 实 解 为 平面 波 的 全 加 , 即 
ACr,t) = Dg DA) Hg (A (7)] (22. 4.7) 
a 
电磁 场 强度 为 
E—— 0 =— SG DA + DA? C7)] 
A 
——iDS\w, [Lg (DA Cr) — gi (tA (7)] (22. 4. 8) 
A 


B= VXACGt) = Sg) VXAC) HG VX A Cr)] (22.4.9) 
由 式 (11. 2. 42) ,电磁 场 的 Hamilton 函数 为 
H= 亏 | (es 十 六 本 )ar (22. 4. 10) 
利用 正 交 关系 式 (22. 4. 6) 
|eErdr =(—i)? Deer | (DA — (DA: ] 
. [go CDhr — gt OA? Jdsr 


下 > wwy La， (21) gx (2) Sm’ 十 qx (2) gq (1) 6] 
A 


一 雯 ZiLg, Dg CD + gt (gD (22. 4. 11) 
A 
以 及 
二 |Bdr 一 二 中 | [op VXA to (DD VXA] 
Zp0 2 Ka “ 
. [gov C2) Vv X A 十 gx (#) V Xx A dsr 
1 


= [Dg (VXA) VXA dr 
HO aA 


+ Oa) VA (VXA) de 站 
一 上 2 oi Lg? (0) + (92)] (22. 4. 12) 
A 
故 电 磁场 的 总 能 量 为 
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H= Doi[g tg? (D+ a at)] (22. 4. 13) 
a 
由 于 gq, 和 gx 非 实 变量 ,定义 实 变 量 
Q=gTg; P=% 人 + =iw(g— 9) (22. 4. 14) 
(22. 4. 14) 式 的 道 变换 为 
_1(Dm_ ipy vv， 一 工 i 
@ 一 本 (Q, Pi dx 一 2(Q 二 zxP) (22. 4. 15) 


代入 式 (21. 4. 13) 得 到 
瓦 一 序 2 2 (Pi + QI?) (22. 4. 16) 


因此 QQ@ 和 PP ee 式 (22. 4. 16) 是 一 
系列 谐振 子 的 Hamilton 函数 之 和 ,由 此 辐射 场 可 以 看 成 多 个 谐振 子 组 成 的 体系 ， 
振子 频率 为 w, 一 kc. 相应 地 ,电磁 场 的 总 动量 为 


P= 工 | (Ex Bar (22. 4. 17) 
Lo 
把 式 (22. 4. 8) 和 (22. 4. 9) 代 人 式 (22. 4. 17) 得 到 
P= 5 (P+ (22. 4. 18) 
A A 


对 Hamilton 函数 和 上 式 量子 化 后 (本 书 不 进一步 讨论 电磁 场 的 量子 化 问 
题 ) ,可 以 得 到 能 量 本 征 值 和 动量 本 征 值 分 别 为 


E= (mt) P= (m+ 去 )ih (22. 4. 19) 


其 中 是 具有 角 频 率 w, 的 光子 数 . 因此 ,辐射 场 经 过 量子 化 后 ,就 变 成 了 由 光子 
组 成 的 体系 . 光子 的 自 旋 为 1, 故 遵从 Bose Einstein 统计 . 每 一 个 光子 的 能 量 和 动 
量 分 别 为 


& 一 大 oa 有 一 二 、 (22. 4. 20) 
由 式 (22. 2. 26) ,热平衡 时 具有 能 量 所 一 jw 的 平均 光子 数 为 
B84 
i (22. 4. 21) 
注意 ;光子 系统 粒子 数 不 守 恒 , 故 wx 一 0. 由 式 (21. 2. 32) ,光子 的 态 密度 为 
E 47W Vy 
gC) do, 一 2 X carysp ‘dp = 3 a do, (22. 4. 22) 
其 中 乘 2 是 考虑 到 电磁 波 有 两 个 偏振 方向 . 故 辐射 场 的 内 能 密度 为 
ulw, ;TD) 一 一 一 REA 让 (22. 4. 23) 


exp(fBe,)—1 Ac exp(Bhw,)—1 
上 式 即 为 Planck 黑体 辐射 公式 . 对 给 定 的 温度 , 低频 情况 下 (8iw: 冬 1)， 上 式 近 
似 为 
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Ma 了) 2 Ks ho Tao, 一 一 SB， Cw, ) ke Tdew, (22. 4. 24) 
称 为 Rayleigh-Jones 公式 ,可 由 经 典 的 能 量 均 分 定理 得 到 ;高 频 情况 下 (Biw, 污 1) 
oo T) a Co exp(— Bhw, ) do, (22. 4. 25) 


nc 


称 为 Wien 公式 . 辐射 场 总 内 能 为 


BE 
UCV,D= 5 Be 
4 2 2 之 exp(pe) 二 1 


加 | cr 一 1 = VT (22. 4. 26) 
上 式 与 实验 结果 符合 . 但 是 如 果 把 经 典 的 能 量 均 分 公式 (22. 4. 24) 推 广 到 高 频 , 则 
UC(V, 了 T) 一 co, 称 为 紫外 灾难 . 上 式 也 可 由 巨 配 分 函数 得 到 . 由 式 (22. 2. 2) , 巨 配 分 
函数 号 的 对 数 为 

二 一 一 过 gxln[I — exp(— Be )] 


nV 1 


-| wiln[1— exp(— Bhiw, ) Jdw, = A507 (By (22. 4. 27) 
故 光子 气体 的 内 能 为 
UCV,T) = Sn = 18sVT’ (22. 4. 28) 
压强 简 分 别 为 
1 91 Tk 
请 Wine = BT (22. 4. 29) 
和 
一 dr 有 3 
S 如 (ns 一 8 动 ms n= i VT (22. 4. 30) 
比较 式 (22. 4. 28) 和 (22. 4. 29) ,显然 有 关系 
1U 


Bose-Einstein 凝聚 :最 后 我 们 讨论 遵从 Bose-Einstein 统计 系统 的 一 个 奇特 性 
质 , 即 Bose-Einstein 凝聚 现象 . 由 于 Bose 子 没有 Pauli 原理 的 限制 , 当 温 度 降低 
时 ,粒子 将 向 低能 量 状态 转移 . 如 果 T=0, 所 有 的 Bose 子 将 占据 最 低 的 能 量 状 态 . 

我 们 从 化 学 势 随 温度 的 变化 来 讨论 Bose-Einstein 凝聚 问题 . 对 光子 系统 , 因 
光子 数 不 守 恒 , 故 y= 二 0. 对 一 般 的 Bose 气体 系统 w 夭 0. 由 于 任何 能 级 上 的 平均 粒 
子 数 一 定 大 于 零 , 故 由 式 (22. 4. 21) ,exp[ Be 一 1)] 一 1 之 0, 或 者 p<e. 如 果 最 低 
能 级 eo 一 0, 那么 <0. 故 对 Bose 子 系统 ,化 学 势 一 定 是 负 的 . 决定 化 学 势 的 方程 
为 
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一 如 
N 2) expL Plex 一 [0] 一 工 (22. 4. 32) 


a 


注意 ;g; 和 e 是 单 粒子 能 级 和 简 并 度 ,与 温度 无 关 . 当 N 一 定时 ,由 上 式 决定 的 
上 与 温度 的 关系 为 :TT 降低 ,上升 ,但 化 学 势必 须 小 于 零 . 因此 随 着 温度 下 降 ， 
4/0 .p>0 的 温度 称 为 临界 温度 T ,显然 由 下 式 决定 


一 8 
N 之 exple/ksT.)—1 (22. 4. 33) 
由 式 (21. 2. 33) , 当 As< ts 了， 上 上 式 科 他 为 
3/2 Ve 
N= < es (2m) | exple/ksT.)— 1 和 (22. 4. 34) 
令 zx 二 e/ksT, 上 式 为 
一 -2rY am Vz 
N= (2x D3 Le Te) |. exp(Z) Gp) id 
=- ar, 2. 4. 35 
一 72 3 Ce Te) 2. 612 (2 ) 
故 临界 温度 工 . 为 
= 2n #2 /NY 
1. = 3.6127 (TY) (22. 4. 36) 


当 工 <T, 时 会 出 现 什么 现象 呢 ? 分 析 方 程 (22. 4. 21) 可 知 : 当 T<T. 时 ,因为 

化 学 势 kw 一 0- ,eo 一 0 的 一 项 分 母 为 零 ,需要 单独 考虑 . 令 
N= No(CT) 十 和 apa 一 
其 中 No(T) 为 处 在 能 级 se 王 0 上 的 粒子 数 . 由 式 (21. 2. 33) ,上 式 为 


(22. 4. 37) 


_ 2rw 3/2 Ve 
N = No(T) 十 [名 55(2m) | BT de (22.4.38) 
积分 后 得 到 
T 3/2 
N = N, CT) +N( 示 ) (22. 4. 39) 
即 
372 
N,(D = N|1 一 ( 云 ) ] (22.4. 40) 


可 见 在 T< 代 时 ,就 有 宏观 量 级 的 粒子 在 最 低能 级 6 二 0 凝集 ,这 一 现象 称 为 
Bose-Einstein 凝聚 ,TT. 称 为 凝聚 温度 . 

在 最 低能 级 eo 二 0 凝集 的 粒子 对 内 能 、 箭 .压强 的 贡献 为 零 , 故 在 <T. 时 ， 
Bose 系统 的 内 能 为 


__2xV az Ves 
U= Crh m) | DC 站 二 Id 
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下 3/2 
= 0. 770NksT( 示 ) (22. 4. 41) 
定 容 热 容量 为 
3/2 

Cy = (等) = 1. 925Nks (元 ) (22. 4. 42) 

式 (22. 4. 36) 可 以 改写 成 

2 3 NY _ 

(二 元) (六 )= 2. 612 (22. 4. 43) 


发 生 Bose-Einstein 凝聚 时 ,原子 热 运动 的 能 量 为 kpT. ,动量 为 如 = V2mksT。, 相 
应 的 de Broglie 波长 即 为 2xh/ V2xmksT.. 故 满足 上 式 时 ,de Broglie 波长 与 原子 
的 平均 间距 在 同一 个 数量 级 ,量子 统计 关联 起 着 决定 性 作用 . 方程 (22. 4. 43) 是 准 
独立 Bose 子 系统 的 凝聚 条 件 ,对 一 般 具 有 弱 相 互 作用 的 Bose 子 系统 ,凝聚 条 件 为 

(本 天) ($)> 2. 612 (22. 4. 44) 
Bose-Einstein 凝聚 是 目前 比较 热门 的 研究 课题 . 


习 题 22 


22. 1 证 明理 想 Bose 和 Fermi 系统 的 炉 可 分 别 表示 为 ” 
Sa 一 一 如 > [flnfs— (+f)In(l+t+f)] 
SF py [filnfs+ (1—f.)ln(l — f)] 
其 中 广 为 量 子 态 s 上 的 平均 粒子 数 ,并 证 明 当 /.<1 时 
Sa xz SF 2 SM = 一 如 > [flnfs— f.] 
(提示 :由 信 的 表达 式 S 一 如 lnD, 直 接 用 公式 (22.1. 6). 注意 : f. 一 n./g.) 


22. 2 证 明 广 势 函 数 0 二 U 一 TS 一 jyN( 其 中 jy 为 单个 粒子 的 化 学 势 ) 与 巨 配 
分 函数 的 关系 


从 而 证 明 巨 配 分 函数 与 压强 的 关系 


(提示 :利用 式 (22. 2. 7) 和 关系 a 二 一 Bu. 注意 :对 单个 粒子 的 化 学 势 
G=U+pV— TS = uN) 
22.3 ”室温 下 某 金属 中 自由 电子 气体 的 数 密度 为 n= 二 6X10”/m’ ;而 某 半 导 
体 中 导电 电子 的 数 密度 为 n= 二 6X10”/m. 验证 这 两 种 电子 气体 的 简 并 性 质 .( 提 
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示 : 直 接 利用 公式 7" = ( 范 ) 2 


22.4 由 热力 学 公式 


SS 一 | 对 d7 


求 低温 下 金属 中 自由 电子 气体 的 炉 . 
答案 :S 一 Nin 所 5 
22. 5 某 星 体 可 看 作 由 极端 相对 论 性 的 强 简 并 Fermi 气体 组 成 , 求 星 体质 量 
与 平衡 半径 的 关系 . (提示 :对 极端 相对 论 气 体 , 态 密度 为 
_ 8rxVp’dp _ 8rVe’ 
gle)de 一 (2T 下 73 (2 下)3C3 


N= 上 gle)de 


可 得 到 Fermi 能 的 表达 式 为 


3N ) 


er 一 2nhc (By Vy 


另 一 方面 ,内 能 为 
U= eg)de — SNe: 
故 压强 为 p= 一 U/(3V) ,平衡 方程 
— pArRidR+ RdR 一 0 
其 中 M 为 星体 质量 ,G 为 万 有 引力 常量 ,于 是 可 得 星体 质量 与 平衡 半径 的 关系 ) 


22.6 证 明 二 维和 一 维 理想 Bose 系统 不 可 能 发 生 Bose-Einstein 凝聚 .( 提 
示 ; 发 生 Bose 凝聚 的 条 件 为 /二 0, 对 面积 为 A 的 二 维 理想 Bose 系统 


_ 2xmA ” de 
N= Sst] expL BCe—p0) |—1 


_ 2xmA 
Dexpl lB(e — 1) Jde 


=- 让 Ca J 了 exp(Bp) 
对 长 为 上 的 一 维系 统 
N = VL 『 de 
2(2rk)Jo yeexpLBle— 1)]—1 


如 果 取 wx 一 0, 都 将 发 散 ) 
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22.7 一 维 点 阵 由 NCN 污 UD 个 粒子 组 成 , 相 邻 粒子 之 间 有 弹性 相互 作用 , 简 
振 频 率 为 


ww, =wV2(1-cos 侍 )， 一 全 一 ”一 全 
其 中 wo 为 常量 ,系统 处 于 温度 为 的 平衡 态 . (1) 求 定 容 ( 即 定 长 ) 热 容量 Cy; 
(2) 求 T>0 时 ,Cy 的 表达 式 . (提示 :一 维 点 阵 的 内 能 为 
N/2 fi 
U0- 2 oop 1 
当 ke Tfiw, 时 


N/2 
ksT 
LU 一 > 2 = 人 RaT 
A kw, 2 
当 kpTKfiw, 时 
N/2 


_ 1 
U 本 ,2 exp (Phw, ) 一 


N/2 


A 22), tw,exp(— Bhw,) 
n=0 
热 容量 为 


N/2 (few )? fw 
一 答 一 2 eT exp( 一 让) 
利用 CN 污 1) 条 件 , 求 和 化 成 积分 :Cy~T/w) 
22.8 石墨 具有 层 状 晶体 结构 ,其 层 间 原子 的 耦合 远 小 于 层 内 原子 的 耦合 , 实 
了 验 发 现在 低温 下 石墨 的 定 容 热 容量 与 温度 的 关系 不 是 T ,而 是 到 ,用 Debye 理论 
说 明 . (提示 :由 于 层 间 耦合 小 ,考虑 二 维 振动 , 态 密 度 为 
g(w) dw = 下 ( 志 十 吉 )odw， w < wp 


ci 
求 内 能 ,然后 证 明 Cy 一 五) 


Cv 
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前 两 章 的 统计 方法 只 适用 于 准 独立 粒子 系统 . 对 准 独立 粒子 , 单 粒子 能 级 和 单 
粒子 能 级 上 的 占据 数 有 确定 的 意义 . 但 如 果 粒 子 - 粒 子 间 的 相互 作用 不 能 忽略 时 ， 
根据 第 17 章 讨论 ,尽管 仍然 能 定义 单 粒 子 能 级 和 单 粒 子 态 , 但 此 时 的 单 粒子 态 已 
不 能 由 它 自身 的 坐标 和 动量 来 确定 ,还 与 其 他 粒子 的 坐标 和 动量 有 关 , 也 就 是 说 ， 
任何 一 个 粒子 的 状态 发 生变 化 都 会 影响 其 余 粒 子 的 运动 状态 , 单 粒 子 状态 已 不 能 
从 这 个 系统 的 状态 中 分 离 出 来 . 相应 地 ,用 单 粒子 态 上 的 分 布 来 代表 系统 的 状态 也 
是 不 适合 的 . 必须 直接 从 整个 系统 的 状态 出 发 ,分 析 系 统 的 微观 状态 与 宏观 热力 学 
量 之 间 的 统计 关系 . 从 经 典 的 描述 来 讲 ,必须 用 整个 系统 的 广义 坐标 和 广义 动量 所 
形成 的 相 空 间 来 描述 系统 的 状态 . 本 章 介 绍 由 相互 作用 粒子 组 成 的 系统 的 平衡 态 
统计 物理 , 即 系 综 理 论 . 


23.1 统计 系 综 、 各 态 经 历 假定 和 微 正 则 分 布 


在 描述 系统 的 微观 状态 时 ,根据 第 14 章 的 讨论 ,可 以 用 一 组 完全 集合 的 力学 
量 (E,L,M,…) 的 量子 数 (4,m,n,…) 来 表示 (为 了 方便 用 单一 指标 4 表示). 如 果 
用 经 典 的 方法 描述 ,用 相 空 间 中 一 个 相 点 Cp,,9q,) (i 二 1,2,…,7)( 为 了 方便 用 (p,q) 
表示 ) (严格 地 说 ,应 该 是 体积 为 (2x#)" 的 一 个 相 格 ,其 中 x 是 系统 的 自由 度 ) 来 描 

在 一 定 的 宏观 条 件 下 (如 总 能 量 一 定 、 总 体积 一 定 等 ), 当 系 统 达到 统计 平衡 
时 ,在 宏观 上 系统 处 于 一 个 确定 的 平衡 态 , 即 具有 确定 的 内 能 、 温 度 、 粹 和 体积 等 . 
但 从 微观 角度 来 看 , 它 的 微观 状态 远 没 有 固定 下 来 . 因为 一 个 宏观 系统 的 自由 度数 
目 巨 大 , 它 的 微观 状态 决定 于 全 部 自由 度 的 值 . 可 是 一 个 宏观 的 平衡 态 只 用 内 能 、 
温度 . 箭 、 体 积 等 几 个 参量 就 能 确定 . 所 以 ,在 给 定 的 宏观 条 件 下 虽然 对 应 一 个 确定 
的 宏观 态 , 但 是 系统 的 量子 数 4 或 相 点 (p,q) 的 值 还 可 以 有 许 许多 多 的 可 能 . 把 这 
个 巨大 数目 的 微观 状态 的 集合 称 为 统计 系 综 . 

用 指标 4 标志 统计 系 综 中 每 个 微观 状态 ,p, 表示 第 4 个 微观 状态 出 现 的 概率 ， 
又 以 B, 表示 微观 量 B 在 量子 态 1 上 的 数值 ,微观 量 B 在 一 切 可 能 的 微观 状态 上 
的 平均 

B= >)oB， (23. 1. 1) 
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就 是 与 微观 量 B 相应 的 宏观 物理 量 . 因此 , 系 综 理论 的 根本 任务 就 是 求 概率 分 布 ， 
或 者 称 为 系 综 分 布 函数 户 . 

现在 讨论 处 于 平衡 状态 的 孤立 系统 的 系 综 分 布 函数 w. 设 孤 立 系统 的 能 量 为 
E, 那 么 系统 的 一 切 微观 状态 变化 ( 指 系统 从 一 个 微观 状态 跃迁 到 另 一 个 微观 状 
态 ) 必 须 保持 能 量 已 一定. 既然 除 能 量 外 ,我 们 没有 对 这 种 跃迁 设 定 任何 限制 , 属 
于 同一 能 量 的 各 个 微观 状态 的 地 位 是 相同 的 . 因此 可 以 认为 :对 一 个 能 量 为 五 的 
孤立 系统 , 当 达 到 统计 平衡 时 ,属于 同一 能 量 巨 的 所 有 微观 状态 出 现 的 概率 相等 . 
这 个 结论 称 为 等 概率 原理 . 它 是 平衡 态 统计 物理 的 一 个 基本 假设 ,其 正确 性 由 由 此 
得 到 的 推论 与 实际 相符 而 肯定 . 从 等 概率 原理 得 到 


-人 能 量 等 于 E 的 所 有 微观 状态 (23.1.2) 
夕 。 (0， 能 量 不 等 于 巨 的 所 有 微观 状态 
设 孤 立 系 统 在 能 量 为 下 时 ,总 的 微观 状态 数 为 2, 则 由 归 一 化 条 件 

>7o 一 1 (23. 1. 3) 
于 是 平衡 状态 孤立 系统 的 系 综 分 布 函数 。 为 

一 5 (23. 1. 4) 


称 为 微 正则 分 布 . 满足 孤立 系统 条 件 的 统计 系 综 称 为 微 正 则 系 综 . 

必须 补充 说 明 三 点 : 

1. 绝对 孤立 的 系统 是 不 存在 的 , 当 系 统 与 外 界 媒 质 的 相互 作用 可 以 忽略 时 ， 
可 看 成 孤立 系统 . 由 于 系统 与 外 界 媒 质 存在 微弱 的 相互 作用 ,系统 的 能 量 有 一 定 的 
变化 范围 , 即 E 十 AE; 

2. 一 个 绝对 孤立 的 系统 ,不 管 初 态 是 处 于 什么 态 , 它 的 各 个 力学 量 ( 如 动量 、 
动量 矩 等 ) 都 不 再 变化 ,处 于 一 个 确定 的 微观 态 . 因此 也 没有 什么 等 概率 原理 了 . 正 
是 由 于 系统 与 外 界 媒质 的 微弱 相互 作用 ,使 系统 从 一 个 微观 状态 跃迁 到 男 一 个 微 
观 状态 ,每 个 微观 态 出 现 的 概率 相等 (当然 要 保持 能 量 一 定 )， 

3. 微 正则 分 布 式 (23. 1. 4) 的 推论 是 ,属于 同一 能 量 的 全 部 微观 态 是 可 以 经 历 
的 , 即 各 态 经 历 假定 . 一 个 绝对 孤立 的 系统 是 不 可 能 各 态 经 历 的 . 

设 系 统 含有 N 个 全 同 粒子 . 在 经 典 极 限 下 ,由 第 6 章 的 讨论 ,如 果 系统 受 保守 
力 场 作用 , 则 Hamilton 函数 电 (q,p) 为 守恒 量 . 在 相 空间 中 , 顾 (q,p) 王 表示 一 
个 超 曲 面 , 故 能 量 在 E>E 十 AE 范围 内 的 微观 状态 数 为 

1 d 1 f da dg,***dg, dp dp,**…dp, 
2- 十 | rhy mi| CA 
上 式 积分 在 相 空间 能 壳 EH(g,p) 志 EF 十 AE 中 进行 ,N! 是 由 于 粒子 的 全 同性 
而 引进 的 ,任意 两 个 粒子 交换 都 不 产生 新 的 状态 ,共有 N1 种 交换 方式 . 


(23. 1. 5) 
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从 微 正则 分 布 式 (23. 1. 4) ,可 导出 系统 热力 学 平衡 的 关系 . 考虑 孤立 系统 A?， 
它 由 微弱 相互 作用 的 两 个 子 系统 Al 和 As 组 成 .以 Q1CNi ,Ei,Vi) 和 022 (CN;,E;， 
V2) 分 别 表示 Al 和 A: 的 微观 状态 数 , 其 中 Ni .Ei,; 和 Vi, 分 别 表示 Al 和 As: 的 
粒子 数 、 能 量 和 体积 . 复合 系统 A' 的 微观 状态 数 为 
QV (CE Ez:) = QCNi, El,Vi)Q CN;, Ez,V;) (23. 1. 6) 
令 Al 和 A: 进行 热 接触 ,它们 只 有 能 量 的 交换 ,不 交换 粒子 数 且 体积 不 变 . 由 于 
A' 是 孤立 系统 ,总 能 量 不 变 
E+E, = E® (23. 1.7) 
代入 式 (23. 1. 6) 得 到 
OO (CE ED — ED) = Ni, FEV) Ns, ES — EV) (23.1.8) 
因此 Oo CE ,EO 一 已) 是 Ei 的 函数 .根据 等 概率 原理 ,在 平衡 态 下 孤立 系统 一 切 
可 能 的 微观 态 出 现 的 概率 相等 . 如 果 存在 Ei 一 Pi ,使 Q (El,E% 一 Ei) 达 到 极 大 
且 比 其 他 E; 的 微观 状态 数 总 和 还 大 得 多 , 则 可 以 认为 Ei 二 Ei 是 一 种 最 可 几 的 分 
布 ,E, 和 Es 二 E 一 E, 就 是 子 系统 A! 和 As 达到 热平衡 时 分 别 具 有 的 内 能 . 由 极 
大 条 件 


ac 
AE 一 0 (23. 1. 9) 
1 


将 式 (23. 1. 8) 代 入 上 式 得 到 


3E, 一 二 人 少 taEd 一 3E.2 taE, 五 多 
ao Of2 
_a0 ,do 23. 1. 10 
5 人 洗 aE. ‘ ) 
即 
ln | dlnf2; 
A 一 | 二 一生 (23. 1. 11) 
( oF )、 VI ( OE: ‘N,V; 
令 
Olnf21 olnf2; 
{SA , 一 ne 23. 1. 12) 
A ( oF: )、 vv 让 ( oF; ), ' 
那么 子 系统 A! 和 As 热平衡 的 条 件 为 
B=B (23. 1. 13) 
而 由 式 (20. 1. 9) 和 (20. 1. 11) 的 第 一 式 , 热 平衡 条 件 为 
1 OS1 1 GN 
二 (一 一 一 一 (一 一 (23. 1. 14) 
人 (5 ) Ts (元 ) 


故 B=1/ksT. 注意 到 热平衡 时 E, 一 Im 和 Es 二 U; ,比较 上 式 和 方程 (23. 1. 11) ,得 
到 平衡 态 焙 与 微观 状态 数 的 关系 
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S = kplnQ (23. 1. 15) 
这 是 我 们 熟悉 的 Boltzmann 关系 . 但 前 两 章 中 讨论 的 是 准 独立 系统 ,现在 可 以 包括 
粒子 之 闻 存 在 相互 作用 的 情况 . 
如 果子 系统 A 和 As 之 间 不 仅 可 以 交换 能 量 而 且 可 以 改变 体积 和 交换 粒子 ， 
根据 类 似 的 讨论 ,可 得 到 平衡 条 件 为 


dln Olnf2e 
二 【一 于 一 23. 1. 
( oF ) ( GE ) (23. 1. 16) 
dln olnf2; 
(3 )、 ( BV, ) (23. 1.17) 
alnf Bln0， 
一 二 【一 一 23. 1. 
(Ny ), aN; 人 C23. 1. 18) 
令 
olnf! olnf2» 
一 ; 二 (一 一 23. 1. 19 
( aWw )、 ,也 ( OVs /NE, ) 
dln Olnf2; 
二 = {一 oO 23. 1. 20 
® ( oNi )， E ( ONs /vy,,E, 4 ) 
子 系统 A! 和 As 的 平衡 条 件 可 写成 
B=B; N= al 三 as (23. 1. 21) 
为 了 确定 yi,z 和 a1,: 的 意义 ,求全 微分 
dlnf = 8dE 十 ydVY 十 adqN (23. 1. 22) 
与 热力 学 关系 TduS=dU 十 pdV 一 wdN 比较 ,并 且 考虑 到 式 (23. 1. 15) ,可 知 
1, yt, 
Bb ET YET ° 雇工 (23. 1. 23) 


因此 子 系统 A! 和 As 的 平衡 条 件 式 (23. 1. 21) 与 式 (20. 1. 11) 相 当 . 
利用 微 正 则 分 布 求 热力 学 关系 比较 复杂 ,下 面 介绍 其 他 系 综 分 布 以 及 推导 热 
力学 关系 的 方法 . 


23. 2 正则 分 布 . 能 量 涨 落 和 热力 学 关系 


一 个 孤立 系统 具有 确定 的 能 量 ,粒子 数 N 和 体积 V. 但 在 实际 问题 中 ,需要 
研究 与 外 界 媒质 有 交换 (能 量 交换 、 粒 子 数 交换 或 者 体积 可 变 ) 的 系统 . 对 这 种 系 
统 ,不 同 的 条 件 可 以 得 到 不 同 的 系 综 分 布 函数 , 本 节 介 绍 具有 确定 的 NV 和 工 ( 即 
定 温 、. 定 容 和 定 粒子 数 ) 系 统 的 分 布 . 

正则 分 布 :具有 确定 N.V 和 T 的 系统 可 设想 为 与 一 个 大 热源 接触 而 达到 平 
衡 态 的 系统 . 系统 与 大 热源 可 以 交换 能 量 ,因此 系统 可 能 的 微观 状态 可 具有 不 同 的 
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能 量 (注意 ;与 孤立 系统 不 同 !1). 由 这 种 系统 的 微观 状态 集合 组 成 的 统计 系 综 称 为 
正则 系 综 . 由 于 热源 很 大 , 交换 能 量 不 会 改变 热源 的 温度 ,在 二 者 建立 平衡 后 ,系统 
与 热源 有 同样 的 温度 . 把 系统 与 热源 合 起 来 构成 一 个 复合 系统 . 显然 复合 系统 可 看 
成 一 个 孤立 系统 ,于 是 可 应 用 等 概率 原理 求 得 系统 具有 不 同 能 量 的 概率 分 布 函数 . 
为 了 方便 ,用 下 标 1、2 分 别 表示 系统 和 热源 . 复合 系统 是 孤立 系统 ,总 能 量 E。 守恒 


FE 二 +E,= EE, (23. 2. 1) 
复合 系统 的 微观 状态 数 为 系统 和 热源 的 微观 状态 数 之 积 , 即 
QEo) = 0 CE)0; Es) = (FE) (Eo — El) (23. 2. 2) 


上 式 表示 :复合 系统 的 微观 状态 数 是 系统 能 量 E 的 函数 ,可 以 写成 QCE1). 由 于 复 
合 系统 微观 状态 的 出 现 是 等 概率 的 ,QCE, ) 越 大 ,系统 具有 能 量 Fi 的 概率 就 越 大 . 
因此 系统 具有 能 量 Ei 的 概率 正比 于 QCE1), 即 
SC(E) 
pg ~ CE) = exp| > | (23. 2. 3) 
其 中 SCE) 是 复合 系统 的 炉 , 得 到 上 式 已 利用 了 式 (23. 1. 15). 利用 和 的 广 延 量 特 
性 ,复合 系统 的 箭 等 于 系统 的 焙 与 热源 的 箭 之 和 
S(E) = Si(Ei) tS (E;) = SiI(Ei) tS (Eo 一 五) (23. 2. 4) 
得 到 上 式 与 式 (23. 2. 1) ,已 忽略 了 系统 与 热源 接触 的 表面 效应 ,只 有 在 热力 学 极限 
下 才 成 立 , 对 宏观 系统 ,这 个 假定 是 没有 问题 的 . 由 于 瑟 < 禄 本 ,上 式 根据 EE 展开 
得 到 


OS 
SCE) ~ S1(E) + S:(E,) — (8E), 十 … (23.2.5) 
由 热力 学 关系 3S:/3E 一 1/T 且 热 源 与 系统 温度 相等 ,代入 上 式 
S(E1) 和 Si (五 1 ) 十 S， (Eo,) 一 字 (23. 2. 6) 
由 方程 (23. 2. 3) 得 到 | 
SE)] 1/ 已 
pg ~ exp = |exp( 庆生 ) (23. 2.7) 
推导 (23. 2. 7) 式 时 ,已 把 常数 S,(E。) 忽 略 了 . 再 利用 式 (23. 1. 15) 可 以 得 到 
E 
ps = CO(EDexp( 一 二 (23. 2.8) 
其 中 比例 常数 C 由 归 一 化 条 件 决定 
E 
Pos = CP (Eyexp( 一 二 )=1 (23. 2. 9) 


令 配 分 函数 


El 
= 3) 一 一 .2.1 
Z 所 (21 (Eexp( 二 (23 2 0) 
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注意 :上 式 与 式 (21. 2. 9) 的 区 别 ,这 里 已 是 整个 系统 的 能 量 . 最 后 得 到 正则 系 综 
的 分 布 函数 为 


om 一 扫 了 ( ) (23. 2. 11) 
去 除 下 标 1 且 设 系统 的 能 量 是 量子 化 的 , 即 E, 则 上 式 可 改写 成 
pg 一 一 全 2 exp( 一 BE,) (23. 2. 12) 


它 表示 ; 当 系统 与 周围 的 媒质 处 于 热平衡 时 ,系统 处 于 能 级 玉 的 概率 分 布 (再 说 明 

一 下 ,这 里 的 能 级 是 整个 系统 的 能 级 ). 从 上 式 可 见 ,ps 由 两 项 决定 :指数 衰减 项 ， 

随 E 增加 很 快 趋向 于 零 ;状态 数 2CE)( 即 能 级 EE 的 简 并 度 ) , 随 EE 增加 将 迅速 

增 大 . 两 者 综合 平衡 后 在 EE 处 出 现 极 大 ,其 中 上 为 系统 的 平均 能 量 , 即 内 能 
U=E= SpsE, = EE EexpC BE 


1 9Z olnZ 


一 划 = = 23. 2. 13 
30 Eexp BE,) Za38 3 (23 ) 
能 量 涨 落 : 下 面 来 分 析 一 下 能 量 偏 差 ( 玉 一 E)? 的 系 综 平均 (一 E)?, 即 能 量 
涨 落 
(EB —E):= 205, (可 一再: = >)ps (Fi —2EE+F) 
A 
= Dps EE —2E2 ps E+E’) 
A A 
= Dor El—2EE EF = Dos Ei—P (23. 2. 14) 
7 7 4 
而 
Dos Ei— = 1 Ded Bexp BE,) 
A 
1 3(2U) 
二 一 二 二 E 
7 EBexp™ BE) = Zz- a 
__ U3Z 0_ rnZ_ UoT_ ppTC, 
Zap 8 8 3T ap 
代 人 式 (23. 2. 14) 得 到 
(FE 一 无 )? 一 kp TCy (23. 2. 15) 


能 量 的 相对 涨 落 为 
(BE: /aro 1 
FE: 和 E? ~/N 
得 到 上 式 最 后 一 步 是 因为 Cy 和 五 都 是 广 延 量 ,正比 于 N. 因此 相对 涨 落 为 10 ” 


(23. 2. 16) 
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数量 级 ,是 非常 小 的 . 上 式 说 明 : 正 则 分 布 在 平均 能 量 五 附近 出 现 的 极 大 是 非常 陡 
的 ,其 他 能 量 状态 出 现 的 概率 基本 为 零 . 
方程 (23. 2. 12) 是 系统 在 能 级 玉 上 的 概率 ,而 能 级 包 的 简 并 度 为 QCE), 故 
处 于 能 级 包 的 每 个 量子 态 的 概率 为 
1 


A = 元 exp( 一 PE) (23. 2. 17) 
而 配 分 函数 改 成 对 每 个 量子 态 的 求 和 | 
Z= Sexp(— BE,) (23. 2. 18) 


热力 学 关系 :系统 的 其 他 宏观 参数 和 热力 学 函数 可 通过 分 布 式 (23. 2. 17) 
求 得 . 
1. 广义 力 Y 了 ;是 OF/9y 的 系 综 平 均 


1 OF, 
Y= FE,) 
z> Oy exp 


1/_123 _ 1 amz 
-zp BE -ey (23. 2. 19) 
对 简单 的 p-V 系统 
p= a (23. 2. 20) 
Bp 3V 
2. 炳 函数 ;由 TdS 二 dU 一 Ydy 得 到 
一 dU _ Ydy 一 有 .| 一 dlnZ olnZ 2.21 
dS 一 守 一 下 =| pd( 3 )+ gy| (23. 2. 21) 
而 
BlnZ OlnZ 
= Eqg+ od (23. 2. 22) 
dnD) = d+ ody 
代入 式 (23. 2. 21) 得 到 
InZ alnZ 
dS | 一 B+ d(nZ) 一 | 
InZ 
ks| — d(ps )+ ddn2) |= kod InZ —p oo | (23. 2. 23) 
因此 焙 冰 数 为 
alnZ 
= —8< 23. 2. 24 
5 ks| nz p | ( ) 
3. 自由 能 函数 ;由 = 二 U 一 TS 得 到 
F =— keTInZ; Z= exp (~ 二) (23. 2. 25) 
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利用 上 式 , 分 布 式 (23. 2. 17) 可 以 写成 简洁 的 形式 


a = exp[B(F — E,)] (23. 2. 26) 
最 后 给 出 经 典 极限 下 , 配 分 函数 的 表达 式 
1 
= 所 may | exp[— BECp,g) Jdpdg (23. 2. 27) 


注意 : (p,g) 是 (pi,p,，,…p,;91,9，，…;9,) 的 简写 . 只 要 求 出 Z, 就 可 以 由 以 上 热力 
学 函数 求 宏观 热力 学 量 . 

例 23.2.1 单 原子 理想 气体 的 配 分 函数 . 

解 : 设 有 N 个 分 子 , 则 有 3N 个 自由 度 , 系 统 的 能 量 为 


3N p 
E(p,g9) = 》 ~ .2. 
(p,9) 之 元 (23. 2. 28) 


由 式 (23. 2. 27) 


1 1 
一 N! zim |exp[— BE (p,q) Jdp, dp,***dpsndq, dqg,""dqsy 


因 能 量 与 坐标 无 关 , 对 3N 个 坐标 的 积分 出 现 体积 VY , 故 


1 VY 
四 NI wom | exp[— BE Cp,9) Jdprdpardpon (23. 2., 29) 
而 对 动量 的 积分 中 ,每 个 动量 的 积分 为 
” ? 2 1/2 
|e(6 姑 ) 一 (3 ) (23. 2. 30) 


共有 3N 个 动量 积分 , 故 
1 VS 12 1 V /2xm 
“一 NI cm B ) 加 Le ( B 
可 见 ,对 无 相互 作用 的 独立 粒子 系统 ,Z 是 单 粒子 配 分 函数 的 N 次 方 ,这 一 结果 经 
常用 到 . 如 果 粒 子 被 限制 在 面积 为 A 上 作 二 维 平 面 运 动 ,只 有 2N 个 自由 度 ,那么 
共有 2N 个 动量 积分 , 则 
加 1 AN (ee) = 由 | 2xmA ] 
NI (2rfi)2N、 有 NIL(C2rf)28 
例 23.2.2 固体 晶 格 的 振动 . 
解 ; 固体 由 于 品格 离子 的 振动 ,可 看 成 3N 个 独立 谐振 子 ,在 21.4 节 中 ,我 
们 用 Boltzmann 统计 ,现在 用 正则 分 布 来 讨论 . 固体 总 的 振动 能 级 为 


3N 1 
E, 二 各 十 > ji(m 二 二) (nm = 0,1,2,°) (23. 2. 33) 
l=1 


其 中 加 是 离子 在 平衡 位 置 时 离子 -离子 之 间 的 相互 作用 能 . 显然 能 量 依赖 于 某 个 
振动 频率 w 上 占有 的 声 子 数 n. 系统 的 配 分 函数 为 


3/2 4N 
) | (23. 2. 31) 


Z 


(23. 2. 32) 
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QZ 一 em >) exp(— BE',,)) 


{ny} 


Pt Dm- SG + 王 ) 
Cr 名 下 exp| 一 Bio (n 过) | 
eel pe td) 


一 :I exp(— Biwi/2) 


| 


| 


1 


1 expC— phe (23. 2. 34) 
由 式 (23. 2. 13) ,系统 的 内 能 为 
BlnZ AN ficw, 
U = 一 一 一 = 十 > 一 一 一 一 一 一 23. 2. 35 
op 2 exp(Biw,) —1 ) 
其 中 
3N fw 
Uo 二 加 十 之 (23. 2. 36) 


一 般 U, 二 0, 称 为 固体 的 结合 能 . 式 (23. 2. 5 直人 4. 6) 的 结果 是 一 致 的 ， 


23.3 巨 正则 分 布 、 热 力学 关系 和 粒子 数 涨 落 


本 节 介 绍 系统 与 外 界 媒质 有 能 量 和 粒子 数 交 换 的 情况 ,但 系统 与 外 界 媒 质 仍 
处 于 力学 平衡 (体积 不 变 ) .热学 平衡 (温度 与 外 界 温度 相等 ) 和 化 学 平衡 (化 学 势 不 
变 ), 即 考虑 定 温 、 定 容 和 定 化 学 势 的 系统 分 布 . 

巨 正 则 分 布 :具有 确定 V、T 和 的 系统 可 设想 为 与 一 个 大 热源 和 大 粒子 源 
(简称 为 源 ) 接 触 而 达到 平衡 态 的 系统 . 系统 与 源 可 以 交换 能 量 和 粒子 , 故 可 能 的 微 
观 状态 可 具有 不 同 的 能 量 和 粒子 数 . 由 这 种 系统 的 微观 状态 集合 组 成 的 统计 系 综 
称 为 巨 正则 系 综 . 把 系统 与 源 合 起 来 构成 一 个 复合 系统 . 显然 复合 系统 可 看 成 一 个 
孤立 系统 ,于 是 可 应 用 等 概率 原理 求 得 系统 具有 不 同 能 量 和 粒子 数 的 概率 分 布 函 
数 . 复合 系统 是 孤立 系统 ,总 能 量 E 和 总 粒子 数 No 守恒 

Ei++E: = Eo, Ni 十 N= 二 No (23. 3. 1) 
但 要 注意 的 是 :已 与 N 有 关 , 即 Ei(N'1). 复合 系统 的 微观 状态 数 为 系统 和 源 的 
微观 状态 数 之 积 , 即 
QEo, No)= QE ,Ni)Qs(E;,N:;) 
= QE, Ni) (Eo — Ei,No— Ni) (23. 3. 2) 
上 式 表示 : 复合 系统 的 微观 状态 数 是 系统 能 量 EE 和 粒子 数 Ni 的 函数 ,可 以 写成 
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QCE1 ,NN1). 由 于 复合 系统 微观 状态 的 出 现 是 等 概率 的 ,2(CE: ,Ni) 越 大 ,系统 具有 
能 量 El 和 粒子 数 Ni 的 概率 就 越 大 . 因此 系统 具有 能 量 已 和 粒子 数 Ni 的 概率 正 
比 于 QCEi,NN;), 即 


SN | (23. 3. 3) 


pen, ~ QPF, Ni) = exp| 克 
其 中 SCE, , Ni) 是 复合 系统 的 炉 , 得 到 上 式 已 利用 了 式 (23. 1. 15). 利用 炳 的 广 延 
量 特性 ,复合 系统 的 箭 等 于 系统 的 箭 与 源 的 箭 之 和 
SCF ;Ni1) 二 Si (Ei ,Ni1) 十 S, (FE; ,人 >) 
一 Si (ENiD) 十 Sr(Eo 一 下 No 一 作 ) (23. 3. 4) 
由 于 EE。 和 Ni<<No, 上 式 根据 五 和 Ni 展开 
SCE) 人) AS1 (Ei ,Ni1) 十 Ss (Eo ;No) 


OSs oS, 
一 (一 一 五 ; 一 。。 23. 3. 5 
(5E), 、， | (NW) oN + ， 
由 热力 学 关系 8S2 /9Es 一 1/T; ,3S2s/9N; 二 一 jyz/T 且 源 与 系统 温度 和 化 学 势 相 
等 , 代 人 上 式 
E Ni 
S(Ei,N) ~ SE ND) TS (bE NOT A (23. 3. 6) 
1 1 
由 方程 (23. 3. 3) 得 到 
Si (Ei,N:i) Fi—Nip 
pg wm ~ exp| : ee 一 je 人 ET !) (23. 3.7) 
推导 (23. 3. 7) 式 时 ,已 把 常量 S;(E。 ,No) 忽 略 了 . 再 利用 式 (23. 1. 15) 可 以 得 到 
FE.—N 
Pe,N, 一 CO CE ,Ni)exp(— 到 (23. 3. 8) 


其 中 比例 常数 C 由 妇 一 化 条 件 决定 
pg ~ CHAE, Ne (He)=1 (23. 3. 9) 
已 ,Ni 已 Ni 


已 五 
令 巨 配 分 函数 为 
方 加 Ei— Nip Nip 
2— PoE ;Njep -~ )= DnB ZN 
(23. 3. 10) 
最 后 得 到 巨 正则 系 综 的 分 布 隧 数 为 
pw 一 exp(— a) (23. 3.11) 
去 除 下 标 1 且 设 系统 的 能 量 是 量子 化 的 , 即 EE, 则 
OE,N 一 Soxp[— (BE, + aN)] (23. 3. 12) 
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其 中 a 二 一 Bx. 上 式 表示 : 当 系 统 与 周围 的 媒质 处 于 力学 平衡 .热学 平衡 和 化 学 平 
衡 时 ,系统 处 于 能 级 E 且 具 有 粒子 N 的 概率 分 布 . 上 式 是 系统 在 能 级 E, 上 的 概 
率 ,而 能 级 忆 的 简 并 度 为 QCE ,NN) , 故 处 于 能 级 E, 的 每 个 量子 态 的 概率 为 
PN) = Dexp[— (BE +aN)] (23. 3. 13) 
巨 配 分 函数 改 成 对 每 个 量子 态 的 求 和 
2 = 2 exp[— (BE + aN) J]= Dp aN)ZCN) (23.3.14) 
系统 的 平均 能 量 和 粒子 数 为 


U= E < 一 ps, NEa 一 记忆 0CB， N)Eexp[— (BE, 十 aN)] 


=—— BE (BE; +aN)] 
-132_ an2 (23. 3. 15) 
F388 8 
和 

N= BosnN = 部 DAE VNexp[— (BE, +oN)] 
一 一 到 AE, Nexp[— (BE; + aN)] 
—_ 12 dn (23. 3. 16) 

Fa ”ax 


热力 学 关系 :其 他 宏观 参数 和 热力 学 函数 也 可 通过 分 布 式 (23. 3. 13) 求 得 
1. 广义 力 了 ;是 9E;/3y 的 系 综 平均 


Y 一 记忆 2 exp[ 一 AR 一 AND)] 


一 去 ( 一 二 三 __ 工 amn2 (23.3.17) 
=z( 5 3 ) Dexp[— BEAN 23 
对 简单 的 p-V 系统 | 
p=— Lo (23. 3. 18) 
B aV 
2. 炳 函数 :由 TdS 二 dU 一 Ydy 一 ydN 得 到 
dS= 二 (dU —Ydy— pdN) 
一 如 | (Sy )+ ey tadN | (23. 3. 19) 
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而 
ddn2) = d+ dy + de (23. 3. 20) 
代入 式 (23. 3. 19) 得 到 
InZ ZF 
dS= 如 | 一 aa(s )+ ddln2) 一 dp+ Nga +adN | 


= to[—a(p a )+ dnZ) TF dcaN) | 


_ ,Ny olnZ 
= hod| oN +InZ B 58 | (23. 3. 21) 
因此 炉 函 数 为 
[> ,An at 
S 一 全 | 2 c B 38 | (23. 3. 22) 
3. 广 势 函 数 ;由 0 二 U 一 TS 一 uN 得 到 (注意 :与 微观 状态 数 2 之 区 别 ) 
0 =— ksTInZ; = exp(— 二 ) (23. 3. 23) 
B 
利用 上 式 ,分 布 式 (23. 3. 13) 可 以 写成 简洁 的 形式 
pCN) = exp[ BQ— EF)—aN)|] (23. 3. 24) 


巨 正则 分 布 应 用 范围 比 正则 分 布 要 广泛 . 在 涉及 到 系统 的 粒子 数 有 涨 落 变 化 
时 ,必须 用 巨 正 则 分 布 讨论 ,正如 在 涉及 到 能 量 的 涨 落 时 ,必须 用 正则 分 布 代替 微 
正则 分 布 一 样 . 但 对 通常 的 宏观 系统 ,只 要 不 涉及 到 相 变 或 临界 点 ,粒子 数 涨 落 一 
般 很 小 , 巨 正则 分 布 与 正则 分 布 能 得 到 同样 的 结果 . 

例 23.3.1 求 理想 气体 的 巨 配 分 函数 ， 

解 : 由 式 (23. 2. 31) 和 (23. 3. 14) 


2 一 > yexp[ 一 (BE; 十 cN) 
No 


V 2 3/2 N 
> | 2 op | 


Vv 2nxm 3/2 | 
一 一 一 一 人 一 一 一 3. 3. 25 
exp| 5 有 ) exp(— a) (2 ) 


于 是 由 式 (23. 3. 16) 得 到 


人 almZ _ V /2m\y” 
N=—— 一 5 ) expC—o) (23. 3. 26) 
故 立 即 得 到 理想 气体 的 化 学 势 
2 -3/2 
= kaTIn | | (23. 3. 27) 
B 
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例 23.3.2 用 巨 正则 分 布 讨论 准 独立 粒子 系 的 量子 统计 . 
解 : 设 系统 的 粒子 数 为 N, 单 粒子 能 级 {e;} 上 的 分 布 为 {N;) ,系统 的 能 量 为 


E{N:;} = Dan; (23. 3. 28) 
注意 能 量 与 分 布 有 关 . 由 巨 正则 分 布 得 到 
pC{N;))= exp(pD)exp[ 一 P2eN， 一 Ni 
一 expdao) 工 {exp[— (Bei + a) J}™ (23. 3. 29) 
归 一 化 条 件 为 
> o(C(ND)) = exp(p0) DTT (exp[— (pe; + oT)™ = 1 (23. 3.30) 
即 和 和 
exp(— B80) = II 之 {exp[ 一 (8 十 aD]) (23. 3. 31) 


分 两 种 情况 讨论 ;1. Fermi 子 , NN; 只 能 是 0 或 者 1;2. Bose 子 ,对 Ni 无 限制 . 于 是 ， 
上 式 对 Fermi 子 求 和 只 有 2 项 ,而 对 Bose 子 ,从 0 到 N 求 和 为 等 比 级 数 , 因 六 很 
大 , 故 求 和 后 可 令 N->co, 最 后 得 到 


II {1 十 exp[ 一 (Be; 十 a)])}, (Fermi) 
exp(— BO) = 


国 (23. 3. 32) 
了 {1— exp[— (Be; 二 +a) |} , (Bose) 
| 
即 
2 In{1 二 exp[— (Be; 二 a) J]}, (Fermi) 
一 AD 一 1 (23. 3. 33) 
一 2) In{1— exp[— (Be; + a) J}, (Bose) 
故 系 统 的 平均 粒子 数 为 
1 . 
泛 2 一 一 一 一 一 一 ,(Fermi) 
二 olnZ _ > _ | 守 exp(pe: 1 十 1 (23. 3. 34) 
Oa 
TT? Bo 
2 wpe Fo 1 se) 
由 于 
N= DN, N= ON: (23. 3. 35) 


因此 单 粒子 态 上 的 平均 粒子 数 为 
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1 


NN explBe Fo 1 em (23. 3. 36) 
， | .3. 
exp(pe; 十 a) 二 1 , 《Bose) 
由 于 单 粒子 态 上 的 平均 粒子 数 只 与 能 级 有 关 , 故 单 粒 子 能 级 上 的 平均 粒子 数 为 
Nee 一 ge) (23. 3. 37) 


exp(ps; 十 a) 士 1 
上 式 与 第 22 章 的 结果 是 一 致 的 . 


粒子 数 涨 落 :下面 来 分 析 一 下 粒子 数 偏差 CN 一 NN)? 的 系 综 平均 (N 一 N)?, 即 
粒子 数 涨 落 
(N—N)’= Sp, WON—N’) = >)o (ONCON 一 2NN + N:) 
= Dp DN’ —2ND o (WN+N? 


= Do, (DN —2NN 十 六 = Dp VN:—N’ 
A A 


(23. 3. 38) 
而 . 
yo (NN: = 六 D Nexp[ (BE, + aN)] 
A A 
1 9 _ 1 3(2N) 
一 一 也 BME (BE, 十 cN)] = 区 a 
__Na2 aN_ Nan2_aN_ 六 _aN 
2 aa ax au ac 
代入 式 (23. 3. 38) 得 到 
Ee oN 
—N)? 一 一 一 (23. 3. 39) 
(N—N) 3 
粒子 数 的 相对 涨 落 为 
(N—N)Y’ 1 oN ksT/oN 
均一 一 圳 二 一 得 (8),, (23. 3. 40) 
由 式 (20. 3. 30) 上 式 化 成 
(N—N)Y’ = “eT (2N) =— 和 T(N) (ov) kT 
N? NN? Ou /Tv Ni:\V OP /TN V7 
(23. 3, 41) 


V 正比 于 页 一 103 , 当 kr 有 限时 ,相对 涨 落 很 小 . 但 在 相 变 点 cr~co ,粒子 数 的 相 
对 涨 落 就 很 大 . 液体 在 临界 点 附近 的 涨 落 导 致 光 的 强烈 散射 而 产生 临界 乳 光 现象 ， 
将 在 下 章 介绍 . 
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23.4 ”Tp 分 布 与 特征 函数 


在 正则 分 布 情况 ,系统 所 处 的 条 件 是 定 温 、 定 容 和 定 粒 子 数 ,能 量 是 可 变 的 ;在 
巨 正则 分 布 情况 ,系统 所 处 的 条 件 是 定 温 、 定 容 和 定 化 学 势 ,能 景 和 粒子 数 是 可 变 
的 . 本 节 介 绍 另 一 种 情况 , 即 定 温 、 定 压 和 定 粒子 数 ,而 系统 与 外 界 媒 质 不 仅 有 能 量 
的 交换 ,而 且 体 积 是 可 变 的 . 把 系统 与 源 合 起 来 构成 一 个 复合 系统 . 显然 复合 系统 
可 看 成 一 个 孤立 系统 ,于 是 可 应 用 等 概率 原理 求 得 系统 具有 不 同 能 量 和 体积 的 概 
率 分 布 函数 . 复合 系统 是 孤立 系统 ,总 能 量 E。 和 总 体积 we 守恒 
E+E 一 Eo，V 十 Ye 一 Vo (23. 4. 1) 
复合 系统 的 微观 状态 数 为 系统 和 源 的 微观 状态 数 之 积 , 即 
QEo,Vo) = (CE, Vi) (EV;) 
= QE,Vi) (Eo — El,Vo— V1) (23. 4. 2) 
上 式 表示 :复合 系统 的 微观 状态 数 是 系统 能 量 E, 和 体积 Vi 的 函数 ,可 以 写成 
QCE1,V1). 由 于 复合 系统 微观 状态 的 出 现 是 等 概率 的 ,Q(Ei ,Vi) 越 大 ,系统 具有 
能 量 E, 和 体积 Vi 的 概率 就 越 大 . 因此 系统 具有 能 量 E, 和 体积 Vi 的 概率 正比 于 
QCEi,V1), 即 


EF, 
Pew ~ QF,Vi) = exp| > | 
其 中 SCE, ,Vi ) 是 复合 系统 的 焙 . 利用 灼 广 延 量 特性 ,复合 系统 的 焙 等 于 系统 的 
箭 与 源 的 灶 之 和 
SCE! V1 ) 一 SI (El ,V1) 十 9， (FE; ,V2) 
= Si(E1,Vi) + Ss (Eo — Ei,Vo — V1) (23. 4. 4) 
由 于 EEE。 和 Vi<Vo, 上 式 根 据 El 和 Vi 展开 得 到 
SCE ,V1) SS Si (FE! ,V1) 十 S, (Eo ,Vo) 
OSz OS» 
一 【一 一 一 【一 一 “ 23. 4. 5 
(二 ). ,VI Fe (过 ). oo + ‘ ) 
由 热力 学 关系 8S:/3aE:=1/T ,9Ss/3V; 一 p,/Ts 且 源 与 系统 温度 和 压强 相等 , 代 
人 上 式 


(23. 4. 3) 


E, pV 
SCE ,ND) SICE ,NiD) 士 SCE No) 一 过 — (23. 4. 6) 


T 下 
上 式 代 人 方程 (23. 4. 3) 得 到 


SE Erp) (3 人 


op,v 一 exp| ks eT 
推导 上 式 时 ,已 把 常数 Ss (EE ,Vo) 忽 略 了 . 再 利用 式 (23. 1. 15) 可 以 得 到 


第 23 章 系 综 理论 467 


op ,mw 二 COi(E ,Vi yexp(— (23. 4. 8) 


其 中 比例 常数 C 由 归 一 化 条 件 决 定 


| 过 pa Vy dVi 一 cf 0 (CE: Vexp(—— A dy 一 1 
1 1 


Bil 


五 十 piVi ) 
kpT 


(23.4.9 
这 里 把 体积 作为 连续 变量 , 求 和 用 积分 代替 . 令 配 分 函数 为 
2 一 [Eo von (A ) (23. 4. 10) 
最 后 得 到 分 布 函数 为 
Pa = LE og (= ) (23. 4. 11) 
去 除 下 标 1 且 设 系统 的 能 量 是 量子 化 的 , 即 E, 则 上 式 可 改写 成 
Pewv 一 Ps exp[— BCE, + pV)] (23. 4. 12) 


上 式 表示 系统 处 于 能 级 EE 且 具 有 体积 V 的 概率 分 布 , 称 为 Tp 分 布 . 上 式 是 系统 
在 能 级 及 上 的 概率 ,而 能 级 及 的 简 并 度 为 0(E,V) (注意 :与 V 有关) , 故 处 于 能 
级 忆 的 每 个 量子 态 的 概率 为 


p.(V) = 方 exp[— BE + pV)] (23. 4. 13) 
而 配 分 函数 改 成 对 每 个 量子 态 的 求 和 
Zz =| Doxp[—pE, + pV)JdV (23.4. 14) 
系统 的 平均 能 量 和 体积 为 


U=E=| Sps wvEdy — | DEexpt— BE + pV)JdV 
0 4 Zo 


9 人 BinZ 
一 一 dV = 一 一 一 (23. 4. 15) 
和 
V= 上 Ze (VVdV = 却 | > Vexp[ 一 BCE; 十 pV)jJdVv 
2 和 
1 9 人 |” aln2Z 
一 记念 一 一 一 一 一 23.4, 16) 
广 了 | 忆 eep[ ET7DJIY 一 


其 中 y=Bp. 系统 的 其 他 宏观 参数 和 热力 学 函数 也 可 通过 分 布 式 (23. 4. 13) 求 得 
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1. 广义 力 YY 压强 除外 ) :是 9E/93y 的 系 综 平均 
Y= | 六 exp[— pCE, + pV) JaV 


Zo Oy 
1(_ i133 _ 1 9 
六 人 3 也 外 DotAB Tay — 
(23. 4. 17) 
2. 箭 函数 :由 TdS 二 dU 一 Ydy 十 pdV 得 到 
dS= 未 (dU 一 Ydy + pdV) 
alnZ 、 dlnZ’ 
| pdf )+ dy av | (23. 4. 18) 
而 
/ Bln2/ OlnZ’ dlnZ’ 
d(lnZ’) = d d .4. 
n Dy Bt dt dy (23. 4. 19) 
上 式 代 入 式 (23. 4. 18) 得 到 
/InZ ,、 aInZ’, oInZ’ ] 
45 一 如 | 一 由 (2 ) 寺 dtln20 一 82 08 一 2 dy 十 ydV 
aln2Z ， , ~ OlnZ’ 
一 kal —d(p oe )+ dlnZ +7W |= hed| inz trv -poe | 
因此 箭 函数 为 
S 一 ks| mnz 二 | (23. 4. 20) 
3. 热力 势 函 数 : 由 G==U 十 pV 一 TS 得 到 
G 一 一 ATln2 (23. 4. 21) 
利用 上 式 ,分 布 式 (23. 4. 13) 可 以 写成 简洁 的 形式 
pV = exp[LBG— E— pV)|] (23. 4. 22) 


由 方程 (23. 2. 26) (23. 3. 24) 和 上 式 可 见 :分 布 总 与 相应 的 热力 学 特征 函数 相 
关 . 在 定 温 、 定 容 、 定 粒子 数 情况 下 ,特征 函数 是 自由 能 下 ;在 定 温 、 定 容 、 定 化 学 势 
情况 下 ,特征 函数 是 广 势 函数 0; 而 在 定 温 、 定 压 、 定 粒子 数 情况 下 ,特征 函数 是 热 
力 势 函数 G. 由 三 种 分 布 的 推导 可 看 出 ,过 程 基本 是 类 似 的 ,因此 这 种 方法 可 推广 
到 一 般 的 情况 ,得 到 其 他 物理 量 的 概率 分 布 公式 . 


23.5 ”量子 系 综 :密度 矩阵 


由 式 (22. 2. 37) ,在 极 低温 高 密度 情况 下 ,量子 效应 必须 考虑 . 本 章 前 四 节 中 ， 
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尽管 我 们 用 量子 力学 中 能 级 的 概念 ,但 仍然 用 经 典 物理 的 概念 来 描述 整个 系统 . 本 
节 简 单 介绍 量子 系 综 理 论 . 所 谓 量子 系 综 , 就 是 系 综 中 每 个 系统 必须 用 量子 力学 的 

密度 算 符 :在 14. 5 节 中 ,我 们 定义 了 量子 态 ( 称 为 纯 态 )y 的 密度 和 矩阵 o,,. 本 
节 把 密度 矩阵 方法 应 用 到 量子 系 综 . 设 由 M 污 1 个 全 同系 统 组 成 的 系 综 ,每 个 系统 
的 特性 用 一 个 共同 的 Hamilton 算 符 吾 表 征 . 令 类 (7, 四 (4 二 1,2,…,M) 为 系 综 内 
第 个 系统 在 t 时 刻 的 妇 一 波 函 数 ,其 中 r= (ri ,ri,…,rm) 为 系统 中 M 个 粒子 的 
位 置 矢量 . yr,) 满 足 Schr6dinger 方程 


丢 ED = Hy (r,t) (23. 5. 1) 


由 14.4 节 讨论 ,在 入 表象 中 , 波 函 数 #(r, 四 可 用 AA 的 本 征 函 数 系 (g, (7)} 展 开 成 


AGOPAD, (23. 5. 2) 
其 中 | 
AD = pg: Or Dr (23. 5. 3) 
展开 系数 随时 间 的 变化 为 
#0 |p: in ED = pF Cr dr 
= |g ACDas Dp ) Fr DHmas) (23.5.4) 
其 中 


Hm = | (r) Ho, (rdr (23. 5.5) 


系数 a (2) 的 物理 意义 : 系 综 的 第 个 系统 处 于 本 征 态 p, 的 概率 幅 , |a4(z) 1 表示 
时 刻 t 发现 系 综 的 第 k 个 系统 处 于 特定 状态 p。 的 概率 . 定义 量子 系 综 的 密度 矩阵 
算 符 2(2) ,其 元 素 为 


M 、 
p(t) = > [as (Wat* CD] (23.5.6) 
天 


显然 ps 是 [ah(1)as* (2)] 的 系 综 平均 ,对 角 元 素 p,, 是 |as(t) 1 的 系 综 平 均 , 而 
la,(t) | 本 身 就 是 量子 力学 的 统计 平均 . 因此 这 里 存在 两 个 平均 过 程 ;1. 由 于 量 
子 力学 的 统计 平均 ;2. 由 于 系 综 的 统计 平均 . 显然 应 该 有 归 一 化 条 件 

Dom 一 1 (23. 5.7) 


密度 矩阵 元 po, (2) 随 时 间 的 变化 为 
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: on &) 1 M dars, (1) Rx 
二 
1 M 
= {ED Hat J Woh OL DH ]) 
一 2 [Hmps — pmHa] = (Hp —pH)m (23. 5. 8) 


得 到 上 式 , 已 利用 了 直 的 Hermite 特性 , 即 有 H% 王 H. (23. 5. 8) 式 即 为 
话 风 = [ 庆 ,p] (23. 5. 9) 
显然 上 式 是 经 典 方程 (6. 2. 14) 的 量子 推广 . 

如 果 系 统 已 处 于 平衡 态 , 则 相应 的 系 综 自然 应 该 是 稳定 的 , 即 po 一 0, 故 
Hamilton 算 符 户 与 密度 算 符 5 对 易 . 因此 声 和 6 必定 有 性 质 :1.5 是 疡 的 显 函 
数 ,这 样 如 与 5 显然 对 易 ;2. 下 不 显 含 时 间 , 即 

3 三 


p= pH); 有 一 0 (23. 5. 10) 


如 果 取 能 量 表 象 , 式 (23. 5. 5) 变 成 Hj 二 E65 ,于 是 由 (23. 5. 4) 得 到 


天 
丢 dt) Eat (t) (23. 5. 11) 
dt 
即 
CD = atCO)exp (Tt) (23. 5. 12) 
“证 


代入 式 (23. 5. 6) 
os = (sO CO)exp| ECE, 一 Bi C23.5.13) 
当 m 二 n 时 ,对 角 元 素 为 


M 
pm 一 [| a (0) | (23. 5. 14) 
k=1 
而 非 对 角 元 素 ww 是 时 间 的 显 函数 . 当 系 统 已 处 于 平衡 态 时 ,它们 必须 为 零 , 即 
Drm 一 PanO rm (23. 5. 15) 


pm 的 意义 很 明显 , 它 表示 系统 处 于 能 量 E, 本 征 态 概率 的 系 综 平均 . 
在 平衡 态 , 密 度 算 符 在 能 量 表象 中 可 写成 


6 一 > 1p)p 9,l (23. 5. 16) 
从 而 
ou 一 AVA 一 2 (9,19) po pal pi) 
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= Dbmomdn = pudn (23. 5. 17) 
” 即 为 式 (23. 5. 15). 随便 指出 : 式 (23. 5. 16) 的 密度 算 符 表示 一 个 混合 态 . 所 谓 混 合 
态 就 是 纯 态 |9,) 经 统计 权重 p, 志 6,, 后 的 炙 加 态 , 它 是 纯 态 的 非 相干 又 加 . 

力学 量 的 期 望 值 :显然 任意 一 个 力学 量 G 的 期 望 值 为 


1 过 、 
-一 % k 3 
(G) = oa Gyrdsr (23. 5. 18) 
用 at() 表 示 
M 
(G) = D3 [ Bat* atG, | (23. 5. 19) 
大 一 | mn 
其 中 
Gow 一 | 人 (Gp Er (23. 5. 20) 
利用 式 (23. 5. 6) , 式 (23. 5.19) 可 以 写成 简洁 的 形式 
(G) = ZpmG 加 = 2 OOC)m = tr(pG) (23. 5. 21) 
取 C 为 单位 算 符 , 则 显然 有 tr(D) 一 1 如 果 波 函数 六 (rr, 四 不 是 归 一 化 的 ,那么 
(G) = ECG) (23. 5. 22) 
tr(p) 
习 题 23 


23. 1 证 明 由 N 个 独立 粒子 构成 的 系统 总 配 分 函数 是 单 粒 子 配 分 函数 的 N 
次 方 . ( 提 不 : 设 单 粒 子 能 级 为 {e;) ,分 布 为 {NN;) ,系统 总 能 量 为 


五 一 2 Ne; 
7 一 2 exp™ BE,) 一 名 ?TB Niei) 
一 一 这 I [expC— Re] 


{N,} 一 1 


N co 


=1I 之 [exp(— pe) J™ = [> exp(— pe) | 


如 果 考虑 粒子 的 全 同性 和 能 级 {s } )} 简 并 度 4g;} ,那么 
Z= [2 exp(— pe: ) ) 


23. 2 用 正则 分 布 证 明 系 统 的 焙 可 表示 为 
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S 一 一 如 Zone 
其 中 o, 是 系统 处 在 量子 态 的 概率 . (提示; 系统 处 在 量子 态 ) 的 概率 为 
dere gE, 


故 Inp, 二 一 (lnZ 十 BE) ,然后 求 2>)p;lnp,， 由 正则 分 布 ,系统 的 炳 为 
S = ke[lnZ 十 有 E] 
注意 
下 一 DpE) 
23.3 ”由 正则 分 布 证 明 , 由 N 个 粒子 构成 的 经 典 系统 遵守 广义 能 量 均 分 定 
理 , 即 
oH 
Xi 一 一 


Bz 一 CeRB 工 


其 中 互 是 系统 的 Hamilton 函数 
H(p,g) = HOP ,pes Pan; qi" ,qan) 
zi 和 zz; 是 6N 个 广义 坐标 和 广义 动量 中 的 任 一 个 . (提示 :由 正则 分 布 ,平均 值 为 


H 
一 |z Sexp[—AH(p,9) 1d0 
二 天 


vi 
am exp[~pH Cp,0Jdn 


式 中 dQ 二 dp dp,*…dpsny* dqi dq,**…dqsn ,利用 Bxi;/9zxs 一 6 ,对 上 式 分 子 分 部 积分 
得 到 


|z oH pr— BH (p,qa) Idx 
QZ 


项 一 + 1 | QT; 
项 一 一 


=— rp BI.0| + 8) Ba BA) dn 
Foo 
一 3| exp Han = Oi 3| ,ep BH dn 


注意 :广义 能 量 均 分 定理 对 存在 相互 作用 的 系统 也 成 立 ) 
23.4 由 广义 能 量 均 分 定理 证 明 : 由 N 个 粒子 组 成 的 经 典 系统 遵守 位 力 定 理 


3N 站 
D) gqF; =— 3NksT 


其 中 是 广义 坐标 ,5 本 为 系 综 平均 ;F; 是 作用 在 第 i 个 自由 度 上 的 力 ,满足 
Hamilton 正则 方程 
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对 经 典 的 非 相对 论 粒子 ,证 明 位 力 定理 可 写成 
2R+ SgF 0 


(提示 ; 取 上 题 中 二 zi 一 q., 且 注意 有 3N 个 自由 度 , 求 和 从 1 到 3N; 对 经 典 非 相 
对 论 粒子 ,由 能 量 均 分 定理 ,每 个 自由 度 的 平均 动能 为 K; 一 ksT/2, 粒 子 的 总 动 
能 为 


于 是 可 得 到 相应 的 结果 ) : 
23. 5 一 个 独立 粒子 系统 由 N 个 相对 论 粒子 组 成 . (1) 求 状态 方程 ; (2) 内 
能 ;C3) 与 非 相对 论 情况 比较 . (提示 :能量 一 动量 关系 为 e 二 cp ,系统 的 总 能 量 为 


3N 


E(p) = Dop, 


一】 
与 空间 位 置 无 关 , 故 配 分 函数 为 
zo 六 
N! C2rh)™ 
lV 
NI (2xf) 


= 汪 | 8xV | 
NILC2A 友 0 


积分 在 球 坐标 中 进行 . 自由 能 下 = 一 ksTinZ;dF 一 一 pdV 一 Sd 了 ,得 到 状态 方程 ) 

答案 :(1) 状态 方程 pV 一 NksT; (2) U 二 3NksT;(3) 状态 方程 相同 , 内 能 是 
非 相 对 论 气体 的 2 售 . 

23.6 考虑 单 原子 气体 在 金属 表面 的 吸附 ,气体 原子 在 吸附 状态 时 能 量 下 降 
6, 吸 附 原子 可 在 金属 表面 作 二 维 自由 运动 ,忽略 气体 原子 之 间 的 相互 作用 . 设 气 
体 体积 为 了 ,压强 为 ,温度 为 了 ,并 与 金属 处 于 热平衡 . 求 吸附 在 金属 表面 的 气体 
原子 面 密度 . (提示 : 设 气体 中 原子 数 为 N ,吸附 在 金属 上 的 原子 数 为 N* ,体系 的 
总 能 量 为 


|exp[— BECp,q) Jdpidp,*"dpsn 


[| arp exp( 一 pepydp| 


3NE 2Ns p? 
E=E.+E,= 2, 本 十 >) 2 Ns® 
i=1 CM i=l LM 


自由 原子 作 三 维 运动 ,有 3Ne 个 自由 度 ,吸附 原子 作 二 维 运动 ,有 2.N* 个 自由 度 ， 


配 分 函数 分 别 为 
1 V 2 3/2 -NS 
2 一 ea a) | 
2xmA N 
“一 Nl [exp(pD) | 
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总 配 分 函数 Z 二 Ze2, ,系统 的 自由 能 下 二 一 kpTIinZ ;然后 求 化 学 势 
oF oF 


aN:” oN: 


Hg 
平衡 条 件 jy 二 je) 


答案 :7 一 站 一 2 


vr 二 ;气体 状态 方程 :pV 二 NekaT. 

23.7 体积 为 Vi 的 容器 内 有 单 原子 理想 气体 ,温度 为 工 ,压强 为 p ,分 子 数 
为 N. (1) 求 自 由 能 下 一 一 如 Tiln2;(2) 考虑 具有 相同 粒子 数 的 另 一 个 容器 ,温度 
也 是 ,但 压强 为 p, ,体积 为 Vi, 求 两 气体 的 总 炉 ;(3) 把 两 容器 连接 起 来 ,使 气体 
自由 混合 , 求 总 炉 的 变化 ; (4) 当 pi 一 p, 和 Vi 二 Vs 时 ,总 炉 的 变化 是 多 少 ? 提 
示 : 混 合 前 


3 5 
二 Nea| 2 +in( 


Vi 2nxmks )| 
N (2 无) 

S, 有 类 似 的 表达 式 , 由 灶 的 可 加 性 ,S=S: 十 S:; 自 由 混合 后 ,总 内 能 不 变 , 故 温度 
不 变 , 而 体积 为 V==Vi 十 V; ,粒子 数 为 原来 的 二 倍 ) 


S51 一 写 NealnT 十 Nkpln 


答案 :AS 一 2Nkoln 


/VV Pp 

当 Vi 王 Vs 或 者 pi 二 p; 时 ,AS 二 0. 

23.8 ” 晶 格 中 有 NN 个 近 独 立 的 离子 ,每 个 离子 的 自 旋 为 1/2, 磁 矩 为 jw， 系 
统 处 于 均匀 外 场 B 中 ,温度 为 (1) 求 配 分 函数 ; (2) 系统 的 炉 ;(3) 平均 能 量 ; 
(4) 平均 磁 矩 和 磁 矩 的 涨 落 . (提示 :两 能 级 系统 61,s 一 土 wB. 由 习题 23. 1, 系 统 的 
总 配 分 函数 为 Z 一 Lexp(puoB) 十 exp( 一 puoB) 妥 ) 

答案 :S 一 NEs{ln[exp(8uoB) 十 exp( 一 proB)] 一 BuoBtanh(CBpuoB) } 

E=— Ny Btanh(BuoB);M= Notanh(BuoB) 


单个 磁 矩 的 涨 落 
2 
La 
Cr =m (0)? — 1 ptanb? (fpoB) — pa 
对 于 整个 系统 
; i FA pm 
(CAMS = N CAm)’; VCAM = VN ooh Be By 


23.9 证 明 Boltzmann 气体 的 巨 配 分 函数 可 写成 
Z = exp Dexp[— (a 十 fei)] 
{ei} 为 单 粒子 能 级 . (提示 : 巨 配 分 函数 与 正则 分 布 的 配 分 函数 关系 为 
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2 一 5 exp(— Na)Z(N) 
由 23.1 题 
ZN) = 志 [Daexpc pe)") 
23. 10 ”用 巨 正则 分 布 证 明 系 统 的 炉 可 表示 为 
S =— hn 2 2 pMN)Inp. CN) 


其 中 p,(N) 是 系统 具有 粒子 数 N 且 处 在 量子 态 X 的 概率 . (提示 ,系统 具有 粒子 数 
N 且 处 在 量子 态 * 的 概率 为 


oN) = 六 exp[— (aN + BE;)] 
故 Inp, (NN) 二 一 Un2 十 aN 十 BE) ,然后 求 
SD) Dp WInp CN) 
而 由 巨 正则 分 布 ,系统 的 炳 为 S 二 ks[lnZ 十 aN 十 BE ] ,注意 关系 
E= WSp WE; N= 2pWN) 
N A N A 


第 24 章 涨 落 、 关 联 和 局 部 细致 平衡 


在 上 一 章 中 ,我 们 分 别 从 正则 分 布 和 巨 正 则 分 布 求 出 了 能 量 涨 落 和 粒子 数 涨 
落 . 但 必须 注意 正则 分 布 的 条 件 是 定 温 、 定 容 和 定 粒子 数 ,所 求 得 的 能 量 涨 落 公 式 
也 必须 满足 这 些 条 件 . 事实 上 ,粒子 数 的 涨 落 必定 引起 能 量 的 涨 落 . 一 个 量 的 涨 落 
引起 另 一 个 量 的 涨 落 , 称 为 涨 落 关联 , 本 章 第 一 节 首先 介绍 涨 落 的 准 热力 学 理论 ， 
直接 给 出 在 一 定 宏 观 条 件 下 热力 学 量 涨 落 值 的 概率 分 布 . 根据 这 个 概率 分 布 容易 
计算 宏观 量 的 涨 落 以 及 涨 落 关联 . 然后 介绍 涨 落 的 空间 和 时 间 关 联 . 最 后 一 节 , 介 
绍 系统 从 非 平衡 态 趋向 平衡 态 的 条 件 , 即 局 部 细致 平衡 . 


24.1 涨 落 的 准 热力 学 理论 和 乳 光 现象 


统计 物理 学 认为 ,宏观 量 是 相应 微观 量 在 满足 给 定 条 件 的 系统 所 有 可 能 的 微 
观 状 态 上 的 平均 值 , 即 


= (B) = 2)p,B, (24.1.1) 
A 


其 中 p, 是 系统 处 于 微观 状态 4 的 概率 ,B, 是 微观 量 B 在 微观 态 ) 的 值 . 既然 宏观 
量 是 微观 量 的 统计 平均 值 , 就 存在 与 平均 值 的 偏差 , 即 (B 一 B). 显然 偏差 的 平均 
值 为 


= Dp(B—B)= DpB— SpB=B-B=0 
(24. 1. 2) 
因此 一 般 用 均 方 偏差 


VB — BY = 2 mB —B)’ = VB — (BY (24. 1. 3) 


来 表达 物理 量 B 相对 平均 值 B 的 涨 落 . 如 果 知 道 系统 处 于 各 状态 的 概率 ,就 可 以 
计算 宏观 量 的 涨 落 . 

对 某 些 物理 量 (如 能 量 、 体 积 和 粒子 数 ) ,存在 相应 的 微观 量 , 涨 落 的 含义 比较 
清楚 ,但 温度 和 炳 等 不 存在 相应 的 微观 量 , 涨 落 的 意义 为 : 设 系统 能 量 、 体 积 和 粒子 
数 的 平均 值 为 瓦 .志和 丈 , 相 应 的 箭 为 SG 五 ,7,N); 当 能 量 、 体 积 和 粒子 数 取 涨 落 值 
EV 和 N 时 ,相应 的 业 为 SCE,V ,NN), 粹 的 涨 落 定 文 为 

AS = SC(E,V,N)— S(E,V,N) (24. 1. 4) 

考虑 系统 与 源 组 成 复合 的 孤立 系统 . 复合 系统 的 总 能 量 、 总 体积 和 总 粒子 数 为 
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常数 ,因此 系统 与 源 相应 量 的 偏差 满足 关系 

AFi+AE; =0, AVit+AVi=0, AN 十 AN 一 0 (24.1.5) 
设 系统 与 源 的 参量 取 平 均值 和 涨 落 值 时 ,孤立 系统 的 炉 和 微观 状态 数 分 别 为 (S， 
0) 和 (S,02) ,它们 满足 


S= kpln, S= kplnf (24. 1. 6) 
由 孤立 系统 的 等 概率 原理 ,系统 的 参量 取 涨 落 值 的 概率 应 该 为 
人 (S 一 9) 
ps ~ 二 = exp| 人 二 |=。 xp( 全 >) (24.1.7) 
由 入 的 广 延性 ,忽略 系统 与 源 接 触 表面 的 相互 作用 ,应 该 有 
AS 一 AS 十 AS; (24. 1, 8) 


另 一 方面 ,系统 与 源 处 于 平衡 状态 ,具有 相同 的 温度 、 压 强 和 化 学 势 , 存 在 热力 学 
关系 

TAS; = AE; + pAV; — yAN: (24. 1.9) 
由 上 式 和 方程 (24. 1. 5) , 源 的 炉 涨 落 可 表示 为 
AE; + pAV'1 — uANi 


AS; 一 一 T (24. 1. 10) 
代入 方程 (24. 1. 7) ,得 到 用 系统 涨 落 表 示 的 涨 落 分 布 
ps ~ exp[— BCAE! — TAS! + pAV — AN1)] (24. 1. 11) 
去 除 下 标 后 ,得 到 
ps ~ exp[— BCAE— TAS+ pAV — AN)] (24. 1. 12) 
注意 :系统 的 独立 变量 只 有 三 个 . 如 取 SV 和 六 为 独立 变量 , 则 E=E(S,V,N)， 
在 平均 值 附近 展开 到 二 阶 
EE(S,V,N)++ TAS— pAV+uAN 
十 工 IE CAS)2 +( 3) Cv + (Se) CAN)? 
OE OE 
+2( 2637), Asay 二 2( 全) ASAN +2( 二 六) AVAN | 
(24.1.13) 
式 中 下 标 表示 在 平均 值 取 值 . 式 (24. 1. 13) 的 推导 已 利用 关系 
oF aE aE 
二 (35); P= (号 ) 太一 (RW). (24. 1. 14) 
进一步 , 式 (24. 1. 13) 可 改写 成 
AE— TAS+ pAV— AN 
1 3 /9E oF 
加 ZEA AS + 高 (5) 人 上 二 (3 AN| 
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+ 羡 Ay|[ 闵 ( 汉 ) as+ 吉 (号 ) Av+ 训 (部) AN] 
1 aE E 
+ EAE Ast a (3K), (2 ) AN | 


= F(ASAT— ApAV + ApAN) 
内 此 得 到 涨 分 布 公 \ 式 
pa ~ exp|— BCASAT — ApAV + AyAN) | C24.1.15) 
注意 :上 式 中 仍然 只 有 三 个 独立 变量 , 如 取 TV 和 N, 则 


AS= (2) AT 十 () AV+ (SN),_AN 
一 字 AT+ ( 强 ) Av 一 (党) 、 AN (24. 1. 16) 
Ap- (这 ) AT+ (39) AV+T (RR) AN CQ411D 
Ap 一 (小 ) AT+ ($8) av+ ( 尖 ) AN (24. 1. 18) 
以 上 三 式 代 入 方程 (24. 1. 15) 得 到 
pa ~ exp 58|— 守 AD + (EE) CA 
+2( 人 ) ,AVAN 一 ( 闫 ) CN C24. 1. 19) 


上 式 表明 粒子 数 的 涨 落 与 体积 的 涨 落 是 关联 的 . 根据 20. 3 节 的 热力 学 关系 ,上 式 
可 化 成 


2 
ps ~ exp A ) ] (24. 1. 20) 


a 一 实 (ATY rN (ss) 
其 中 比例 系数 可 由 归 一 化 条 件 决 定 . 由 上 式 , 温 度 和 V/N 的 涨 落 为 


5 一 kT ~ 1 _ 2 2 
CT 一 一 六 0 (24. 1. 21) 
YATfaY 
(AN) =— ($5),、 (24. 1. 22) 
如 果 系 统 的 粒子 数 不 变 
av 
CAV7z =— Ta5) (24. 1. 23) 


反之 ,如 果 系 统 的 体积 不 变 
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一 NA 71aV 
(AN) =— taT( 志 ) ($3) 
与 第 23. 3 节 的 结果 相同 . 粒子 数 的 涨 落 可 以 转换 为 粒子 数 密度 二 N/V 或 体 密度 


0 三 mn(m 为 分 子 量 ) 的 涨 落 ,上 式 两 边 除 以 V 得 到 
(各) 一 (2) =— ksT J (将 ) = ksTer (24. 1. 24b) 
e T 


(24. 1. 24a) 


Vi\Bp 
在 相 变 点 xr 一 co, 密 度 涨 落 很 大 . 由 下 列 关系 可 以 求 能 量 的 涨 落 
aE aE aE 
AE = (37), .T+ (30) Av+ (SKN),AN (24. 1. 25) 


为 了 方便 ,假定 两 种 情况 : 
1. 系统 粒子 数 不 变 
oi on OE) pt, {OEY rs 
CLE) — C% CATI + 2C, (Sy) AVAT + (7), (AV) C24.1.26) 


因 式 (24. 1. 19) 中 AV 和 AT 没有 交叉 项 , 故 
AVAT = AV . AT =0 (24. 1. 27) 
由 式 (24. 1. 21) 和 (24. 1. 23) 


(24. 1. 28) 
2. 系统 体积 不 变 


CBE — Ch CATI 十 (SR) Ny +2C, (SN),, ANAT 
(24. 1. 29) 
同样 ANAT=0, 而 
AE = omCr 一 waT( 呈 ) ( 仿 ) (全 )、 (24. 1. 30) 


上 式 和 式 (24. 1. 28) 包 含 两 项 :第 一 项 是 由 于 系统 与 源 交 换 能 量 引起 的 涨 落 ,与 式 
(23. 2. 15) 一 致 ;第 二 项 是 由 于 粒子 (或 体积 ) 涨 落 而 引起 的 能 量 涨 落 . 

由 方程 (24. 1. 16) (24. 1. 17) 和 (24. 1. 21) ,可 以 求 涨 落 的 关联 (为 了 简单 仍然 
设 系统 的 粒子 数 不 变 ) 


CAT Cv 2 op 一 
ASAT= 字 CAT7 十 (4), AVAT = ksT (24. 1. 31) 
ApAT (37), (ADD' 十 (39), AVAT (37), Cy (24. 1. 32) 


在 涨 落 的 公式 (24. 1. 15) 中 ,如 果 以 其 他 热力 学 景 (包括 态 函 数 炉 化 学 势 和 内 
能 ) 为 独立 变数 ,就 可 求 得 相应 的 涨 落 分 布 . 以 上 介绍 了 p-V 系统 ,对 一 般 的 系统 ， 
只 要 给 出 功 的 形式 ,不 难 作出 推广 (见习 题 24. 3 和 24. 4). 
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例 24.1.1 临界 点 的 光 散 射 . 
解 : 考虑 体积 V 的 宏观 均匀 介质 (气体 或 者 液体 ), 当 4 污 V ,由 第 12 章 的 
面 为 


wa /ee\) wa /dny 
oT (生生 ~ (2) (24. 1. 33) 
其 中 了 为 光 的 折射 率 , 一 般 折射 率 的 变化 正比 于 密度 的 变化 , 即 
2 (24. 1. 34) 
n 6 
由 方程 (24. 1. 24b) 
3 do 1 /8V 
(>) 一 (人 kT (53s), — hlTer (24. 1. 35) 
因此 光 散 射 强度 为 
5 一 (到 ) 一 OV hsTer (24. 1. 36) 
Cc n C 


当 温 度 变 化 达到 临界 点 的 附近 时 ,“r->ce, 因 此 光 散 射 特 别 强烈 ,介质 呈现 半 透 明 
状态 , 称 为 乳 光 现象 . 


24.2 涨 落 的 空间 关联 :Landau 唯 象 理 论 


上 上 节 介 绍 了 整个 系统 物理 量 的 涨 落 . 本 节 介 绍 物理 量 涨 落 的 空间 相关 性 . 物理 
量 的 空间 相关 性 源 于 两 部 分 :一 部 分 是 由 于 粒子 间 的 相互 作用 ,一 个 地 方 的 粒子 变 
动 会 牵动 其 邻近 部 分 的 粒子 ,这 种 相关 性 称 为 动力 学 相关 性 ; 另 一 部 分 是 由 于 微观 
粒子 的 全 同性 所 导致 的 量子 效应 ,如 第 17 章 表明 的 ,即使 对 于 独立 粒子 仍然 会 产 
生 排 斥 相 关 性 (Fermi 子 ) 和 吸引 相关 性 (Bose 子 ) ,这 种 相关 性 称 为 统计 相关 性 . 

设 系 统 处 于 平衡 状态 ,物理 量 是 空间 的 函数 A(r)( 即 使 是 均匀 系统 ,由 于 各 点 
的 涨 落 不 同 ,也 可 认为 物理 量 是 空间 的 函数 ) , 它 的 系 综 平 均值 为 A\r) (注意 不 是 
空间 平均 ) ,而 涨 落 为 AA(r) 一 A(m) 一 人 Cr ,显然 AA(Cm 一 0, 但 平方 涨 落 LAACr 
有 确定 的 值 . 问题 是 :空间 不 同 两 点 > 和 7 的 涨 落 有 什么 关联 呢 ? 为 此 定义 点 上 和 
r“ 涨 落 的 相关 函数 


ga mr) 一 A4ACrAACr ) (24. 2. 1) 
如 果 r 点 ACr) 的 涨 落 与 r 点 ACr ) 涨 落 无 关 , 则 
gaarsr’) = AAC)AACT) = AACr) + AA(r) 一 0 (24. 2. 2) 
因此 g(r,r) 的 大 小 反映 了 两 点 涨 落 的 关联 程度 . 当然 也 可 以 定义 物理 量 4(r) 
和 B(r) 的 交叉 空间 相关 函数 
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guap rsr’) 一 AACDJABC) (24. 2. 3) 
我 们 仅 考虑 均匀 的 流体 系统 ,A(r) 为 粒子 数 密度 n(r). 对 均匀 系统 ,gw 《rr 应 该 
是 距离 |r 一 r | 的 函数 , 即 
gu rr ) = g(r—r |) (24. 2. 4) 
下 面 在 Fourier 域 中 求 关 联 函 数 g,,(|r 一 r |) 的 表达 式 . 对 nCr) 作 Fourier 级 
数 展开 (为 了 方便 , 先 讨论 级 数 ,然后 再 过 渡 到 积分 》 


n(7) 一 元 一 记忆 wexp(i 。7) (24. 2. 5) 
更 
其 中 元 为 常数 . 注意 到 ”(r) 一 元 是 实数 ,上 式 两 边 取 复 共 斩 得 到 
n(r) 一 元 一 LS exp(—ik.，r) = 1 Sin,exp(ik 。r) (24.2.6) 
V k V k 
故 ni 二 n_4. 于 是 
TaT=| Pn Sala ) Ajexpt— ke Cr—r) drdr 


=||g,. |r—r |)exp[—ik* Gr—r drdr (24. 2.7) 
令 R=r 一 r ,上 式 先 对 r 积 
Tn [= Jar|g,, (| R|)expC— .RER 
=V|g, (| RDexp(—i. RER=Ve,(k) (24.2.8) 
其 中 g (所 是 关联 函数 的 Fourier 积分 
gpD = [gC R Dexp(—ik» RYdR (24. 2. 9) 
上 式 的 道 Fourier 变换 为 
gm llr—r |)= De expLik 。(r—r)] 


一 元 | ns [Sexp[Lik » Cr—r)] (24. 2. 10) 
天 


因此 一 旦 求 得 了 | 闪 正 ,就 得 到 了 关联 函数 gw (1r 一 ~ |). 

对 流体 系统 ,可 选择 温度 工 和 粒子 数 密度 为 独立 变量 . 由 上 节 的 讨论 ,温度 
与 粒子 数 密度 的 涨 落 不 相关 , 故 在 分 析 粒 子 数 密度 涨 落 时 ,可 假定 温度 不 变 . 设 系 
统 的 总 体积 和 总 粒子 数 不 变 ,系统 的 总 自由 能 变化 为 


AF = A(E— TS) = AE— TAS (24. 2. 11) 
代入 式 (24. 1. 12) ,并 且 注 意 到 系统 的 总 体积 和 总 粒子 数 不 变 (AY 一 AN 一 0) 
pa ~ exp(— BAF) (24. 2. 12) 


上 式 给 出 由 于 涨 落 引起 系统 内 部 不 均匀 而 导致 的 自由 能 涨 落 的 概率 分 布 . 自由 能 
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下 是 广 延 量 ,可 令 总 自由 能 的 涨 落 为 

AF =F-—F=|(f-Dar (24. 2. 13) 
其 中 Af=f 一 了 为 自由 能 密度 的 涨 落 . 对 均匀 系统 ,Ap 仅 是 粒子 数 密 度 的 函数 ,但 
由 于 涨 落 的 存在 ,我 们 必须 考虑 系统 的 非 均匀 性 . 因此 Af 还 是 粒子 数 密度 空间 导 
数 的 函数 , 即 

Af = Af(T,n, Vn) (24. 2. 14) 

Af 在 平均 值 点 展开 包含 :1. (> 一 大 的 一 次 项 , 代 人 式 (24. 2. 13) 对 积分 的 贡献 为 
零 ( 因 为 假定 系统 总 粒子 数 不 变 ) ;2. (n 一 如 的 二 次 项 ;3. Vn 的 一 次 项 , 因 Af 是 标 
量 , 而 Vn 是 矢量 , 故 Vn 的 一 次 项 前 系数 必须 为 零 ;4. Vn 的 二 次 项 (Vn)?;5. 交叉 
项 nV?n, 代 入 体积 分 (24. 2.13) 后 ,利用 Gauss 积分 公式 可 化 成 对 (CVn)? 的 体积 
分 . 因此 展开 式 为 


Af 一 全 人 一 站 TC) (24. 2. 15) 
在 式 (24. 2， 13) 的 积分 体 元 中 应 用 热力 学 定律 (数学 上 无 限 小 ,但 物理 上 足够 大 ,以 


至 于 宏观 热力 学 定律 仍然 适用 )df 二 一 sdT 一 pdv 十 udN( 其 中 N 二 nv 是 体 元 中 的 
粒子 数 ), 由 式 (20. 3. 30) ,可 以 得 到 展开 系数 . 
of 9 1 1 

a 一 (3), = (号 ) 一 元 亏 (24. 2. 16) 
平衡 条 件 要 求 心 >0, 故 a>>0, 但 在 相 变 点 er-co, 故 a 一 0. 据 此 取 a 一 a17T 一 工 |， 
其 中 工 为 相 变温 度 . 另外 , 因 不 存在 涨 落 时 , 自由 能 f 极 小 , 涨 落 只 能 使 自由 能 增 
加 , 故 0， 1 

另 一 方面 ,把 式 (24. 2. 5) 和 (24. 2. 6) 代 入 方程 (24. 2. 15) 得 到 


Af 一 Ei (3 + Ok “kK )exp[—iCk—k) :+r] (24.2.17) 
代入 积分 式 (24. 2. 13) ,并 注意 到 
了 se- iCk—k) 。 门 @r 一 3w (24. 2. 18) 
可 得 
AF 一 元 忆 人 十 克 ) Eb 一 元 忆 C 十 和) | 站 (24.2.19) 


上 式 表明 1: 分布 是 统计 独立 的 . 式 中 第 二 个 等 式 是 因为 双 二 n-4, 求 和 中 包 
含 k 和 一 k&, 实 际 上 对 |m1? 求 相同 的 二 次 . 代入 式 (24. 2. 12) 得 到 | 关上 的 概率 分 
布 为 | 


pa ~ exp| 一 息 (a 二 的?) | nz ?| (24. 2. 20) 
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于 是 
本 一 V 
2 一 一 
| ma | 38a | (24. 2. 21) 
因此 得 到 关联 函数 为 
1 1 | 
gm (Cr 一 六 |) 397 2 am) PLik (r—r)] (24.2.22) 
上 式 求 和 变 为 积分 
一 Vv »oocd3 
2 5| dk (24. 2. 23) 
于 是 关联 函数 为 
1 1 1 8 
gm (Cr 一 产 |) | ee (一 产 )]d2 天 
1 1 _ | r—r | 
-Tr jexp( : ) (24. 2. 24) 


其 中 8== VB/a, 称 为 关联 长 度 . 显然 当 两 点 距离 |r 一 ”| < 时 ,粒子 数 密度 的 涨 落 
的 关联 是 显著 的 ;而 当 |r 一 r | 汪 & 时 ,关联 指数 衰减 . 
在 相 变 点 附近 Q& 一 Co | T—T.| , 故 
一 | 了， 一 17/2 (24. 2. 25) 


其 中 1 二 (T 一 T.)/T.. 当 上 >0 时 ,关联 长 度 趋向 无 限 ,意味 着 整个 系统 的 密度 涨 落 
都 相互 关联 . 接近 相 变 点 时 ,关联 长 度 趋向 无 限 是 临界 现象 的 基本 特征 . 系统 物理 
量 在 相 变 点 附近 的 许多 特性 都 与 关联 长 度 趋向 无 限 有 关 . 例如 系统 的 总 粒子 数 涨 
落 为 


(N—N)’:= | [ar 一 到 [ar — A drdr 
一 je。 (RER = eV (24. 2. 26) 


上 式 说 明 在 相 变 点 ,粒子 数 涨 落 的 反常 增 大 与 关联 长 度 趋向 无 限 有 关 . 
以 上 介绍 的 是 Landau 临界 现象 的 唯 象 理论 . 显然 在 十 分 接近 相 变 点 时 ,展开 
式 (24. 2. 15) 不 成 立 . 实验 表明 
é~|T—T.|™*,， v= 0.6~0.7 (24. 2. 27) 
而 Landau 唯 象 理论 给 出 y= 二 0.5. 20 世纪 70 年 代 发 展 的 重 正 化 入 理 ? 从 提供 了 从 微 
观 上 计算 临界 指数 的 方法 ,已 获得 了 巨大 的 成 功 . 
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24. 3 涨 落 的 时 间 关 联 :Brown 运动 


本 节 介绍 涨 落 的 时 间 关 联 ,也 就 是 系统 的 一 个 物理 量 在 某 一 时 刻 上 的 涨 落 对 
另 一 时 刻 上 十 rz 的 影响 . 设 有 一 个 处 于 统计 平衡 的 系统 (注意 这 个 条 件 ) ,定义 任何 
一 个 物理 量 A(5 的 时 间 相 关 函 数 为 

Bua) 一 (ACD)ACG 十 D) (24.3.1) 
上 式 中 的 平均 是 系 综 平均 , 即 对 系统 在 1 时刻 和 zt 十 tc 时 刻 的 所 有 可 能 的 微观 状态 
平均 . 因 系 统 处 于 平衡 态 , 上 式 右边 的 统计 平均 与 时 间 上 无关, 而 只 与 两 个 时 刻 的 
时 间 差 = 有 关 . 显然 系 综 平均 应 该 等 于 时 间 平 均 , 即 固定 z, 在 长 时 间 内 对 一 切 可 能 
的 A 求 平均 , 即 
Bua lr) = ADACTT = lim | AWAG+ Dd (24. 3.2) 
当 r 一 0 时 
Ba (0) = (ACDACD) = (42(D) (24. 3. 3) 
如 果 A() 的 系 综 平 均 为 零 :A 二 (A(2)) 一 0, 那 么 Bra (0) 表 示 A(z) 的 平方 涨 落 ; 当 
相隔 足够 长 时 间 后 , 涨 落 的 相关 性 已 经 很 小 , 即 
BaD | = (ADAG+D) | = (A HAGHD =0 
(24. 3. 4) 
因此 与 空间 关联 长 度 一 样 ,存在 时 间 关 联 长 度 t. 当 t<rt. 时 ,相关 较 大 ,而 当 r>r 
时 ,相关 较 小 . 把 时 间 的 随机 变量 分 解 成 不 同 频率 成 分 的 全 加 ,可 以 分 析 不 同 频率 
成 分 对 时 间 关 联 函 数 的 贡献 . 对 A(z) 作 Fourier 积分 


AW = | alwexpliwt) do (24. 3. 5) 
因为 A(2) 是 实数 ,上 式 两 边 求 复 共 思 
A =| a (exp(— iwt) do = [a Cexpliwt) dw (24.3.6) 
故 a(w) 一 a* (一 w). 方程 (24. 3.5) 代 人 式 (24. 3. 1) 得 到 
BaD = [dw do acdale explior)exp[lio +o) (24.3.7) 
取 r 一 0, 即 


Gu (0) 一 Jaw] a (aedalw ) YexpLilw te) (24. 3. 8) 
上 式 左边 为 常数 ,而 右边 与 < 有关 ,利用 a(w) 一 a* (一 ) ,必须 
(alwalw )) = (| alw) [2)6Cw Tw) (24. 3. 9) 


《|alw) 1?) 称 为 随机 变量 A(2) 的 谱 密 度 . 由 式 (24. 3. 8) 得 到 
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Guw (0) = (A2CD) =|d alw) |2) de (24. 3. 10) 


上 式 表明 了 一 个 随机 变量 的 平方 涨 落 与 谱 密 度 的 关系 . 
另 一 方面 ,相关 函数 Bara (r) 的 Fourier 谱 为 


1 [ 
pw (w) = | Ba (expC— iwr) dr (24. 3. 11) 
由 式 (24. 3. 7) 和 (24. 3. 9) 
1 ” LA - -WH Ld ， 
guo 一 交趾 (ac exp de Jexp iw de 


= 二 | (aC) [do” [expricw 一 ad 
2 一 


= | ac) [8G — de = (| alw) |) 


即 得 到 相关 函数 的 谱 与 谱 密度 的 关系 
Paa (Ww) 一 《 | alw) (2°) (24. 3. 12) 
下 面 把 式 (24. 3. 10) 和 (24. 3. 12) 应 用 于 Brown 运动 的 讨论 . 在 显微镜 下 观察 
悬浮 在 液体 中 的 微小 颗粒 (如 花粉 ) ,可 看 到 颗粒 不 停 地 进行 着 无 规则 运动 . 这 种 运 
动 称 为 Brown 运动 ,是 由 于 颗粒 受到 液体 分 子 的 不 断 碰撞 引起 的 . 在 某 一 方向 颗 
粒 的 运动 方程 为 
六 于 一 一 yp 十 FFCb) (24. 3. 13) 
式 中 v 是 颗粒 运动 速度 ,F(z) 是 颗粒 受到 液体 分 子 碰撞 的 随机 力 ,y 是 颗粒 运动 的 
阻尼 系数 . 因为 液体 分 子 的 碰撞 力 是 随机 的 , 某 一 时 刻 的 碰撞 力 与 男 一 时 刻 的 碰撞 
力 无 关 , 故 随机 力 的 相关 性 应 该 为 


(FCDFGHD) = (F?(4))6(7) = FI6C7) (24. 3. 14) 
其 中 F, 为 常数 . 方程 (24. 3. 13) 两 边 作 Fourier 变换 得 到 
vw) = EK) (24. 3. 15) 
Yimw 
因此 速度 相关 函数 的 谱 密 度 为 
,~ (| F(w) |》 24 3 16 
(| vw) 12》 re (24. 3. 16) 


而 由 式 (24. 3. 12) 
2 
0 


1 _ _E 2 
rr (WwW) = | FI6(r)exp(— iwr)dr 一 Dn (| FCw) |?) 
(24. 3. 17) 


代入 式 (24. 3. 16) 得 到 
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Fi 


2 = OO 
(ro 的 一 BT (24. 3. 18) 
因此 ,由 (24. 3. 107 得 到 速度 的 平方 涨 落 为 
Fe ro dw Fe 
(0D)) = ?du = 克 = 2 
0) = do = | ny = Dr 319) 
另 一 方面 ,在 颗粒 与 流体 达到 热平衡 时 ,应 该 满足 能 量 均 分 定理 , 即 
Fm) = FheT (24. 3. 20) 
联合 上 二 式 得 到 
Fi = 2kpTYy (24. 3. 21) 


显然 F 标志 随机 力 的 大 小 ,y 是 阻尼 力 大 小 的 量度 , 它 代表 一 种 耗 散 机 制 的 强度 . 
上 式 说 明 耗 散 越 强 ,随机 力 的 涨 落 越 强 , 这 一 结果 称 为 涨 落 - 耗 散 定理 . 
由 式 (24. 3. 11) 的 道 变换 得 到 速度 涨 落 的 相关 函数 为 


BoD (VDEtD) 一 | po)explwr) dw 
= | | vw) lyexpliwr) de 
1 加 a exp(iwrt) ) 


xs (Fm 
Ex _Y\_ksl (也 
= 字 三 exp 人 之 c) 一 -exp( 之 r) (24. 3. 22) 


可 见 尽管 不 同时 刻 的 涨 落 力 不 存 在 关联 ,但 不 同时 刻 Brown 粒子 的 速度 却 存在 相 
关 性 . 取 r 一 0, 得 到 Brown 粒子 的 速度 涨 落 为 
kpT 


Bw (0) = (v2(1)) = mm (24. 3.23) 


当 取 tr->cc 时 ,$B (co) = 二 0, 即 速度 相关 为 零 . 关联 时 间 为 = 一 m/y, 显 然 阻尼 7 越 
大 ,关联 时 间 zt. 越 短 . 

同样 ,对 不 同 的 物理 量 A 和 了 ,可 以 定义 它们 的 交叉 时 间 关 联 函数 

Ge(r) = (A BLD (24. 3. 24) 

表示 t 时 刻 物理 量 A 的 涨 落 与 1 十 + 时 刻 物理 量 B 的 涨 落 之 间 的 相关 性 ， 

例 24.3.1 L-R 电 路 中 的 热 噪声 . 

解 ; 热 噪声 是 电子 在 导体 内 的 无 规 热 运 动 引起 的 . 设 电 路 的 电感 为 上 ,电流 
为 i 导体 内 的 离子 振动 对 电子 的 散射 (相当 于 液体 分 子 对 Brown 颗粒 的 碰撞 ) 产 
生 一 个 等 效 电压 vb , 它 可 分 解 为 慢 变 部 分 一 Ri(R 即 电阻 ) 和 涨 落 电 压 V Cz), 相 
应 的 方程 为 
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芋 一 一 应 十 VD (24. 3. 25) 
与 方程 (24. 3. 13) 比 较 , 相 当 于 作 代 换 ;Le>m;ReryY;FoV, 涨 落 电 压 V(z) 相 当 于 
涨 落 力 . 涨 落 电 压 VG) 的 关联 时 间 大 体 是 电子 在 导体 中 的 连续 两 次 碰撞 间 的 自由 
时 间 ,在 室温 下 是 10-*s 量 级 , 远 小 于 无 线 电 微波 的 周期 故 涨 落 电压 VG() 的 关联 
可 以 用 6 少数 表示 , 即 
VOVGTD = 2ks TROC) (24. 3. 26) 
得 到 上 式 , 利 用 了 式 (24. 3. 21) 和 类 比 关系 Re>7y. 将 涨 落 电 压 V(t) 作 Fourier 变换 
得 到 
二 ee 
VCD) 一 | Vexpliwt) de 
1 (24. 3. 27) 
V(w)= 二 | VCDexpC— iwt) dt 
2 一 
注意 到 VCD) 是 实数 ， 7 (w) =V( 一 w) ,可 以 得 到 


VV C= | | VCGYGJexp[ 一 io 一口 didt 


(27)? 
1 ” ,，， / 0 , 
- 二 | -exp[—iCw’ —w) 中 at| VV T Dexpler) dr 
(24. 3. 28) 
得 到 上 式 , 已 作 变 换 # 二 :十 z. 把 式 (24. 3.26) 代 入 上 式 得 到 


VwV' (w) = KelpRy(o — w) (24. 3. 29) 
Li 


上 式 意味 着 : 涨 落 电 压 的 不 同 频率 分 量 是 统计 独立 的 ,各 频率 电压 涨 落 的 均 方 值 与 
电阻 和 温度 成 正比 ,而 与 频率 无 关 , 称 为 白 噪 声 . 


24. 4 ， 准 独立 粒子 系统 的 局 部 细致 平衡 


在 研究 平衡 态 时 ,根据 一 般 的 原则 (等 概率 原理 和 各 态 经 历 假定 ) 就 可 以 求 得 
分 布 函数 ,进而 求 得 微观 量 的 统计 平均 值 . 建立 非 平衡 态 统计 理论 则 要 困难 得 多 . 
宏观 热 现象 最 重要 的 特征 是 它 的 不 可 逆 性 ,如 处 在 非 平衡 态 的 孤立 系统 会 自发 地 
趋向 平衡 状态 ,而 反 过 来 是 不 可 能 的 . 非 平衡 态 统计 理论 要 对 趋向 平衡 的 不 可 逆 性 
提供 统计 解释 ,并 分 析 平 衡 态 得 以 建立 的 条 件 . 在 趋向 平衡 的 过 程 中 会 发 生物 质 、 
动量 和 能 量 的 输 运 过 程 . 对 于 偏离 平衡 态 不 远 的 情况 Wa 
规律 (如 扩散 定律 一 一 物质 输 运 、 热 传导 Fourier 定律 
律 一 一 动量 输 运 ). 非 平衡 态 统计 理论 区 首要 任务 是 求 出 非 平衡 态 的 分 布 函数 ， 由 
此 可 求 微观 量 的 统计 平均 值 . 为 此 必须 导出 非 平衡 态 分 布 函数 所 遵从 的 方程 . 本 书 
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不 进一步 展开 这 方面 的 内 容 , 仅 介绍 系统 由 非 平 衡 态 趋向 平衡 态 必须 满足 的 条 件 ， 
即 局 部 细致 平衡 条 件 . 
为 了 简单 ,考虑 准 独立 粒子 系统 ,讨论 由 于 粒子 -粒子 之 间 的 二 元 碰撞 对 单 粒 
子 分 布 {n;} 变 化 率 的 影响 . 设 处 于 单 粒子 能 级 s 上 的 一 个 粒子 与 处 于 单 粒 子 能 级 
em 上 的 一 个 粒子 发 生 碰撞 后 ,一 个 跃迁 到 能 级 s , 另 一 个 跃迁 到 se (假定 在 碰撞 发 
生 过 程 中 粒子 的 空间 位 置 没有 变化 ) ,单位 时 间 的 跃迁 概率 为 Al. 由 于 碰撞 ,在 时 
间 间 隔 At 内 能 级 se; 上 的 粒子 数 n; 减少 数目 应 该 正比 于 : (1) 能 级 es 和 sw 的 粒子 
数 (n; ,nw) ,这 两 个 能 级 上 的 粒子 越 多 ,碰撞 的 机 会 就 越 大 ; (2) 终 态 能 级 e: 和 es: 的 
状态 数 ( 即 简 并 度 ) (g, ,g,) ,这 两 个 能 级 的 状态 数 越 多 ,跃迁 到 这 两 个 能 级 的 机 会 
就 越 大 , 即 
(CA )t = Ainimnng BAt (24. 4. 1) 
注意 :上 式 没有 考虑 微观 粒子 的 全 同性 . 对 于 Fermi 子 , 只 有 了 牙 迁 到 能 级 ee 和 e, 上 
没有 被 占据 的 状态 , 故 (g, ,8g,) 应 减 去 已 占据 的 状态 , 即 
(An)% = AU gy — a) (gO— m)At (24. 4. 2) 
而 对 于 Bose 子 ,由 于 吸引 相关 性 ,能 级 se 和 e, 上 的 粒子 越 多 ,跃迁 到 能 级 e 和 
的 概率 越 大 , 即 


(An)¥ = Aila gi ne) (gt nm) A (24. 4. 3) 
以 上 三 式 可 统一 写成 
(An)% = Alinmn (gi Yne) gt yn) At (24. 4. 4) 


y 取 0,1 和 一 1 分 别 对 应 于 Boltzmann 统计 、Bose 统计 和 Fermi 统计 . 能 级 s 上 的 
粒子 数 ; 的 减少 不 仅 可 以 通过 与 n 的 碰撞 ,还 可 以 通过 与 其 他 能 级 上 的 粒子 的 
碰撞 . 同样 ,碰撞 后 也 可 以 牙 迁 到 其 他 能 级 , 故 单位 时 间 内 能 级 s 上 的 粒子 数 减少 


为 
( 守 ) = DAlnmnlgy + yn) gt yn) (24. 4. 5) 
一 mk,l 
同 理 , 其 他 能 级 上 的 粒子 也 会 通过 碰撞 跃迁 到 能 级 si ,使 能 级 s 上 的 粒子 增加 , 即 
人 = DAininlgit yn) (gt Ynm) (24. 4. 6) 
dt 士 mk,l 


碰撞 -跃迁 概率 A 名 与 矩阵 元 五 党 的 平方 成 正比 ,由 于 碰撞 作用 算 符 的 Hermite 性 
质 ,矩阵 元 五 党 是 对 称 的 , 即 4 一 A 多 .于 是 ,单位 时 间 内 能 级 s 上 的 粒子 数 净 增 
加 为 
全 一 DA [nnlg, Yni) (gt Ynm) 
— nnn(gs + Yne) gt yn)] (24. 4.7) 


当 系 统 达到 统计 平衡 时 ,分 布 {n;} 不 随时 间 变 化 . 因此 如 果 上 式 右边 括号 中 二 项 相 
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等 ,那么 就 可 以 保证 dn;/dt 一 0. 所 以 我 们 得 到 系统 达到 统计 平衡 的 充分 条 件 为 
nmni(git yn) gst ynn) = nannyni) gt Yn) (24.4.8) 
注意 ,上 式 仅 是 统计 平衡 的 充分 条 件 ,因为 求 和 式 (24. 4.7) 中 的 每 一 项 可 正 可 负 . 
下 面 证 明 上 式 也 是 系统 达到 统计 平衡 的 必要 条 件 . 由 箭 的 定义 
S = keln(2™?({n;}) (24. 4. 9) 
注意 :在 非 平衡 态 ,S 不 必 是 最 大 值 , 它 是 任意 分 布 {n;) 的 函数 ,而 分 布 {n;} 随 时 间 
变化 . 由 式 (21. 1. 5) 和 (22. 1. 7) 得 到 (注意 到 y 取 0,1 和 一 1) 
S= ksD [yglng;—nilnnit (n+ ye;)ln(g;t Yni)] (24.4.10) 


于 是 们 的 时 间 变 化 率 为 


SS- 3 守 [- Con + 1) 二 In(Cg; 十 yn) 十 1] 
dn;, /8; + Yn 
_ ， 18 24. 4. 11) 
如 2 En "( nj; ) ‘ 


式 (24. 4.7) 代 人 上 式 得 到 


宁 一 kp >， A 名 Lu (sg， 十 yni) (gt Ynm) 
isms k,l 
Bi 十 yz; 
—nnnlgs + ya gt ya) in( Se ) (24. 4. 12) 
上 式 对 调 求 和 指标 ?em ,利用 对 称 关系 A 二 A 得 到 
宁 -- A 
天 
/gmt Ynm 
nag tra) Cg trad ln (Ee) C24.4.13) 


3272 


式 (24. 4. 0 站 标 im>&7, 利 用 对 称 关系 A 包 一 4 区 得 到 求 和 
= ke >) A [nna lg Yn) gt yn) 


ismk lL 


十 
po (24. 4. 14) 

大 

上 式 中 对 调 ke>! 并 且 利 用 对 称 关系 A 姑 二 A 娘 二 A 六 二 A 
宁 - ke ALG 二 Yn) (gt yn) 
bjrk,l 

十 
mmg + pnd gs + ya) in (Se) (24. 4. 15) 

i 


把 以 上 四 个 方程 相 加 得 到 
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宁 一 k 
2 re Ln g; + Yni) (Cg, + Yn) 


nni(g, Tt Yni) (Cg, ynn) 

— nnm(g, 十 772 (g++ Mn Se Bn yw | : 
gr Tyme t ya) dn Cg yn ya) 

(24. 4. 16) 


显然 上 式 中 求 和 项 的 函数 形式 为 
Cry) = Giny (24417) 


当 zx>y 时 : (x 一 y) 之 0,lnCx/y) 之 0; 当 x 之 y 时 ;(x 一 y) 过 0,1ln《x/y) 二 0, 故 恒 有 
jz,y)>0. 因 茎 迁 概率 A 纪 汪 0, 故 式 (24. 4. 16) 中 每 一 项 都 大 于 零 , 即 
dS 


下 宇 0 (24. 4. 18) 


即 系统 的 箭 总 是 增加 ,直到 达到 平衡 状态 . 等 于 零 的 必要 条 件 为 

nani(gst yn) (8 Ynnm) 一 Tan(8 + Yn) gt Yn) (24.4.19) 
上 式 称 为 局 部 细致 平衡 条 件 ,是 系统 达到 平衡 态 的 充 要 条 件 . 上 式 表 明 : 在 统计 平 
衡 时 ,对 于 任何 一 个 能 级 上 的 粒子 数 , 如 果 有 某 种 碰撞 过 程 使 它 的 粒子 数 减 少 多 
少 ,必定 有 相反 的 逆 碰 撞 过 程 使 它 同样 增加 ,结果 正 反 两 过 程 的 效果 抵消 ,这 个 能 
级 上 的 粒子 数 不 变 . 或 者 说 ,每 个 量子 态 上 的 平均 粒子 数 分 布 不 变 . 因此 在 已 达到 
平衡 的 系统 ,不 仅 在 宏观 上 看 来 不 变 ,而 且 从 每 一 个 细致 的 微观 跃迁 过 程 来 看 ,也 
已 经 达到 平衡 . 

对 式 (24. 4. 19) 两 边 求 对 数 得 到 


nF Em }+ "ls Tm ) 人 i 六 (元 二 
(24. 4. 20) 


可 见 In[ni;/(g,; 十 yni)] 蚌 碰撞 过 程 中 的 守恒 量 . 在 碰撞 过 程 中 ,守恒 量 为 能 量 si、 动 
量 p; 和 粒子 数 n;,In[n;/ Cg, 十 yn;) 应 该 是 这 些 量 的 线性 组 合 ,可 以 写成 


ns; 
: By ep 24. 4. 21 
mn) a— pe:+ pvo * p, ( ) 


即 
8; 
exp[a 十 PCe 一 mm。，P)] 一 7 
可 以 证 明 是 系统 整体 运动 的 速度 ,如 取 为 零 , 那 么 上 式 即 为 准 独立 粒子 系统 的 
分 布 函数 . 


(24. 4. 22) 
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习 题 24 


24. 1 证明 涨 落 与 体积 涨 落 的 关联 
rN 
ASAV = kaT (S77) 


(提示 :利用 关系 


AS = AT+( 


op 
给 ) AY 
然后 利用 热力 学 关系 ) 
24.2 以 Ap、AS 为 自 变量 ,证 明 涨 落 分 布 公式 
pa 一 exp| 8( 35 7 ) CApY? -ec AS” | 


从 而 证 明 
ASAp =0; AS) = keCy; {APY —— kosT( 


(提示 ;利用 公式 (24. 1. 12) ,以 p、S 为 独立 变量 , 则 
oT 
AT= (5s), As+( 
aV 
AV= (3s), As 十 ( 
24. 3 对 栅 介 硕 , 证 四 涨 关 分 布 人 


po {9H 
ps ~ exp|— 2 和 下 于 CT D 38 i ) ,AM | 


Q 
7). 


3 


2), Ap) 


并 据 此 证 明 


(ATI? = 和 CAm) = 2 
其 中 瑟 为 外 磁场 ,M 为 介质 的 总 磁 矩 , M 一 mVCm 为 介质 的 磁化 强度 ). (提示 :外 
界 对 磁 介 质 作 元 功 可 表示 为 dW =joHdM==Vio Hdm) 
24. 4 如 果 把 热力 学 基本 方程 表示 为 
dE 一 2 dy 
其 中 y; 是 热力 学 广义 坐标 (9、Y、N .mn 等 ) ,Y; 是 相应 的 广义 力 (T.b、wspmo 互 等 )， 
证 明 广义 涨 落 分 布 公式 为 


OA 一 exp(— E> AY;Ay: ) 
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并 据 此 证 明 
到 一 人 一 Oy; A oY; 
AyiAyj;= kspT\—); Y,AY, = kpT 
YiAY B (¥) AYiAY; B ( 2) 
下 一 7 oY; Oj 
AY;= ksT =keT(2) = ksT8; 
AyiAY;=— ks (5) s (党 ) aT3 
24.5 考虑 三 维 Brown 颗粒 的 运动 ,运动 方程 为 
mn = 一 yYvi 十 Fi(t) (i = 1,2,3) 
涨 落 力 满足 


F(t) =0, 天 (OF 人) 一 2ykp Ts6(t —t) 
证 明 速 度 涨 落 公式 
AT 
mm 


(¥(1))=3 
(提示 ;人 (0))= 二 (如 (2)) 十 (v2(2)) 十 (v2(4))) 


附录 A ”矢量 运算 公式 


1. 三 个 矢量 的 积 
A. (BXO=B. (CXA)=C. (AXB) 
AX (BXO=(4 .0B—(A. BC 


2. 矢量 场 的 微分 公式 


(4。V )z 一 (34 二) 一 4 (Vu) 


(4.V)B= (4 过) 


V(4 .8B) 一 (了 .。V)4 十 (4。V ) 了 十 如 X(CV XA)+AX(Y XB) 
V.* (AXB)=B. (V XA)—A. (Vv XB) 
VXCAXB)=(B.V)A—(A.V)B+(V .BA—(V . A)B 
V * (uh)=(Vu) : ATulV + A) 
VXC(uA)=(Vu) XATul(V XA) 
VXxX(V XA)=V(V :A)—V’A 
V XCVw) 一 0( 标 量 场 梯度 的 旋 度 为 零 ) 
V。(V XA4) 一 0( 矢 量 场 旋 度 的 散 度 为 零 ) 

3. 矢量 场 的 微分 表达 式 

(1) 直角 坐标 :A 二 Ase; 十 Aye,y 十 Aves ,r= 二 zes 十 yey 十 ze 


Du ou Ou 
Vu Sze 十 aye， 十 Dz” 
oA, , 4， 34 
A = 十 一 一 十 一 一 
Y ox Oy Oz 
er ee: 
DO ae 9 
xA 一 | 一 一 一 
Y or Oy oz 
A, A, A. 


2 2 2 
Viu=V .Yux 一 人 十 2 十 S 
Ox Oy oz 


Ca 
?A= (+ A 
V ( ax oy 十 oz: ) 


(Al.1) 
(Al. 2) 


(A2. 1) 


(A2. 2) 


(A2. 3) 
(A2. 4) 
(A2. 5) 
(A2. 6) 
(A2.7) 
(A2. 8) 
(A2. 9) 
(A2. 10) 


(A3. 1) 


(A3.2) 


(A3.3) 


(A3. 4a) 


(A3. 4b) 
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(2) 柱 坐 标 ,A 二 A, es, 十 Apegp 十 Ases ,rf 二 pe 十 ze: 


Du lu Ou 
Vu 二 Bo 0 ager | Dar” 
A A, 
V .A= O00A) TL 
O 9p pop ox 


eo bey > 
1I9 3 9 
pidp 9p oz 
A, pA, A 
» 18/ Bu, lu ,ou 
2 了 (pS ) 2 2 2 
op 9 pp 9x 
， 1 2 oA 
24) ,一 V2A, 一 二 4 一 二 一 
(VA), pj? oop 


1 2 oA 

24) ,一 V2A, 一 二 4 十 二 二 

CV A), V 9 p pa og 
(V24)-. 一 V 2 A。 


(3) 球 坐 标 :A 二 A,e, 十 Ay es 十 Auer 一 7e， 


VxA 


ou 1 ou 1 ou 
Vu 37 6 r 39 Tag " 
1 A, 
V A 一 记忆 (7A ) + i singA Dn do ap 
eye rsindey 
V XA= 1 oO 9 oO 


72sin9|er 69 og 
A, rA, rsin9A, 


a 1 Ou 
2,,— 
Viu rs + Tal ) rsin’ 9009 
, 2 1 8 Cg 
(V4),= 一 也 [4+ 十 一 二 (sindAs) + ap 
2 A, op one) 
2 Vy? 
(V°A)s=V 4 十 二 ( 晤 2sin29 sin29 Og 
2 


(等 十 oA, -A ) 


24) 一 
(VA), 一 V :A, 十 ap Din 


4. 矢量 场 积分 公式 
| as 一 zhr x dl; | vudr 一 中 vas 


12 sint9 


(A3.5) 


(A3. 6) 


(A3.7) 


(A3. 8) 
(A3. 9a) 


(A3. 9b) 
(A3. 9c) 


(A3. 10) 


(A3. 11a) 


(A3. 11b) 


(A3. 12) 
(A3. 13a) 
(A3. 13b) 


(A3. 13c) 


(A4.1) 
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| ,vxAar = asxA: [dsx (v=$ud (A4. 2) 
Ss C 

中 4 .dS = | .4A)dri ba .dl 一 | wx .dS (A4. 3) 

| ,vivt ve 。 Vv)dr = 中 (Vu) 。 dS (A4. 4) 


| ,Cv ?vv war = Cuvo— vw) 。dS (A4.5) 


附录 B 张 量 运算 公式 


1. 并 矢 和 张 量 定义 
两 个 矢量 4 一 Alel 十 Asez* 十 Ases 和 B 二 Biel 十 Bzez 十 Bses 的 并 矢 或 者 张 量 
3 
了 一 4B 一 之 DABiee, 三 > > Taeies (B1.1) 
张 量 工 用 矩阵 表示 为 | 
Tuy Ti Ts AB! AB, A'B; 
T= ns TT» rn,- A A,B, ay (Bl. 2) 
Ty Te Ts ;B, AsB: AsB, 
单位 张 量 
1 0 0 
- 。 1 | GB.3) 
0 0 1 


通常 称 标量 为 零 阶 张 量 ; 称 矢 量 为 一 阶 张 量 ; 称 两 个 矢量 的 并 矢 为 二 阶 张 量 ; 称 三 
个 矢量 的 并 矢 为 三 阶 张 量 ,等 等 . 
2. 张 量 的 运算 
(1) 张 量 T 与 矢量 n 的 点 乘 为 矢量 
T Ta Tis] fm Tini + Tisnz + Tisns 
T， Pi 一 ss 了 22 | 日 一 民 121 十 T2272 十 了 23713 


Ts Taz Tss Tani 十 Tn 十 Tasns 


= (B.A 


(B2. 1) 
或 者 
Tunm tt Tanz + Tans]™ 
nT= 区 十 Tzzn2z 十 re = (4.mB (B2. 2) 
Tisni 十 Toanz + 了 33713 
如 果 工 是 一 个 对 称 张 量 ,Ti 二 Ts , 则 二 者 一 致 . 本 书 中 涉及 的 张 量 基本 上 都 是 对 
称 张 量 . 
(2) 张 量 T 与 张 量 D 的 二 次 点 乘 为 标量 
T:D= DTsD; (B2. 3) 


张 量 了 与 单位 张 量 的 二 次 点 乘 为 标量 
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了 :了 一 > Tos 一 T 十 To 十 Ts 三 tr (B2. 4) 
二 
3. 梯度 算 子 V 的 张 量 形式 
o 人 a 
OXiOX! XidXx» xi0xs 
3 3 23? oa 9? 人 
VY 一 论 ) 一 。 
2 az 4 OX2 OX1 Ox:s OX? OX OTs (B3 11 
人 23? Oo 
OXsOX! QQzsezz OZxsTs . 
I:VV=VV:I=V.V=V. (B3. 2) 
4. 张 量 场 的 微分 公式 
3 3 BT ， 
V. T= 2 > 一“ e,; (B4. 1) 
i=1 1 Oz; 
yy WiT= 入 ya (B4. 2) 
. . T 一 :T= TT 四 
i1 j=1 QZiQZi 
V» Arr) = (V: A)m+ArrA,lr = restt yy es) (B4. 3) 
Vr=1; A.Vr=A; V°* (hr)=(V.A)r+i+A (B4. 4) 
V. (4B)= (MA. V)B+V.A)B; V. (uD)= Vu (B4. 5) 
Vx (4B)= (VXA)B— (4 XV)B (B4. 6) 
5. 张 量 场 的 积分 公式 
|,v. Tdr=ds.T CB5.1) 
Vv S 
| yxrac= 中 dsx7 (B5. 2) 
Vv S t 


| vadr = 中 Ads (B5. 3) 


附录 C 重要 物理 常量 


物理 常量 符 号 最 佳 实验 值 供 计算 用 值 
真空 中 光速 c 299792458 士 1. 2m * s-! 3, 00X108m + s-! 
引力 常量 G (6. 6720 士 0. 0041) X10-1m3。s-? 6.67X10-1im3。s-? 
交 估 们 全 和 CAvogadro) ”NA (C6.02204540.000031) X1023mol-1 6.02X1023mol-1 
要 名 他 Con kp (1380662 土 0.000041) X10-23J 。 开 -1 1. 38X10-2]. K-1i 
基本 电荷 e (1. 6021892 士 0.0000046) X10-1C 1.602X10-1C 
电子 静止 质量 me (9. 109534 士 0. 000047) X10™31kg 9.11X10-31kg 
真空 电容 率 eo (8. 854187818 士 0. 000000071) X10-12F。m-2 8.85X10-12F。m- 
真空 磁 导 率 po 12. 5663706144 士 10-7H 。mr-1 4rxH。mr-1 
普 朗 克 (Planck) 常 量 h (6. 626176 士 0. 000036) X10-34J。s 6.63X10-3]J，s 


附录 D 英汉 人 名 对 照 表 


Avogadro 阿 伏 伽 德 罗 
Bessel 贝 塞 尔 
Bloch 布 洛 赫 

Bohr 波 尔 
Boltzmann ” 玻 尔 兹 蝇 
Born 玻 恩 

Bose 玻 色 

Brewster “ 布 儒 斯 特 
Brown 布朗 

Carnot 卡 诺 
.Christoffel 克 里 斯 托 费 尔 
Compton ”上 康 普 顿 
Coulomb 库仑 
Davison 戴维森 

de Broglie 德 布 罗 意 
Debye ” 德 拜 

Dirac ” 狄 拉 克 
d'Alembert ” 达 朗 贝尔 
Einstein 爱 因 斯 坦 
Euler 欧 拉 

Faraday 法 拉 第 
Fermi 费 米 

Fock 福 克 

Fourier 健 里 叶 
”Galileo 伽利略 


( 按 英 文字 母 排序 ) 
Gauss 高 斯 


Germer 革 末 
Green 格林 
Hamilton ”哈密 顿 
Hankel 汉 克 尔 
Hartree ” 蛤 特 里 
Helmholtz 净 姆 霍 效 
Hermite 厄 米 
Hilbert 和 希 尔 伯 特 
Hooke 胡 克 

Jacobi 雅 可 比 
Jones 琼斯 
Lagrange 拉 格 朗 日 
Laguerre 拉 盖 尔 
Lamb 兰 姆 

Lamé 拉 密 

Landau 朗 道 
Laplace 拉 普 拉 斯 
Larmor 拉 莫 尔 
Legendre 勒 让 德 
Liouville 刘 维 尔 
Lippman ” 李 普 曼 
Lorentz 洛 伦 兹 
Maxwell 麦克 斯 韦 
Michelson 迈克 耳 孙 
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Minkowski 闵可夫 斯 基 


Morley 莫 雷 
Navier 纳 维 
Newton 牛顿 

Pauli 泡 利 

Planck 辫 朗 克 
Poisson ” 泊 松 
Rayleigh 瑞 利 
Reynolds 雷诺 
Rutherford 卢 巷 福 
Schmidt 施 密 特 


Scholte 席 尔 特 
Schr6dinger 套 定 刘 
Schwartz 施 瓦 效 
Snell ”斯 涅 耳 
Stirling 斯 特 林 
Stokes 斯 托 克 斯 
Stonely 斯 通 利 
Sturm 斯 图 姆 
Taylor 泰勒 

Young 杨 
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